Diese Losungen sind eine Skizze einer korrekten Losung.
Aufgabe 1 (347 Punkte) 6CP und 9CP

a) k is definiert durch die Gleichung

sodass

b) Wir berechnen

0 =300+ (gm0 + 5 7300
=4(t) + <%$) n(t) + %Fa(t)bij(t)
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Aufgabe 2 (44442 Punkte) 6CP und 9CP

a) Wir berechnen
ot cos(t) — sin(?)

a(t) = — | sin(t) 4 cos(t) |,
V3 1
und
o2t
)| = ?(COSQ(t) — 2cos(t) sin(t) 4 sin?(t) 4 sin?(t) + 2 cos(t) sin(t) + cos?(t) + 1),
sodass ||(t)|| = €'. Um zu umparametrisieren mussen wir einen Punkt waraus wir

umparametrisieren. In diese Losug walen wir 5(0) = «(0).



Fir die Bogenlange haben wir

L{t) = /0 é(s)|ds = et — 1.

Ein andere maoglichkeit is um aus —oo um zu parametrisieren. Wir kriegen denn fiir
. g o t s 7.t
die Bogenlinge L(t) = [~ e*ds = e".

Schreiben wir s = L(t), dan kénnen wir invertieren und finden 3: (—1,00) — R3?

145 cos(log(1 + s))

B(s) == a(t(s)) 7 Sin(loggl + 35))

b) Wir berechnen das Dreibein

cos(log(1 + s)) — sin(log(1 + s)
sin(log(1 + s)) + cos(log(1 + s)

—

Wir haben

—sin(log(1 + s)) — cos(log(1 + s))

B(s) = m cos(log(1 + s)) 8 sin(log(1 + s)) :

sodass

—sin(log(1 + s)) — cos(log(1 + s))
cos(log(1 + s)) — sin(log(1 + s))
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Am ende haben wir

sin(log(1 + s)) — cos(log(1 + s))

b(s) :=7(s) xn(s) = 7l sin(log(1 + s))2— cos(log(1 + s))

. 9
K(‘S) T ||6(S)|| - 3(1 +S)2
und
2
k(0) =14/ =.
=1/
Falls umparametrisiert is aus t = —oo kriegen wir k(s) = % Die Krimmung geht

denn nach 400 falls s — 0.



Aufgabe 3 (34+3+4343+3 Punkte) 6CP

a) Wir berechnen die Gradient von g.

2z

gradg(z,y, z) = 2y
—2z + 322

Falls  # 0 oder y # 0, denn grad # 0. Falls (0,0,2) € V' \ {(0,0,0)}, denn z = 1
und gradg(0,0,1) = (0,0, 1) verschwindet nicht.

b) Falls (x,y,z) € V, denn
Fl-2)=2"+y" 20

und 1 —z > 0.
c) Sei (z,y,2) € V. Da z < 1, kénnen wir z = 1 — s? fiir s € R schreiben. Sodass
$2 +y2 _ 82(1 _ 82)2

und falls z # 0,1 (dort ist die Parametrisierung einfach)

() () -

Sodass wir konnen schreiben
x x
-z t -
s(1 —s?) cos(t) s(1 —s?)
Sodass V' C im ¢. Es ist einfach zu sehen das im¢ C V.
d) Wir berechnen

= sin(t)

(1 —3s?)cos(t) —s(1 — s?)sin(t)
Dsyp=1 (1— 3322) sin(t) s(1— 3(2)) cos(t)

Wir haben fir die determinant der hohe 222 Submatrix

(1—3s?)cos(t) —s(1—s*)sin(t) \ o1 — )1 — 352
det( (1 —3s?*)sin(t) s(1— s?)cos(t) ) =s(1 J(1=357)

Falls s # 0,1, —1, ﬁg ist, dann rank Dy = 2. Wann s = 0,1, —1 verschwindet die
zweite Kolumn sodass rank Dy # 2. Falls s = :l:\/ig dann ist rank D¢ = 2 da beide
kolumn vektoren nicht verchwinden un linear unabhéngig sind (siehe z.b. die letzte
Komponent). Alle Aussprachen gilten fiir jedes t € R.

0
e) Seip=(0,0,1), so T,(V\ {(0,0,0}) = gradg, = [ 0 | ={(x,y,0) € R’}
1
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Aufgabe 4 (3+4+543) 6CP

cos(v) —usin(v)
?3_5 = ( sin(v) ) 68—5 = ( ucos(v) )
0 1

a) Wir berechnen

Sodass fiir g;; = (22 2EY wir haben
Gij <8xi > Oz >

(1 0
im0 1+u® )

b) Ein Normalenfeld ist definiert durch

sin(v)
OF OF
5 X5y = ( — cos(v) )

U
und ein Einheitsnormalenfeld ist
OF o OF ] sin(v)
N :=_9u 0 _ _ —cos(v :
g Vi |

und N(0,0,0) = (0,—1,0) sodass

1
<N(F(0,0)), ( 1 )> <0.
1

OF OF 0
P 1 sin(v)
= T —C(;S(’U)
1 —usin(v) 1 OF
=——— | wucos(v) =
(14 u?)2 1 (14 u2)2 Ov
Gleichweis
OF 0
W,F = —dN% = —%N(F(u,v))
1 OF

_\/1—|—u2%



Errinneren Sie sich dass,

Jite

d) v(t) = (cos(t),sin(t),t) ist ein Beispiel einer Kurve mit diesen Eigenschaften.

Aufgabe 3 (5) 9CP

Die Gausskrummung ist definiert durch K = kiky und H =

Hauptkrummungen sind. Aber dann haben wir ko = 2H — k; un

K= I€1(2H — Iil)

sodass

K} —2HK; + K = 0.

1
2
d

Wir kriegen auch (durch Wechsel k; < ko, alles ist symmetrisch)

Ky —2Hky + K = 0.

Aufgabe 4 (2424343 Punkte) 9CP

a)

b)

F(t,s) = c(t) + sv(t).

Sodass

Do F = (&(t) + so(t),v(t))

Wir sehen

Doy = (¢(t),v(t)) -

Diese matrix hat Rank 2 genau denn wann ¢(¢) und v(t) linear unabhéngig sind.

Wir haben, mit N ein Einheitsnormalenfeld,
O*F (s,t
e = (T2 (s, ) =

da —azgif’t) = 0.

0,

(K1 + K2), wobei k; die



¢) Die Gausskriimmung kann berechnet wurden durch

det hi]’ h11h22 - h%Q h%2
— = - — < 07
det g;; det gi; det gi; —

K(p)

da det g;; > 0 weil g;; positiv definit ist. Wir haben hier ko = hy; benutzt.
d) Ein einheits Normalenfeld ist gegeben durch

_ G X E (e +so(h) x u(h)
195 < S5 |l(e(t) + si(t) x v(t)||
Dann
_OPF(ts) oy 1 o .
hya = ( ETER ,NY = & T 5000) < 0] (0(t), (c(t) + so(t)) x v(t))

1 . .
= 00 T so00) < oy 0 (ED) x v ().

da ¢(t),v(t) und ©(t) linear unabhéngig sind, ist hi2 # 0 und K (F(s,t)) < 0.

Aufgabe 5 (34+3+4343+3 Punkte) 9CP

a) Wir berechnen

OF CF)S((U; oF —u SIIE(Q;)
5 = smov 5 = ucols v

Sodass fiir g;; = (3£, 2£) wir haben
i J

(1 0
im0 1+u® )

b) Ein Normalenfeld ist definiert durch

or or [ 0
% X % = — COS('U)
U
und ein Einheitsnormalenfeld ist
oF . OF sin(v)
N .= 9u ' 0v ! —cos(v)

O EE < B Tl U

und N(0,0,0) = (0,—1,0) sodass

1
<N(F(0,0)), 1 ><O.
1



P 1 sin(v)
= e | C(;S(U)
1 —usin(v) 1 OF
=— - ucos(v) =— -
(14 u?)2 1 (1+u2)z Ov
Gleichweis
OF 0
W,0F0v = —dN% —%N(F(u,v))
1 OF

d) Wir rechnen

N »r oF [~ 8”(1(1)’) °F
— = = = cos(v — =
ou? Judv  Qudv ov?
0 0
Die zweite Fundamentalform ist h;; = (%, N), sodass
0 -1
Rhis = V1+u?
1] 1—1 . 0
“+u
e) H:%trW:OundK:detwézﬁ



