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. Geben Sie den Definitionsbereich der Funktion

2 — 2
f= o
T i 2
an, und bestimmen Sie die Intervalle, wo f negativ ist. (4 Punkte)
(a) Fiir welche reellen Zahlen ¢ gilt |t — 1] |t —2| < ?I ? (4 Punkte)

(b) Skizzieren Sie die Teilmenge { (¢,s) € IR? | #> + 2 > 1,]t| < s} von IR?. (2 Punkte)

. Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, dass fiir alle n € IN

2n n
(a) k=3-k (4 Punkte)
k=n k=1
(b) kz_jl K = ( kZ:lk)Q (5 Punkte)
gilt.

. Bestimmen Sie Supremum und Infimum der folgenden Mengen:

(@) M ={(-1)" z5|neN} (3 Punkte)
(b) My:={teR|3t?-2t-5<0}. (4 Punkte)

In welchen Féllen liegt ein Maximum bzw. Minimum vor.

- Es seien M eine nicht leere Teilmenge von IR, a € Ry und aM := {at|t € M }. Beweisen
Sie
sup(aM) = a - sup(M)

und modifizieren Sie (ohne Beweis) die Behauptung fiir beliebiges a € IR . (4 Punkte)

- Untersuchen Sie die folgenden Zahlenfolgen (a,),en auf Konvergenz und bestimmen Sie den
Jeweiligen Grenzwert bzw. im Falle, dass keine Konvergenz vorliegt, Limes superior und Limes
inferior:

(a) an:=vn(v/n-vn+l) (2 Punkte)
(b) an:=2"1+(-1)")+1 (4 Punkte)



7. Es seien a,b € R mit 0 < a < b. Wir setzen ap :=a und by := b und definieren rekursiv

10.

: 1

o b
VneNy : apig'i= anbp und by = 2an41bn :
Gn41 oy bn

Zeigen Sie, dass die so definierten Folgen (an)n>0 und (by)n>o0 gegen denselben Grenzwert

konvergieren.
[Tipp: (1) Man zeige ap < apy1 < bpyq < by,
(2) ohne Beweis darf benutzt werden: Ve, de Ry : (c+d)/2 > Ved.

surjektiv, so ist g injektiv.

- Essei f:[0,1] — [0,1] definiert durch

, falls ¢ rational

f(t) = { :
1—-t

, falls ¢ irrational .
Beweisen Sie:

(a) f ist bijektiv.

(b) f ist auf keinem Teilintervall [a,b] C [0,1] mit 0 < a < b < 1 monoton.

(c) f ist nur im Punkt 1/2 stetig.

Untersuchen Sie die Funktionen

cos(1/t) ,fallst#0

J:R>R,t—
1 siallati=10

(8 Punkte)

- Esseien f: A—» Bund g: B = C Abbildungen. Beweisen Sie: Ist g o f injektiv und f

(3 Punkte)

(1 Punkt)
(3 Punkte)
(4 Punkte)

sowie z - f auf Stetigkeit. (Der qualitative Verlauf der Cosinus-Funktion wird als bekannt vor-

ausgesetzt. )

(8 Punkte)

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz in IR und auf absolute Konvergenz in R :

(a) T
ey

= (=DFk
(b) /;2 (k+1)(k—1)
Beweisen Sie:

- 1 11
B s

ii

(2 Punkte)

(3 Punkte)

(3 Punkte)



12.

13.

14.

15.

Es seien E ein metrischer Raum und f,g : E — IR zwei stetige Funktionen. Beweisen Sie,
dass die Menge {p € E|f(p) < g(p) } offen in E und dass die Menge {p € E| f(p) < g(p) }

abgeschlossen in FE ist. (6 Punkte)
Essei f:[0,2] - IR eine stetige Funktion mit f(0) = f(2). Zeigen Sie, dass dann ein #, € [0, 2]
existiert mit f(tp) = f(to +1). (4 Punkte)
Geben Sie einerseits das maximale Intervall I an, so dass die Funktionenfolge (x”|I)n N
punktweise konvergiert, und andererseits alle abgeschlossenen Intervalle .J, so dass (z?|J )n €N
gleichméfig konvergiert. (9 Punkte)
(a) Seien IE,IE' normierte IK-Vektorriume und A : IE — IE' eine lineare Abbildung mit
36 eRy : A(Us(0)) c UL(0)
Zeigen Sie:
(i) A ist stetigin 0,
(i) [lAl < 1/6 und
(i) Aol < 4] - lv]l - (5 Punkte)

Bemerkung. Ein Verweis auf Aufgabe 2 in 5.3 ziihlt nicht als Losung!

(b) Zeigen Sie: Sind IE ein Banachraum und A : IE — IE eine stetige lineare Abbildung mit
|A —idg|| <1, so ist die lineare Gleichung Av = b fiir jedes b € IE eindeutig losbar.

[Tipp: f:= —A+idg + b ist (?) eine kontrahierende Abbildung,] (5 Punkte)
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