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5.1 Lineare Abbildungen: Definition und
Eigenschaften

In diesem Abschnitt fithren wir Abbildungen zwischen K-Vektorraumen ein,
die vertriglich mit der Struktur des Vektorraums sind.

Definition 5.1.1
Es seien V und W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung F': V' — W heifit linear
(oder ist ein Homomorphismus), falls

Fv+v)=F()+ F@') firalle v,0' €V, und (5.1.1)
F(\v) = AF(v) firalle veV und A € K. (5.1.2)

Aquivalent gesagt, eine Abbildung F': V' — W ist linear, falls fiir alle v,w € V
und A, ) € K gilt
F(Av+ XNv') = F(v) + NF(v'). (5.1.3)

Die Aquivalenz ist leicht zu beweisen: Bedingungen (5.1.1) und (5.1.2) implizieren
(5.1.3), weil

(5.1.1) (5.1.2)

F(Av+ \) F(\) + F(\'v) AF(v) + NF(v)).

Umgekehrt, (5.1.3) impliziert (5.1.1) (man kann A = X = 1 nehmen), und (5.1.2)
(man kann X' = 0 nehmen).

Gleichung (5.1.3) kann generalisiert werden: Es seien vy,...,v, € V und
AL, A € K dann

F (é m-) — S AF(w). (5.1.4)

i=1

Bemerkung 5.1.1

1. Bemerken Sie, dass (5.1.2) impliziert, dass

FOy)=F0-v)=0-F(v) =0y und

2. Es seien F:' V — W und G: W — U lineare Abbildungen zwischen K-
Vektorraumen. Dann Go F': V' — U ist auch linear, weil fir alle v,v" € V und
AN € K gilt

G(F(Av+ X)) = GAF(v) + NF(v')) = AG(F(v)) + NG(F(v")).
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Definition 5.1.2
Mit Homg (V, W) bezeichnen wir die Menge aller Homomorphismen zwischen V' und
W. Wir nennen F' € Homg(V, W) einen

(a) Monomorphismus, wenn F' injektiv ist;

(b) Epimorphismus, wenn F' surjektiv ist;

(c) Isomorphismus, wenn F bijektiv ist;

(d) Endomorphismus, wenn V = W;

(e) Automorphismus, wenn V' = W und ¢ bijektiv ist.

Die Menge aller Endomorphismen von V' (bzw. Automorphismen von V') wird durch
Endg (V') (bzw. durch GLg(V')) bezeichnet.

Proposition 5.1.1
Es sei F € Homg(V,W) ein Isomorphismus. Dann ist auch die Umkehrabbildung
F~1: W — V ein Isomorphismus.

Beweis. Die Umkehrabbildung F~! ist natiirlich bijektiv. Also sollen wir nur be-
weisen, dass F'~! linear ist. Es seien w,w’ beliebige Elemente in W, und v, v’
Elemente in V, sodass v = F~'(w) und v = F~'(w'). Also erhalten wir, dass
F(v) = F(FY(w)) = w und &hnlich F'(v') = w'. Deshalb haben wir

Flw+w)=F Y FW)+F@))=F ' (Flv+v))=v+v = F ' (w)+ F '(w).
Analog, wenn A € K
F'Ow) = F'(\F(v)) = FY{(F(\W)) = v = AF Y (w).
O

Beispiel 5.1.1 1. Essei N: V — W die “Null-Abbildung", d.h. N(v) = Oy (der
Null-Vektor von W), fiir alle v € V. Dann ist N eine Lineare Abbildung.

2. Die Identitdt 1y : V' — V ist ein Automorphismus von V. Nach Bemerkung
5.1.1 und Proposition 5.1.1 haben wir, dass (GLk(V'), o) eine Gruppe ist (hier
bezeichnet o die Verkntipfung).

3. Es sei A € K. Die Abbildung A1y : V — V| definiert als (A\1)(v) = Av, ist
linear. Wir bemerken, dass falls A = 0, dann 01y, = N. Falls A # 0, dann
Ay € GLg(V) (die Inverse ist genau A~'1y).
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4. Es seien U, W Untervektorrdume von V', sodass V = U @& W. Wir haben schon
bewiesen (Lemma 3.2.12), dass es eindeutig bestimmte Vektoren u € U und
w € W mit v = v+ w gibt. Wir definieren die Projektionen py: V. — U
und py: V. — W als py(v) = py(u + w) = w und pw(v) = pw(u + w) = w.
Es ist leicht zu beweisen, dass py und py linear sind. Zum Beispiel, es sei
v =u +w, wobeiu € U und w' € W, und \, N € K, dann

pu(Av+XNv') =pr(Au+ Aw + N’ + Nw') = py(Au + Nu' + 2w + Nw')
= Au+ Nu' = A\py(v) + Npy (V).

Ganz analog kann man beweisen, dass py, linear ist. Auflerdem sind py und
pw surjektiv, also sind sie Epimorphismen.

5. Es sei U ein Untervektorraum von V und 7: U — V die Inklusion. Es ist leicht
nachzupriifen, dass 7 ein Monomorphismus ist.

Proposition 5.1.2

Es sei F': V. — W eine lineare Abbildung, vq,...,v, € V und w; :== F(v;), fir jedes
1=1,...,n. Fallsvy,...,v, linear abhdingig sind, dann sind auch wq, ..., w, linear
abhéngig. Aquivalent gesagt, falls wy, . .., w, linear unabhingig sind, dann sind auch
vy, ..., Uy linear unabhdngig.

Beweis. Es seien vy, ..., v, linear abhidngige Vektoren. Also existieren \q,..., \, €
K, nicht alle gleich Null, sodass

Aoy + -+ Ao, = 0.
Nach Bemerkung 5.1.1 und durch Linearitdt von F' haben wir, dass
Ow = F(0y) = F(\ur+- -+ \0,) = MF(v) 4+ -+ A F(v,) = Mwi +- -+ Aw,,
also sind wq, ..., w, linear abhingig. O]

Fragen und Vertiefungen 5.1.1

In obiger Proposition, es seien vq,...,v, linear unabhéngige Vektoren und w; :=
F(v;) fir jedes i = 1,...,n. Kann man schlieflen, dass wy, ..., w, linear unabhingig
sind?

Vorlesung 19 - 09.01.2017
Satz 5.1.3

Es seien VW zwei K-Vektorraume, {v,...,v,} eine Basis von V und wy, ..., w,

beliebige Vektoren in W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung F:V — W,
sodass F(v;) = w; fir allei=1,... n.
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Der obige Satz ist sehr wichtig und sagt uns: um eine lineare Abbildung zu
definieren, gentigt es, das Bild der Elemente einer Basis von V' zu definieren.

Beweis. Esseiv € V,und ky, . .., k, seine Koordinaten beziiglich der Basis {vy, ..., v,},
also v = kyvi+- - -+k,v,. Wir erinnern uns daran, dass mit Lemma 3.2.4 die Skalare
k1, ..., k, eindeutig bestimmt sind.

Falls es eine lineare Abbildung F' gibt, sodass F(v;) = w; fir allei = 1,... n,
dann muss
F(v) = kywy + - + kyw,

sein. In der Tat, durch Linearitit von F' (Gleichung 5.1.4) folgt, dass
F('U) :F(k1U1++kn’Un) :le(U1)++knF(Un> :klwl—i——i—knwn

Also ist F' eindeutig bestimmt.

Jetzt beweisen wir, dass die Abbildung F', wie oben definiert, linear ist. Es
selen v = kv + -+ + kpv, und V' = kv + --- + klv,, wobei k} € K fir alle
1=1,...,n. Dann

Flo+v) =F((ki+E)vi+ -+ (ky + k)v,) = (k1 + E)wy + -+ (ky + k) w, =
= kawy + - - + kyw, + Kjwy + -+ - + kLw, = F(v) + F(V).

Also erfiillt F' Eigenschaft (5.1.1). Jetzt prifen wir (5.1.2). Es sei A € K, dann

F()\U) = F()\kﬂ)l + -+ )\knﬂn) = Aklwl +--F )\k:nwn =
= Akjwy + - + kyw,) = AF(v).

Wir konnen schlieffen, dass F' linear ist. ]

Definition 5.1.3
Es seien V, W zwei K-Vektorrdume und F' € Homg (V, W). Wir definieren den Kern
von F', bezeichnet mit Ker(F), durch

Ker(F):={veV|Fl)=0yp}CV,
und das Bild von F, bezeichnet mit Im(F’), durch
Im(F):=F{V)={weW|w= F(v) fireinen ve V}CW.

Proposition 5.1.4
Es seien VW zwei K-Vektorraume und F € Homg(V,W).

(a) Ker(F) ist ein Untervektorraum von V und Im(F) ist ein Untervektorraum

von W

(b) F ist injektiv genau dann, wenn Ker(F) = {0y };
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(c) F ist surjektiv genau dann, wenn Im(F) =W .

Beweis. (a) Zuerst bemerken wir, dass Ker(F) # ), weil F(0y) = Oy (sehen Sie
Bemerkung 5.1.1). Es seien v,v" € Ker(F) und A € K. Wir miissen beweisen, dass
v+v" € Ker(F) und \v € Ker(F). Das ist eine Folgerung aus der Linearitdt von F;
in der Tat

Flo4+v)=F@)+ F@{') =0y +0y =0y und F(\v)=AF(v) = A0y = Oy .

Um zu beweisen, dass Im(F') ein Untervektorraum von W ist, bemerken wir zuerst,
dass Im(F) # 0 (weil Oy = F(0y) € Im(F)). Es seien w,w’ € Im(F) und X € K.
Nach Definition von Im(F'), existieren v,v’ € V, sodass F(v) = w und F(v') = w'.
Wir haben

w+w =Fw)+ FW')=Fw+v) und Mw=MF(v)=F(\v),

also ist Im(F") ein Untervektorraum von W.

(b) Wir haben schon bemerkt, dass F'(0y) = Oy. Also, wenn F injektiv
ist, dann Ker(F) = {0y }. Umgekehrt, es sei Ker(F) = {Oy} und v,v" € V mit
F(v) = F(v"). Wir miissen beweisen, dass v = v'. Bemerken wir, dass F(v —v') =
F(v) — F(v') = Ow, also v — v’ € Ker(F) = {0y} und v = .

(c) ist klar. O

Bemerkung 5.1.2
Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum, mit dimg (V) = n und {vy,...,v,}
eine Basis. Nach Linearitdt von F' folgt, dass

Im(F) = spang{F(v1),..., F(v,)}.

Definition 5.1.4
Es sei F' € Homg(V, W). Dann nennen wir die Dimension von Im(F#") den Rang der
Abbildung F' und bezeichnen den Rang von F' mit r(F).

Der folgende Satz ist sehr wichtig:

Satz 5.1.5
Es seien VW zwei K-Vektorraume und F € Homg(V,W). Nehmen wir an, dass
dimg (V) < co. Dann gilt

dimg (Ker(F)) 4+ r(F') = dimg(V) .

Beweis. Da Ker(F') ein Untervektorraum von V' ist, und da dimg(V) =: n < oo,
Korollar 3.2.11 impliziert, dass dim(Ker(F)) =: s < n. Es sei {ej,...,es} eine
Basis von Ker(F'). Nach Proposition 3.2.10 existieren Vektoren vs,q,...,v, € V|
sodass {e1,...,€s,VUst1,...,0,} eine Basis von V ist (Basiserganzung). Es geniigt zu
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beweisen, dass { F(vs11), ..., F(v,)} eine Basis von Im(F’) ist, weil diese Behauptung
impliziert, dass r(F') = dimg(Im(F)) = n — s = dimg (V) — dimg (Ker(F)).

Essei w € Im(F), also existiert v € V sodass F'(v) = w. Esseien ky, ..., ks, ksy1, - .-

die Koordinaten von v beztiglich der Basis {eq, ..., es, vsy1,...,v,}. Wir haben
w = F(kiey + -+ kses + ksi1vs11 + - + kpvn) = ks 1 F(vsy1) + -+ + knF'(vy).

Also ist {F(vsy1),. .., F(v,)} ein Erzeugendensystem von Im(F). Wir sollen noch
beweisen, dass F'(vsy1), ..., F(v,) linear unabhéngig sind.
Nehmen wir die Linearkombination

asi1 F(vsi1) + -+ anF(v,) = Oy,
wobei o; € K fiir alle i = s+ 1,...,n. Wir haben
F(og41vs11 + -+ + o) = Oy,
also agy1vs41 + -+ + v, € Ker(F). Es seien ag, ..., as € K mit
Qg1 1Vgp1 T+ + QU = 011 + -+ - + €5,

oder, aquivalent gesagt,

Qs1Vs1 F -0+ QpUy — g€ — -+ — a6 = Oy .
Weil die Vektoren ey, ..., es, vs11,...,v, linear unabhéngig sind, erhalten wir a; = 0
fir alle ¢ = 1,...,n und, insbesondere, as11 = - - - = o, = 0. Wir kénnen schlielen,

dass F'(vsy1),- ., F(v,) linear unabhéngig sind.
[

Bemerkung 5.1.3
Bemerken Sie, dass W unendliche Dimensionen haben kénnte und auch in diesem
Fall erhalten wir r(F') < oo.

Folgendes Korollar gibt uns eine einfache Methode um zu wissen, wann eine
lineare Abbildung ein Isomorphismus ist.

Korollar 5.1.6
Es seien V,W zwei K-Vektorraume mit dimg(V) = dimg(W) =: n < oo, und
F € Homg(V,W). Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

1. Ker(F) ={0v};
2. Im(F) =W;

3. F ist ein Isomorphismus.
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Beweis. Nach Satz 5.1.5 haben wir, dass dimg (Ker(F)) =0 <= r(F) =n. Jetzt
bemerken wir, dass dimg(Ker(F)) =0 <= Ker(F) = {0y}, und dimg(Im(F)) =
r(F)=n <= Im(F) =W, und die Aquivalenz zwischen 1. und 2. bewiesen wird.
Die Aquivalenz zwischen 1. (oder 2.) und 3. ist leicht zu beweisen. O

Vorlesung 20 - 12.01.2017

Definition 5.1.5
Gibt es einen Isomorphismus zwischen zwei K-Vektorraumen V' und W, so heiflen
die Vektorrdume (zueinander) isomorph. Wir schreiben V ~ W.

Bemerkung 5.1.4
Die Isomorphie “~” zwischen Vektorrdumen ist eine Aquivalenzrelation:

(1) ~ ist refleziv: V ~V,;

(2) ~ ist symmetrisch: Wenn V ~ W, dann W ~ V;

(3) ~ ist transitiv: Wenn V ~ W und W ~ U, dann V ~ U.
Der Beweis ist eine Ubung.

Folgender Satz sagt uns, dass bis auf Isomorphie es nur einen n-dimensionalen
K-Vektorraum gibt.

Satz 5.1.7
Es seien V,W zwei endlichdimensionale K-Vektorraume. Dann gilt V ~ W genau

dann, wenn dimg (V') = dimg(W).

Beweis. Zuerst nehmen wir an, dass V ~ W. Sei F': V — W der Isomorphismus
zwischen V und W. Weil dim(Ker(F')) = 0, impliziert Satz 5.1.5, dass r(F) =
dimg (V). Weil F' surjektiv ist, dann r(F) = dimg(W).

Umgekehrt, sei dimg(V) = dimg(W) = n. Es seien {v,...,v,} eine Basis
von V und {wy,...,w,} eine Basis von W, und F' die Abbildung mit F(v;) = w;
fir alle i = 1,...,n (sehen Sie Satz 5.1.3). Weil {wy,...,w,} C Im(F), dann W =
spang{wy, ..., w,} € Im(F) C W, also ist Im(F) = W und F surjektiv. Nach Satz
5.1.5 erhalten wir, dass dimg (Ker(F')) = dimg (V) —r(F) = dimg (V) — dimg(W) =
0, und F' ist auch injektiv. Wir konnen schlieflen, dass F' ein Isomorphismus ist. [
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5.2 Lineare Abbildungen und dazugehoérige Matrizen

Seien V, W zwei endlichdimensionale K-Vektorrdume, v = {vy,...,v,} eine
Basis von V und w = {wy, ..., w,,} eine Basis von W. Fiir jeden Homomorphismus
F € Homg (V, W) definieren wir eine m x n-Matrix, bezeichnet mit Ay (F'), die von
F,v und w abhangt. Fiir jedes i = 1,...,n definieren wir die Skalare ay;, ..., amn; €
K als die Koordinaten von F'(v;) beztiglich der Basis w, also

F(v;) = ajwy + agiws + - -+ 4 AWy, -

Die Matrix Ay (F) ist definiert als

aixy a2 - Qip
a21 Q22 -+ Q2p

Awy(F):=| . U | € Mun(K).
Am1 Am2 *°° Amn

Wir haben schon bemerkt, dass gegeben eine Basis v von V', eine Lineare Abbildung
F:V — W von den Bilden F(v;) der Basis v eindeutig bestimmt ist (sehen Sie Satz
5.1.3). Also geniigt die Matrix Ay (F'), um das Bild F(v) eines beliebigen Vektors
in v € V zu bestimmen. Explizit haben wir

Proposition 5.2.1

Es seien V,W zwei endlichdimensionale K- Vektorraume, v = {vq,...,v,} eine Ba-
sis von V und w = {wy, ..., wy,} eine Basis von W. Es sei F' € Homg(V,W) und
Aw v (F) die dazugehorige Matriz. Gegeben ein beliebiger Vektor v € V' mit Koordi-
naten x1,...,x, € K beziiglich der Basis v, also v = xiv1 + - - + x,v,, die Koordi-
naten Yy, . .., Ym von F(v) beziglich der Basis w, also F(v) = yiwy + + -+ + YW,
sind gegeben durch folgende Formel:

W T
x

y.2 = AW,V(F) ’

Ym Ln

Beweis. Weil F' linear ist, haben wir

Fv) = F(zv 4+ 20+ -+ x,0,) = 21 F(v1) + 22 F (va) + - -+ + 2, F (v,) =
= x1(apwi + anws + - -+ + AW )+
+xa(ar12wr + Axws + - -+ + ApoWy,) + - - -
st T (a1wy F Ggwa + - A A Wi,) =

= (Z?:l au%) wy + (Z?:l a2z‘xi> wo + - -+ (Z?zl amixi> Wy, -
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Also erhalten wir genau, dass

n

Y1 Zizl Q13T ay; Q12 - Aip T1
n

Y2 Zizl Q2T Q21 Q22 -+ A2y T2
n

Ym Zi:l AmiL; Am1 Qm2 - Amp Tn

]

Gegeben zwei K-Vektorraume V und W, dann hat die Menge aller Homo-
morphismen Homg (V, W) eine natiirliche Struktur eines Vektorraumes. In der Tat
sind die Addition und Skalarmultiplikation punktweise definiert: Fiir jede F,G €
Homg (V, W), ist F' + G definiert als

(F+G)(v) = F(v)+G(v), firale veV
und fiir jedes A € K,
(AF)(v) := AF(v), furalle velV.
Es ist leicht zu beweisen, dass F' + G und AF zu Homg(V, W) gehoren, fir jede

F,G € Homg(V,W) und A € K und dass Homg(V, W), mit obigen Operationen,
eine Struktur eines Vektorraumes hat.

Satz 5.2.2
Es seien V,W zwei endlichdimensionale K- Vektorraume, v = {vq,...,v,} eine Ba-
sis von V und w = {wy, ..., wy,} eine Basis von W. Die Abbildung

Ayv: Homg (VW) — M, (K)
F = Agy(F)

ist ein Isomorphismus. Insbesondere,
dimg (Homg (V, W)) = mn. (5.2.1)
Beweis. Wir beweisen, dass
(i) Awy ist linear;
(ii) Wir finden eine Abbildung Ly v : M, ,,(K) — Homg (V, W), sodass
LyyoAwyv = lhomg(vyw) und Ay v 0 Ly v = 1a,,.(x); also ist Ay, bijektiv

und deshalb ein Isomorphismus. (Bemerken Sie, dass nach Proposition 5.1.1
die Inverse (Aw.y) ™' = Ly auch linear ist.)
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Die letzte Behauptung (Gleichung (5.2.1)) ist dann eine Folgerung des Satzes 5.1.7.

(i) Es seien F,G € Homg(V,W), A := Ay (F) und B := Ay (G). Wir
sollen beweisen, dass Ay (F + G) = A+ B und Ay (AF) = MA, fir beliebige
F,G € Homg(V,W) und A € K. Es seien aj; und b;; die Koeffizienten von A und
B, wobei j=1,...,mund i =1,...,n. Also F(v;) = aj;w; + ag;wz + -+ + Qi
und G(v;) = byywy + byjwg + -+ + bpywy,, fur i = 1,...,n. Dann (F + G)(v;) =
F(v;) + G(v;) = (a1; + by)wr + « -+ + (@i + byni) Wi, und wir erhalten

a1 +bu 0 ap, + by

as1 + b cee Qgn T+ boy
Aww(F+a)=| 27 m T AL B

aml"'bml &mn+bmn

Ahnlich kann man beweisen, dass Ay v(AF) = AA fiir alle \ € K.
(ii) Es sei A € M,,,(K) mit Zeilen Z,, ..., Z,,, betrachtet als Zeilenvektoren
in K* = M;,,(K). Definieren wir Ly (A) =: F4 als die Abbildung

Fa(zivr + -+ + 2,0,) = (Z1xX)w1 + -+ + (ZX) Wy

wobei x der Spaltenvektor (z;...x,)" ist. Nach Proposition 5.2.1 haben wir, dass
Awv(Fa) = A oder, dquivalent gesagt, dass Ay © Lwyv = 1as,,(x)- Ahnlich haben
wir, dass L,y 0 Awv(F) = I oder, dquivalent gesagt, dass Lwv 0 Awv = Lhomg (v,w)-

O

Vorlesung 21 - 16.01.2017

Bemerkung 5.2.1

Im Beweis des Satzes 5.2.2 haben wir bewiesen, dass gegeben endlichdimensionale
K-Vektorraume V, W bzw. mit Basen v = {vy,...,v,} und w = {wy, ..., w,}, und
gegeben eine Matrix A € M,, ,(K), es genau eine lineare Abbildung Fs: V — W
gibt, sodass die dazugehorige Matrix (beztiglich der Basen v und w) genau A ist.
Wir nennen Fj die lineare Abbildung assoziiert zur Matriz A. Per definitionem
haben wir, dass

Fa(rivy + - 4+ 20,) = 1wy + -+ + YW

wobei y = Ax und y = (y1 ... Yp)? und x = (21 ... 2,)7.

Beispiel 5.2.1
Es seien V = R3 und W = R? bzw. mit kanonischen Basen e = {e, e, e3} (also
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= (1,0,
=(0,1)
F(e1) = (2,5) =2f1 +5f2, F(ea) =(1,—1) = f1 — fo, und Flez) = (0,4) = 4fs.

(Bemerken Sie, dass F'(e1), F(ey) und F(e3) das Bild F(v), fiir alle v € R3, definieren!
Sehen Sie Satz 5.1.3.) Also erhalten wir

in=(2 11

Wir moéchten bemerken, dass die Matrix Age(F') von den Basen von V und W
abhangt! Zum Beispiel, es sei f' = {f], f3}, wobei f| = (2,5) und f; = (1,—1). Wir
sollen zuerst beweisen, dass f’ eine Basis von R? ist. Da R? Dimension 2 hat, geniigt
es zu beweisen, dass f| und f} linear unabhéngig sind. Es sei

a(2,5) + B(1,—1) = (0,0)

0,0),e2 = (0,1,0) und ez = (0,0,1)) und f = {f1, fo} (also f1 = (1,0) und
1)). Deﬁnleren wir die lineare Abbildung F': R®* — R?, sodass

eine Null-Linearkombination. Das System

20+ =0
ba— =0
. .. . - . 2 1.
hat nur die triviale Losung («, 5) = (0,0), weil die Matrix B = 5o ) i

vertierbar ist (Sehen Sie Bemerkung 2.2.2 und Satz 4.2.5, und bemerken Sie, dass
det(B) = =7 #0). Also sind f] und f} linear unabhangig.
Weil (0,4) = 2(2,5) — 2(1,—1) = 2 f{ — £ 3, erhalten wir

10
Af’,e(F) - (

8
01 -8

IS

) 7é Af,e(F>‘

Proposition 5.2.3

Es seien U, V.W drei endlichdimensionale K-Vektorrdume bzw. mit Basen u =
{ur, ... ust, v.=A{v,...,v} und w = {wy,...,w,}. FEs seien G: U — V und
F:V — W zwei lineare Abbildungen, und F'o G: U — W ihre Verkniipfung. Dann
erfillen die dazugehorigen Matrizen Ay w(G) € M, s(K), Awv(F) € My, (K) und
Awu(F oG) e M, (K) die Gleichung

Ay u(F oG) = Ay y(F)Avu(G).

Beweis. Es sei u = zju; + -+ + zsus ein beliebiger Vektor in U. Dann G(u) =
T101 + ++ + TpUy, wobei x = (21 ... 2,)T = Avu(G)(21 ... 20)T = Ay u(G)z. Wir
haben auch (F o G)(u) = F(G(u)) = yywy + - - - + YW, Wobei

Y= ym) = Ay u(F o G)z.
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Also
Yy =Awv(F)x = Awv(F)Avu(G)z,

und die Behauptung folgt, weil u ein beliebiger Vektor in U ist. [
Es sei V =W, also Homg(V, V) = Endg (V). Wir haben folgendes

Korollar 5.2.4
Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, v = {vy,...,v,} eine Basis von

V und F € Endg(V). Dann
1. F =1y genau dann, wenn Ay (F) = I,;

2. F ist invertierbar (also F € GLg(V')) genau dann, wenn Ay (F) invertierbar
ist (also Ay v(F) € GL,(K)). Falls F € GLg(V), dann

Beweis. 1. Falls F' = 1y, dann natiirlich A, (F) = [,. In der anderen Richtung
geniigt es zu bemerken, dass falls Ay (F) = I, also falls F(v;) = v; fir alle ¢ =
1,...,n,dann F(v) = v fur alle v € V.

2. Nehmen wir an, dass F' € GLg(V'). Mit der Hilfe von 1. und Proposition
5.2.3 haben wir, dass

L=A, (1y) = Ay (Fo F 1) = A, J(F)A, (F7Y).

Also Ayy(F) € GL,(K) und Ay (F™1) = (Ayy(F))™' (Sehen Sie Bemerkung
41.2.51).

Umgekehrt nehmen wir an, dass Ay (F) € GLg(V). Es sei B € GL,,(K) mit
Avyv(F)B = I,. Essei Fg € Endg(V) die dazugehorige lineare Abbildung, also
Fp = Lyy(B) und B = A,y(Lyv(B)) (Sehen Sie den Beweis des Satzes 5.2.2).
Nach Proposition 5.2.3 erhalten wir, dass

Avy(FoLyy(B)) = Avy(F)Ayv(Lyy(B)) = I,

und nach 1. haben wir, dass F o Ly (B) = 1y, also ist F' surjektiv. Nach Korollar
5.1.6 konnen wir schlielen, dass F' bijektiv ist. ]

Fragen und Vertiefungen 5.2.1

Im Abschnitt 2.2.2 haben wir eine Verbindung zwischen (linearen) Abbildungen und
Matrizen schon gesehen. Es sei V' = M,,(R) mit der kanonischen Basis A eingefiihrt
in Beispiel 3.2.6. Gegeben A € M, (R), es sei L4: M, (R) — M, (R). Ist L, linear?
Was ist Aa a(L4)? Konnen Sie Korollar 5.2.4 benutzen, um zu beweisen, dass £4
invertierbar ist, genau dann, wenn A invertierbar ist? (Sehen Sie auch Proposition
2.2.2)
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Definition 5.2.1
Es seien v, w zwei Basen des endlichdimensionalen Vektorraums V. Die Matrix
Ay v(1y) heilt die Basiswechselmatriz von v nach w.

Also, per definitionem, sind die Eintrdge der j-ten Spalte die Koordinaten
von v; beziiglich der Basis w = {wy,...,w,}, fur jedes j = 1,...,n, wobei v =
{v1,...,v,}. Bemerken wir, dass gegeben v € V', haben wir

V=201 F ..+ 20, = 1y (V) = yrwy + .. F Ypwy,
und nach Proposition 5.2.1 erhalten wir

y = Awv(1y)x,

wobei y = (y1...y,)" und x = (z1...x,)". Also erlaubt uns die Matrix Ay, (1yv)
die Koordinaten von v beziiglich der Basis w von den Koordinaten von v beziiglich
der Basis v zu erhalten.

Auflerdem impliziert Proposition 5.2.3 und Korollar 5.2.4, dass

In - Av,v(]-V) - Av,w<1V)Aw,v(1V) .
Die obige Gleichung beweist folgendes:

Lemma 5.2.5
Gegeben zwei Basen v und w eines endlichdimensionalen Vektorraums V', dann ist
die Basiswechselmatriz Aw (1y) von v nach w invertierbar und

(AW,V(lv))_l = AV,W<1V) :

Vorlesung 22 - 19.01.2017
Es seien vy, ..., v, Vektoren in V, a;; € K Skalare definiert durch
v = ajlwy + ag Wy + - -+ + apiWy,
Up = G1pW1 + Q2,Wo + ++ - + Qpp Wy,

und A € M, (K) die Matrix

ai;p ... QAip
ao21 ... Q9pn
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Formell kénnen wir schreiben

=A"| (5.2.2)

Falls {v1,...,v,} eine Basis von V ist, ist die Matrix A genau Ay (1y). AuBlerdem
ist A in diesem Fall invertierbar (Lemma 5.2.5). Umgekehrt haben wir, dass

Lemma 5.2.6
FEs sei A eine invertierbare Matriz und vy, ..., v, Vektoren definiert durch (5.2.2).
Dann ist {vq,...,v,} eine Basis von V.

Beweis. Weil A invertierbar ist, ist AT auch invertierbar, und formell kénnen wir
schreiben
w1 U1

=ANDT . (5.2.3)

Wn, Un

Also {wy, ..., w,} Cspang{vy,...,v,} und deshalb

spang{wy, ..., w,} C spang{vy,...,v,} (Sehen Sie Fragen und Vertiefungen 3.2.2).
Weil {wy, ..., w,} eine Basis von V ist, folgt es, dass spang{vy,...,v,} = V. Jetzt
geniigt es zu bemerken, dass ein Erzeugendensystem mit n = dim(V') Elementen
eine Basis ist. (Wenn nicht, dann kénnten wir eine Untermenge I = {iy,...,ix} C
{1,...,n} finden, mit k& < n, und Vektoren v,,,...,v;,, sodass spang{v,,...,v; } =
V und v;,, ..., v; linear unabhéingig sind. In diesem Fall héitten wir einen Wider-
spruch, weil dim(V) = k < n wére. Vergleichen Sie mit dem Beweis des Satzes
3.2.5.) O

Eine wichtige Auswirkung des Lemmas 5.2.5 und 5.2.6 ist folgendes:

Korollar 5.2.7

Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, v eine Basis von V und B die
Menge aller Basen von'V. Es seiv = (vy...v,)" der “Spaltenvektor” der Elemente
der Basis v. Dann

B={Muv|M e GL,(K)}.

Beweis. Mit Lemma 5.2.5 konnen wir die Inklusion “C” beweisen: Gegeben eine
Basis w, dann ist die Matrix M genau A, (1y)”. Lemma 5.2.6 beweist die andere
Inklusion “2”. O

Fragen und Vertiefungen 5.2.2
Es sei V' ein K-Vektorraum, wobei K entweder Q, R oder C ist, mit dimg (V) =n >
0. Was ist die Kardinalitidt von B?
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Lineare Abbildungen von K" nach K™

Es seien V' = K" und W = K™ mit kanonischen Basen e = {ey,...,e,} und
f={fi,..., fm}. Jede Matrix B € M,, ,(K) definiert die lineare Abbildung
Fp(x) = Bx (5.2.4)

wobei wir die Vektoren in K" (bzw. in K™) mit der Menge der Spaltenvektoren
M, 1(K) (bzw. M,,1(K)) identifiziert haben.

Es ist leicht zu beweisen, dass A¢e(Fp) = B. Dies ist eine Folgerung aus der
folgenden Tatsache:

FB(ei) = Bei = SZ', (525)
wobei S; die i-te Spalte von B ist. Bemerken Sie, dass falls e und f keine kanonischen
Basen von K" und K™ sind, dann A¢ o(F) # B!

Nach (5.2.5) erhalten wir

r(Fp) = dimg(Im(Fp)) = dimg(spang{Fp(e1),...,Fple,)}) =
= dimg (spang{Si,...,5}) = r(B) = r(Ase(Fp)).

Wir bemerken, dass die Koordinaten des Vektors Bx homogene Polynome ersten
Grades in zy, ..., x, sind.
Umgekehrt, gegeben m homogene Polynome ersten Grades
Fi(xy,...,zn), ..., Fp(xy, ..., 2,), ist die Abbildung
F: K" — K™
F(zy,...,2,) = (Fi(z1,. .., x0), - Fp(xy, ... 1))
eine lineare Abbildung.

Beispiel 5.2.2
Es sei

12 0
B= ( 3 4 1 ) € My 3(R),
dann ist die lineare Abbildung F: R®* — R?, definiert wie oben, gegeben durch
FB(Jfl, I2,1E3) = (ZEl + 2.1‘2, 31’1 + 41’2 — l‘g) .

Wir bemerken noch einmal, dass B = A¢ o(F5), wobei e = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
und f = {(1,0), (0,1)} die kanonischen Basen bzw. von R?® und R? sind.
Umgekehrt, sei F: R? — R? die Abbildung definiert als

F(z1,x9,23) = (221 + 629 — X3, T2, L9 — T3) .
Dann ist F' linear und F = Fp, wobei

2 6 —1
B — O 1 0 c M&g(R).
01 —1
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Der Satz von Kronecker-Rouché-Capelli

In Aufgabe 4.4 haben Sie schon den Satz von Kronecker-Rouché-Capelli be-
wiesen. Wir erinnern uns daran, dass der Satz uns sagt, dass gegeben eine Matrix
A e M, ,(K)

ay ... Qip
A= : : ;
A1 -+ Omn
ein Spaltenvektor b = (b ...b,,)" und Unbekannte x = (zy,...,z,)’, das lineare
Gleichungssystem
Ax=Db (5.2.6)

eine Losung hat genau dann, wenn r(A) = r(A|b), wobei (A|b) die augmentierte
Matrix ist, also
ay; ... Qip bl
(Alb) =
Am1 .- Amn bm

In diesem Fall sagt uns der Satz, dass das System (5.2.6) oo™ ") Lésungen hat.

Jetzt konnen wir einen zweiten Beweis dieses Satzes geben.

Es sei Fiy: K" — K™ die lineare Abbildung definiert in (5.2.4). Wir bemerken,
dass das System (5.2.6) eine Losung hat genau dann, wenn b € Im(F4). Wir haben
schon bemerkt, dass Im(F4) = spang{Fg(e1),...,Fp(en)} = spang{Si,...,Su}.
Also kénnen wir schlieffen, dass

b e Im(Fy) < r(A) =r(Alb).

(Warum ist die obige Aquivalenz wahr?) Wir mochten jetzt beweisen, dass falls
b € Im(F,), das System (5.2.6) co” ") Losungen hat.

Wir erinnern uns daran, dass ein lineares Gleichungssystem oco® Losungen hat
genau dann, wenn die Menge der Losungen von s unabhéngigen Parametern abhangt
(Sehen Sie Abschnitt 1.3.1, insbesondere (1.3.5)).

(i) Zuerst bemerken wir, dass nach Proposition 1.3.2, ein lineares Gleichungssys-
tem (das Losungen besitzt) oco® Losungen hat genau dann, wenn das dazuge-
horige homogene lineare Gleichungssystem

Ax =0 (5.2.7)

oo® Losungen hat. In diesem Fall ist die Menge der Losungen von (5.2.7) der
Gestalt

20 = {(Pl(tl,...7t5),...,Pn(t1,...,t5>), tl,...,ts GK}CKn,

wobei P, ..., P, homogene Polynome ersten Grades sind.
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Vorlesung 23 - 23.01.2017

(ii) Wir bemerken, dass diese Menge ein Untervektorraum von K" ist: ¥ ist genau
der Kern von F4! Auflerdem ist dim(X) = s. In der Tat seien

P1<t1,...,ts) :Oéutl—i‘()élgtg—i‘"'—i‘()élsts

Pn(tl,'. cots) = amty + angt; + o et
fir oy; € K. Dann
Yo={ti(a11,. .., an1)+ta(1, ..., pa)+- - Fts(rs, ..., Qns)y t1,...,ts € K},
also

Yo =spang{a; = (11, .-, Qn1)y oy s = (Q1gy - oo, Q) } -

Die Unabhéangigkeit dieser Vektoren ist eine Folgerung aus der Tatsache, dass
t1,...,ts unabhéngige Parameter sind (Priifen Sie nach!). Also dim(%g) = s.

(iii) Nach Satz 5.1.5 kénnen wir schliefien, dass

s = dim(Xy) = dim(Ker(Fy4)) =n —r(Fa) =n—r(A).

Ubung. Es sei V ein Vektorraum und e = {e1, €2,€e3} eine Basis von V.
Es seien v = {v1,v9,v3} und w = {wy, w, w3} zwei Teilmengen von V', wobei die
Koordinaten von vy beziiglich der Basis e sind (1,1, 0). Wir schreiben v; = e(1, 1, 0).
Dann vy = e(2,1,1), v3 = €(0,—-2,1), w; = e(—1,0,1), wy = e(1,—2,—3) und
ws = e(1,1,1). Beweisen Sie, dass v und w Basen von V' sind, und berechnen Sie

AW7V(1\/) und Av,w(]-\/)-



