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2.1 Matrizen: Definitionen und Operationen

Definition 2.1.1

e Es seien m,n € N natiirliche Zahlen. Dann heifit das “rechteckige Schema”

aipr Q2 - dip
Gz1 Q22 -+ QA2
A= T " (2.1.1)
Am1 Gm2 - Amnp
eine m x n-Matrix. Hier ist a;; € Rfirallei=1,...,mund j =1,...,n (d.h. dass

A eine Matrix mit reellen Koeffizienten ist). Diese m x n Zahlen heilen die Eintrdige
der Matrix. Bezeichnet a;; das Element in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte.

e Die Menge aller m x n-Matrizen wird durch M,, ,(R) bezeichnet sein. Man
schreibt daftir

A = (aij)i<i<m,
125<n

oder kurz

A = (ay),
wenn die Laufbereiche der Indizes klar sind. Das Paar (m,n) wird der Typ der
Matrix genannt.

e Die Indizes ¢ und j geben die i-te Zeile und j-te Spalte an. Genauer

gesagt, ist die erste Zeile von A gegeben durch (aj1, a2, ..., a1,), die zweite durch
(ag1, asg, ..., a,), ..., die m-te durch (an1,aia, ..., an,). Ganz analog ist die j-te
Spalte von A gegeben durch

Q1

A2,

Qmyj
fir alle j =1,...,n.

e Fine 1 x n-Matrix
(al,aQ,...,an)

wird n-dimensionaler Zeilenvektor genannt. Analog wird eine m x 1-Matrix

by

ba

b,

m-dimensionaler Spaltvektor genannt.
e Eine Matrix mit n Zeilen und n Spalten wird quadratische Matrixz genannt.
Oft werden wir die Menge aller n x n-Matrizen mit M, (R) bezeichnen.
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1 -2 2
A:
V3§ 2

ist eine 2 x 3-Matrix mit reellen Eintrdagen, also A € My 3(R).
Thre zwei Zeilen sind gegeben durch

(1 -2 2) wd (V3 % 2)

und ihre drei Spalten durch

L) ()

Das Element in der 2-ten Zeile und 1-ten Spalte ist v/3.

Beispiel 2.1.1
Die Matrix

[\ Wit
\_/

2.1.1 Matrizenaddition

Definition 2.1.2

Es seien A = (a;;) und B = (bpg) zwei Matrizen. Dann konnen wir A und B
addieren, wenn sie vom selben Typ sind. Also, es sei A des Typs (m,n) und B
des Typs (p, q), dann kénnen wir A und B addieren genau dann, wenn m = p und
n = ¢. In diesem Fall ist A + B gegeben durch

A+ B= (aij + bij)lgigm

1<j<n

4 2 4 0
a= (3 ) wam=(F 4 0)

Dann konnen wir A und B nicht addieren, weil A des Typs (2,2) ist (also A €
M(R)) und B des Typs (2, 3).
Die Matrizen

2 m™ =2 2 4 0
(10 3) (A0
kénnen addiert werden (ihr Typ ist in beiden Féllen (2, 3)) und ihre Summe gegeben
durch

Beispiel 2.1.2
Es seien

Wi DN

4 4+7 =2
c+3_<185 - ﬁ>
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Es sei (R, 4) die Menge aller reellen Zahlen mit Operation + (Addition). Also,
ist + eine Abbildung
+:RxR —- R

(a,b) — a+bd

mit folgenden Eigenschaften:

1. Assoziativitat: Fir alle a,b und ¢ € R gilt

a+(b+c)=(a+0b)+ec

2. Kommutativitdt: Fir alle a,b € R gilt

a+b=b+a

3. Existenz des neutralen Elements: Das Element 0 € R erfullt
a+0=0+a=a
fir alle ¢ € R.

4. FExistenz des inversen Elements : Fir alle a € R, gibt es ein Element b € R,
sodass

a+b=b+a=0.

Dieses Element ist natiirlich gegeben durch —a.

Jetzt nehmen wir die Addition +, betrachtet als Operation zwischen Matrizen des-
selben Typs:
+: My n(R) X My n(R) = M, (R)

Wir méchten dieselben Figenschaften der Operation 4+: RxR — R beweisen. Zuerst
brauchen wir zwei neue Konzepte.

Definition 2.1.3

e Fiir jedes Paar (m,n) heifit die Matrix O € M,, ,(R), deren Eintrége alle
gleich Null sind, die Nullmatriz (des Typs (m,n)).

e Fiir jede A = (a;;) € M, »n(R) heifit die Matrix —A := (—a;;) € M, (R)

das (additive) inverse Element.

Beispiel 2.1.3
Es sei

= DN
<
gl|
N DN
N——
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Dann

und

C+P®:<

= DN

T =2 n -2 -7 2 (000
0 V2 -1 0 —=v2) {000/
Von der Definition der Matrizenaddition kann man leicht die folgende Propo-

sition nachpriifen.

Proposition 2.1.1
Es sei (M, (R),+) die Menge aller reellen Matrizen des Typs (m,n) mit
Matrizenaddition

+: My n(R) X My, (R) — M, (R)
(A, B) — A+ B.
Dann erfillt das Paar (M, ,(R),+) folgenden Eigenschaften:
1. Assoziativitit: Fir alle A, B und C' € M, ,(R) gilt

A+ (B+C)=(A+B)+C.

2. Kommutativitat: Fir alle A, B € M, ,(R) gilt

A+B=B+A

3. Existenz des neutralen Elements: Das Element O € My, ,(R) erfillt

A+0=0+A=A
fir alle A € M, ,(R).

4. Ezistenz des inversen Elements: Fir alle A € M,,,(R) gibt es ein Element
B € M, ,,(R), sodass

A+B=B+A=0.
Dieses Element ist gegeben durch —A.

Fragen und Vertiefungen 2.1.1

Wir haben Matrizen mit reellen Koeflizienten definiert, d.h. Matrizen A = (a; )
mit ¢ € R fiir alle 7 und j. Im Prinzip kann man auch Matrizen mit anderen
Koeffizienten definieren. Zum Beispiel sei K entweder die Menge N oder Ny, oder Z
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oder Q. Es sei M,, ,(K) die Menge aller Matrizen mit Koeffizienten in K. Natirlich
gilt
Mm,n(N) G Mm,n(NO) G Mm,n(Z) G Mm,n((@) G Mm,n(R)'

Zum Beispiel

a= (5 3)emm. p=( 5 2) €n@ a ¢ 0w

[\

T 2

C = ( ; ) € My(Q), D= ( 3 4 ) € My(R) (und ¢ M>(Q))

SIS

Fiir solche Mengen kann man die Addition + definieren.

e Fiir welche K erfiillt (M,,(K),+) die vier Eigenschaften in Proposition 2.1.17
Fir jede K, beschreiben Sie welche Eigenschaften von Proposition 2.1.1 erfiillt
werden und welche nicht.

2.1.2 Skalarmultiplikation

Jetzt wollen wir eine andere Operation definieren, die einen Skalar k (d.h.
k € R) und eine Matrix einbezieht.

Definition 2.1.4
Die Skalarmultiplikation ist eine Operation

R X My n(R) — Mpyn(R)
(k, A) — kA

wobei die Matrix kA gegeben ist durch (ka;;) furallei=1,...,mund j=1,...,n.

Hier a;;, firi=1,...,m und j = 1,...,n, bezeichnen die Koeffizienten der Matrix

A.

Beispiel 2.1.4
A= (

Vorlesung 4 - 31.10.2016

-1 2 0 -3 6 0
% 17T> dann 3A—<2 337T>

Wir haben folgende

Proposition 2.1.2
Die Skalarmultiplikation erfillt folgende Eigenschaften:
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5. (h+k)A=hA+ kA  fir alle h,k € R und A € M, ,(R);
6. (A+B)=hA+hB firalleh € R und A, B € M,, ,(R);
7. hkA = h(kA)  fir alle h,k € R und A € M,,,(R);

8. 1A=A fir alle A€ M, (R).

Beweis. Ubung. O

2.1.3 Matrizenmultiplikation

Es sei
A:(al as --- an)
ein n-dimensionaler Zeilenvektor, und
b
P
b,

ein n-dimensionaler Spaltvektor. Das Produkt dieser Matrizen ist die folgende Zahl:

b

by -
A~BI(CL1 as --- an). : ::a1b1+a2b2+"'anbnzzajbj'

: j=1

bn

Im Allgemeinen seien A € M,,,(R) und B € M, ,(R): also ist die Anzahl der
Spalten von A genau die Anzahl der Zeilen von B. Dann kénnen wir wie folgt eine
neue Matrix definieren, bezeichnet mit A - B (oder kiirzer AB), die in M, ,(R) ist.
Es seien A% die i-te Zeile von A, d.h. A® = (a;; az - a;,), und By die k-te
Spalte von B, d.h.

by

bnk

Wie wir oben erklirt haben, konnen wir A® mit B(xy multiplizieren und erhalten

Cip i = AD . Bry = aitbig + aigbog + - - - + ainbpr, = Z a;jbjr € R.
j=1
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Definition 2.1.5
Es seien A € M, ,(R) und B € M, ,(R). Dann ist A - B die Matrix in M,, ,(R)
definiert als

Beispiel 2.1.5
Es seien

1 2 3 1 0
A.—<4 5 6) und B.—(4 1).

Dann konnen wir A - B nicht definieren, weil A € M, 3(R) und B € M;5(R). Aber
B - A kann definiert werden, und es ist gegeben durch

1 2 3
B-A_<8 13 18>€M2,3(R).

Bemerkung 2.1.1

Das obige Beispiel sagt uns, dass wenn A - B definiert ist, kann B - A nicht definiert
sein.

Im Allgemeinen, wenn A € M,, ,,(R) und B € M, 4(R), dann
e A Bist definiert (und des Typs (m,s)), genau dann wenn n = r;
e B - Aist definiert (und des Typs (r,n)), genau dann wenn s = m;

e A-B und B - A sind definiert, genau dann wenn n = r und s = m. Aber im
Allgemeinen ist

A-B+B-All

2 3 10

0 1 2 3
A-B—(3 2) und B-A—(1 O)

Definition 2.1.6 « Das Kronecker-Delta (oder Kronecker-Symbol) ist das
mathematische Zeichen definiert als

1 fallsi=j
0ij = . .
0 fallse# 7.

Zum Beispiel, es seien A = < Lo ) und B = < 01 > Dann sind

Dabei konnen ¢ und j Elemente einer beliebigen Indexmenge I sein.
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e Die n x n- Einheitsmatriz I,, ist definiert als

10 0 --- 0
o1 0 --- 0
[n = (5ij)1§i§n = :
1<j<n
00 O 1

Zum Beispiel haben wir

1
]1:(]_), ]2:<é(1)> und 13(0

o = O

0

_ O O
\_/

Fortan wird das Produkt A - B mit AB bezeichnet.

Satz 2.1.3 (a) Es seien A, B € M, ,(R), C,D € M, ,(R) und k € R. Dann gilt
1. (A+ B)C = AC + BC}
2. A(C+ D)= AC+ AD;
3. A(kC) = k(AC) = (KA)C;
4. AL, = A, I,C =C.
FEigenschaften 1. und 2. heiffen Distributivgesetz.

(b) Es seien A € My, ,(R), B € M, ,(R) und C € M,,(R). Dann gilt
(AB)C = A(BC) . (2.1.2)
FEigenschaft (2.1.2) heifit Assoziativitit des Produkts.

Beweis. (a)
Es seien AW = (a; aip - asp) (bzw. BY = (b biy -+~ by,)) die i-te Zeile von
A (bzw. B), wobei i = 1,...,m, und

Cnk

die k-te Spalte von C, wobei k = 1,...,p. Das Element in der i-ten Zeile und
k-ten Spalte der Matrix (A + B)C' ist gegeben durch

(A+ B)(i)C(k) = (a1 + bi)c1g + (aio + bio)cog + - -+ + (Qin + bin)Cni
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und das Element in der i-ten Zeile und k-ten Spalte der Matrix AC + BC' ist
gegeben durch

A(i)C(k) + B(i)C(k) = (@p ik + QiCor + - - - AinCnk) + (birCir + biaCor + - - - binCnk),

also 1. folgt.
Der Beweis der Eigenschaften 2. und 3. ist eine Ubung.

4. Das Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix Al, ist gegeben
durch

AD (L) gy = an0+ -+ a;j—10 + agl + a0+ -+ + a0 = ay;.

Weil 7 und j beliebig sind, erhalten wir Al,, = A. Ahnlich kann man beweisen,
dass I,,C = C.

(b) Zuerst bemerken wir, dass AB € M,,,(R), also konnen wir die Matrizen
AB und C multiplizieren. Ahnlich ist BC' in M, .(R), also kénnen wir A mit
BC multiplizieren. Das Element in der i-ten Zeile und h-ten Spalte der Matrix
(AB)C ist gegeben durch

(AB)Cpy = (ADByy)ewn + (ADBg))ean + - - - + (A By )cpn
= (@irbin + aigbor + - - - + @inbp1)cin+
+(aibia + ainbas + - - - + Qinbpa)cop + - - - (2.1.3)
R (aﬂblp + CLinQp + -+ (lmbnp)cph =
= Yi<j<n Gijbjrcrn -
1<k<p

wobei (AB)® die i-te Zeile der Matrix AB ist.

Andererseits ist das Element in der i-ten Zeile und h-ten Spalte der Matrix
A(BC') gegeben durch

A(i)(BO)(h) = aﬂ(B(l)C(h)) + a/iQ(B(2)C(h)) + -+ CLm(B(")C(h))
= aj(biicip + biacop + - -+ + bipcpn) +
taia(barcin + bagcop + - + bapcpn) + - - (2.1.4)
R am(bnlclh + anCQh +---+ bnpcph) =
= Y1<j<n Qijbjrcrn -
1<k<p
Weil ¢ und h beliebig sind, nach (2.1.3) und (2.1.4) kénnen wir schlieBen, dass
(AB)C = A(BC).
O]

Bemerkung 2.1.2

Nach (2.1.2) folgt, dass das Produkt von mehreren Matrizen definiert werden kann.
Genauer gesagt, seien es A € M,,, ,(R), B € M, ,(R) und C € M, ((R). Dann

kénnen wir nach (2.1.2) die Matrix ABC € M, (R) entweder als A(BC) oder
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als (AB)C' definieren. Mit anderen Worten, (2.1.2) erlaubt uns, die Klammern zu
“vergessen”.

Gegeben Matrizen A;, i = 1,..., N, sodass A; mit A, ; multipliziert werden
kann fiir alle¢ =1,..., N — 1, das Produkt

A Ay Ay

definiert werden kann als, z.B. (...((A1A42)As---)Ax). Hier “zum Beispiel” be-
deutet, dass nach (2.1.2) die Ordnung der Multiplikation gewéhlt werden kann, weil
das Ergebnis dasselbe ist.

1.

Vorlesung 5 - 03.11.2016

2.1.4 Die Transponierte einer Matrix

Definition 2.1.7

Es sei A eine Matrix des Typs (m,n). Mit AT bezeichnen wir die Matrix des Typs
(n,m), die als Spaltenvektoren genau die Zeilenvektoren von A hat. Aquivalent
gesagt, es sei

aji; Qa2 - Qi
ag1 Qg2 -+ Q2pn
A == . . . 6 Mm,n(R)v
m1 Am2  *°° Omp
dann
@11 Q21 - Gml
Q12 Q22 -+ Am2
AT =1 7 | e My (R).
A1p A2 " Qmp

Die Matrix A" wird Transponierte der Matrix A genannt.

Beispiel 2.1.6

Es gilt
10 =5\ L2 08\ 01
o1 —3) —| Y 1! und 13) 183
5 —3
Proposition 2.1.4
Es sei A € M, ,(R). Dann (AT)T = A.
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Beweis. Es sei

ai; a2 -0 Qin
a a cee Qop
A — ,21 ,22 2 S Mm,n<R)>
m1 Gm2 - Amnp
dann
T
Al a1 - ama apn Q2 - Qip
I I R
A1p A2n - Amp Am1 Am2  *° Amp
m
Definition 2.1.8 « Eine quadratische Matrix A = (a;;) € M, (R) heifit
symmetrisch, falls
Q55 = Aj; fir alle ’L,j: 1,...,n. (215)
Also sind die Eintrage spiegelsymmetrisch beziiglich der Hauptdiagonale.
Mit anderen Worten, ist A symmetrisch genau dann, wenn
AT = A.
« Eine quadratische Matrix A = (a;;) € M, (R) heift
antisymmetrisch (oder schiefsymmetrisch), falls
Q5 = —aj; fur alle Z,] = 1,...,77,. (216)

Mit anderen Worten, ist A antisymmetrisch genau dann, wenn
AT = —A.

Bemerkung 2.1.3
Gleichung (2.1.6) impliziert, dass wenn A antisymmetrisch ist, dann a; = 0 fiir alle

1=1,...,n.

Beispiel 2.1.7
Die folgenden Matrizen sind symmetrisch

(23)

und die folgenden antisymmetrisch

0 2
-2 0

(G2 B ol N
D= N =
~JoI= Ut

N—
|

ot — O
| |
D= O =
O o= Ut
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Fragen und Vertiefungen 2.1.2
In Hausaufgabe 2 sollen Sie beweisen, dass gegeben A, B € M,, ,(R) und
C € M, ,(R), dann gilt

(A+ B =A"+B" uwnd (AC)" =CTAT.
Mit Hilfe von obigen Gleichungen, beantworten Sie folgende Fragen:

(i) Seien A und B symmetrische Matrizen, also A, B € M, (R).

o Ist A+ B symmetrisch? Wenn “Ja”, geben Sie einen Beweis. Wenn
“Nein” geben Sie ein Gegenbeispiel.

o Ist AB symmetrisch? Wenn “Ja”, geben Sie einen Beweis. Wenn “Nein”
finden Sie Bedingungen von A und B, sodass AB symmetrisch ist.

(ii) Seien A und B antisymmetrische Matrizen, also A, B € M,(R).

e Ist A+ B antisymmetrisch? Wenn “Ja”, geben Sie einen Beweis. Wenn
“Nein” geben Sie ein Gegenbeispiel.

e Ist AB antisymmetrisch? Wenn “Ja”, geben Sie einen Beweis. Wenn
“Nein” finden Sie ein Gegenbeispiel.

2.2 Invertierbare Matrizen

Definition 2.2.1
Es sei A eine quadratische Matrix A € M, (R). Dann sagen wir, dass A invertierbar
ist, wenn es eine Matrix B € M,(R) gibt, sodass

AB=BA=1,. (2.2.1)
Die Matrix B heif3t die Inverse der Matrix A.

Beispiel 2.2.1
Die Matrix I, ist invertierbar fiir alle n € N, mit Inverse gegeben durch I,,.

Satz 2.2.1
Es sei A € M,(R) eine invertierbare Matrixz. Dann gilt:

(a) Die Inverse von A ist eindeutig definiert, d. h. wenn By und By existieren, die
(2.2.1) erfillen, dann By = Bs.

Wir bezeichnen mit A= die Inverse von A.
(b) Die Matriz A=" ist auch invertierbar, und (A=)~ = A.

(c) Wenn Ay und Ay invertierbar sind, dann ist Ay Ay invertierbar und (A;Ay) ™' =
A7t ATL



28 KAPITEL 2. MATRIZEN

Beweis. (a) Es seien By, By € M,(R) die (2.2.1) erfillen. Dann gilt
By = By1l,, = Bi1(ABy) = (B1A)By = I,By = By,

wobei die obigen Gleichungen gelten aufgrund des Satzes 2.1.3.
(b) Wir sollen die Matrix B finden (B ist eindeutig definiert wegen (a)), sodass

A'B=BA'=1,.

Weil A1 die Inverse der Matrix A ist, haben wir A™'A = A71A = I, also B = A.
(c) Wir sollen die Matrix B finden, sodass (A;Ay) ' B = B(A1Ay)~! = I,,. Es

geniigt zu beweisen, dass
(A1A4)(ATATY) = (AATH) (A1 As) = I,
Wir haben
<A1A2>(A51AI1) — A1<A2A51)AI1 - (A1[H>AI1 - AlAfl — [n .

Ahnlich kann man beweisen, dass (A;'A7")(A414y) = I,,. Also ist (A;A4;)7! genau
A7TATE O

Fragen und Vertiefungen 2.2.1
Es seien A1, ..., A, invertierbaren Matrizen. Beweisen Sie, dass A; - - - Ay invertier-
bar ist, und die Inverse ist gegeben durch A;'--- A7t

(1)

Wir beweisen, dass A invertierbar ist und finden die Inverse A~!. Also sollen wir

eine Matrix
a b
s=(%a)

Beispiel 2.2.2
(1) Es sei

finden, sodass

AB = [2 und BA = IQ, (222)
deshalb B = A~'. Essei B= | Z , wobei a, b, c und d Unbekannte sind. Wir
konnen AB = I, in folgendes Gleichungssystem umsetzen:

a + c =1

b + d =0

2a + c = 0

2b + d =1
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Man kann nachpriifen, dass das System genau eine Losung hat, die gegeben ist durch
(a,b,c,d) = (=1,1,2,—1), also A™! = ( _; _1 > Sie konnen auch nachpriifen,
dass A™1A = I,.

(2) Es sei
- (10)

Wir beweisen, dass A nicht invertierbar ist. Also, gibt es keine Matrix

a b
o= (1)
sodass AB = I, und BA = I,. In der Tat, ist das Gleichungssystem aquivalent
zur Gleichung BA = I, gegeben durch

a + 2b =
0_

c + 2d

0 =

|
_ O O =

Nach der letzten Gleichung kénnen wir schlielen, dass das System keine Losung hat.
Also ist A nicht invertierbar.

Definition 2.2.2
Die Teilmenge von M, (R) von invertierbaren Matrizen ist bezeichnet durch GL,(R).

Bemerkung 2.2.1
Wir bemerken, dass:

e Wenn A und B in GL,(R) sind, dann ist auch AB in GL,(R) (Satz 2.2.1 (c)).
e I, € GL,(R) (Beispiel 2.2.1).
e« Wenn A € GL,(R), dann A~' € GL,(R) (Satz 2.2.1 (b)).
Fragen und Vertiefungen 2.2.2
o Ist die Nullmatrix O € M, (R) invertierbar?
o Gegeben A € GL,(R), ist —A € GL,(R)?

o Gegeben A, B € GL,(R), ist A+ B € GL,(R)?



30 KAPITEL 2. MATRIZEN

2.2.1 Invertierbare Matrizen und lineare Gleichungssysteme

Es sei
a1 Ty + a9 + -+ a1, =0y
a91T1 + A99xo + « -+ 4+ a9pTy, = bg
(2.2.3)
Ap1T1 + ApaX2 + -+ - + AppXy, = bn

ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Unbekannten. Wir konnen
(2.2.3) als

Ax=Db
schreiben, wobei
11 Q2 -+ Aip x by
Q21 Q22 -+ A2y T2 by
A= ] o ] , X = i und b=
Ap1 Ap2 - App S bn

Nehmen wir an, dass die Matrix A invertierbar ist mit Inverse A~!. Dann hat (2.2.3)
eine einzige Losung y = (y; y2 - - - yn), die gegeben ist durch

(A~'b)T.
In der Tat, es sei y = (A™'b)”, dann ist y eine Losung des Systems (2.2.3), weil
Aly") = A(A7'b) = (AA Hb =I,b =Db.
Umgekehrt, es sei y' = (v} v - - - yl,) eine Losung des Systems (2.2.3), dann sollen wir
beweisen, dass y' = (A7'b)?. In der Tat haben wir A(y’)T = b, also A tA(y")! =
A7'b, und (y') = A~'b oder, dquivalent gesagt, y' = (A~'b)T.
Bemerkung 2.2.2

Wenn b der Null-Spaltvektor ist, d. h. wenn das System (2.2.3) homogen und A
invertierbar ist, dann ist die triviale Losung die einzige Losung von (2.2.3).

Vorlesung 6 - 07.11.2016
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2.2.2 Umkehrbare Abbildungen und invertierbare Matrizen

Jede n x n-Matrix A € M, (R) definiert eine “Transformation” oder Abbildung
von M, (R) nach M, (R), die wir mit £4 bezeichnen. In der Tat, gegeben A, kénnen

wir L4 als
La: M,(R) — M,(R)

B Y A.B (2.2.4)
definieren, also L4(B) = A - B fir alle B € M,(R).
Bemerkung 2.2.3 « Wir kénnen auch eine Abbildung R 4 als
Ra: M,(R) — M,(R) (2.2.5)

B — B-A

definieren. Bemerken Sie, dass im Allgemeinen £4 # R4, weil (wenn n > 1)
die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist!

o Wir haben die Abbildung (2.2.4) (bzw. (2.2.5)) mit £4 (bzw. mit R4)
bezeichnet, weil wir die Matrix A links (bzw. rechts) von B multipliziert haben.

Mit der Abbildung £, haben wir die Menge M,,(R) in
La(M,(R)={A-B|Be M,(R)}

“iberfihrt”. Zum Beispiel, wenn A = O (die Nullmatrix), dann wird M, (R) die
Menge Lo(M,(R)) = {O}. Naturlich ist die Abbildung Lo nicht umkehrbar, d. h.
es gibt keine Matrix C, sodass L¢ o Lo = Identitdt auf M, (R). In der Tat haben
wir

LcoLo(B)=Lc(O-B)=Lc(0)=C-0=0+#DB firalle B +#O.

11
11
oder invertierbar. In der Tat haben wir, dass

cm=cal( o)) = 1) (e a)-(areita):

Also, das Bild L£4(B) einer beliebigen Matrix B hat dieselben Zeilen, und L4(B)
ist kein beliebiges Element von M, (R). Sie kénnen nachpriifen, dass diese Tatsache
impliziert, dass es keine Matrix C' gibt, sodass Lo o L4 = Identitét.

Nun kénnen wir uns fragen: Wann ist die Transformation £4 umkehrbar? Mit
anderen Worten, wann ist die Abbildung L4 invertierbar? Genauer gesagt, wann
existiert B, so dass

Ein zweites Beispiel: Es sei A = > Dann ist £, nicht umkehrbar,

L4 o Lp = Identitit auf M,(R) und Lpo L, = Identitat auf M, (R)? (2.2.6)

Wenn eine solche B existiert, bezeichnen wir L mit £3".
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Proposition 2.2.2
Es sei A eine invertierbare Matriz. Dann ist L4 invertierbar und Ezl =L,

Beweis. Wir sollen beweisen, dass die Gleichungen in (2.2.6) gelten mit B = A~'.
Wir haben

LaoLyi(C)=La(A C)=A- (A C)=(A-AYH.C=1,-C=C.

Weil C eine beliebige Matrix ist, erhalten wir, dass £40L4-1 = Identitéat auf M, (R).
Ahnlich kann man nachpriifen, dass £4-1 o £4 = Identitit auf M, (R). O

2.2.3 Elementarmatrizen

Es sei 9; die m-dimensionale Zeile, deren Eintrage a;,, fir h = 1,...,m,
gegeben sind durch §;;, (das Kronecker-Delta). Also hat die Einheitsmatrix 1, Zeilen
91,02, ..., 0m, (in dieser Ordnung).

Wir fithren drei Typen von Elementarmatrizen ein:

1. Esseien 1 < i < j < m. Wir definieren die quadratische Matrix E;; € M,,(R)
als die Matrix, deren Zeilen 01,02,...,0;,...,0;,...,0, sind. Also

01

E" — J

)

Also kénnen wir £} erhalten durch Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile
von I,,.

Beispiel 2.2.3

01 00 1
we(ie) menpn) me

o O O
O = O O
o O = O
_ o O O

2. Gegeben A € R\ {0}, sei E"()\) die quadratische m x m-Matrix, deren Zeilen
gegeben sind durch 6y, ..., A, ..., 0. Also erhalten wir E"(\) von I,,, durch
Multiplizieren der i-ten Zeile von I,,, mit A # 0.
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Beispiel 2.2.4

\ 0 100
EX(\) = (0 1) EN=[0 X0
00 1

3. Esseien 1 <i # j <m und A € R. Wir definieren die Matrix EJ*()) als die
quadratische m x m-Matrix, deren Zeilen gegeben sind durch
0150+ Adj, ., 0,0 O Also kdnnen wir E77(A) von I, erhalten durch
Ersetzen der i-ten Zeile von [, mit der i-ten Zeile plus A-Mal die j-te Zeile
von I,,.

Beispiel 2.2.5

1 2 1 0 A
= (g 1) B ={0 10
0 0 1

Definition 2.2.3
Die quadratischen Matrizen EJ}, Ef*(\) und Ej}()), die wir in 1., 2. und 3. einge-
fithrt haben, heilen Elementarmatrizen.

Wenn der Typ der Matrix nicht notig ist, bezeichnen wir die Elementarmatrizen mit

Eij, E;(X\) und E;;(N).

VK

Proposition 2.2.3
Alle Elementarmaitrizen sind invertierbar und die Inversen sind Elementarmatrizen.
Genauer gesagt,

E;'=Ej, E\)'=EM\") und Ej (N7 =Ej(—)).

Beweis: Zuerst beweisen wir, dass El-gl = Ej;;. Die h-te Spalte Sj, und h-te Zeile Zj,
von E;; sind genau die h-te Spalte und h-te Zeile von I,,,, fiir alle h ¢ {i,j}. Weil I,
symmetrisch ist, erhalten wir Z} = S, fiir alle h ¢ {i, j}. Es ist einfach zu beweisen,
dass Z!' = S; und ZT S;. Also ist E;; symmetrisch und wir kénnen E;; als

= (5{...5?...5?...572)
beschreiben. Weil 6,07 = 01, (das Kronecker-Delta) fiir alle h, k, erhalten wir, dass

EijE;; = (5hk)1§hﬁm = I

1<k<m

Es ist einfach zu beweisen, dass E; ( )y t=E;(\ 7).
Um zu beweisen dass E;;(\) ™! = E;; ( A), bemerken wir zuerst, dass die Spal-
ten Si,..., S, von E;;(—\) gegeben si ddurch N L G Y ) ) SRR
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Esseien Zy,...,2; = 0;+Xoj, ..., Zj, ..., Zy, die Zeilen von E;;(\). Dann bemerken
wir, dass

on-0F =0 falls h # k, und h,k & {i,j}
PR (54 A (<M 4 0)T =—A+A=0 falls h=iund k=]
6 (=N + ;)T =1 falls h=Fk = j.
Also kénnen wir schliefen, dass E;;j(A)E;;(—\) = I,,,. Ahnlich kann man beweisen,
dass E;j(—\)E;;(A) = I,,,, und die Behauptung folgt. O
Vorlesung 7 - 10.11.2016

Wie wir schon in Sektion 2.2.2 diskutiert haben, definiert jede m x m-Elementarmatrix
E eine Abbildung
Lg: M,(R) — M,(R)
A = E-A
die, wegen Propositionen 2.2.2 und 2.2.3, invertierbar ist.
In Sektion 1.3.2, insbesondere in Definition 1.3.2, haben wir drei umkehrbare
Operationen auf einem Gleichungssystem eingefiihrt:

1. Vertauschung von zwei Zeilen des System: Z; <+ Z;;
2. Multiplikation einer Zeile Z mit einem Faktor A # 0: A\Z;

3. Addition des Vielfachen einer Zeile von einer anderen: Z; 4+ \Z;, mit ¢ # j und
AeR.

Gegeben ein lineares Gleichungssystem

111 + a1 + -+ - + A1,Ty = b1
911 + Q999 + - -+ + A9, Ty, = b2

(2.2.7)
Am1T1 + Ap2Xo + -+ - + Oy = bm

in Sektion 1.3.2 haben wir den GauB-Jordan Algorithmus eingefiihrt. Dieser Algo-
rithmus benutzt eine Folge von Operationen 1., 2. und 3., um ein lineares Gleichungssystem—
das Losungen hat— mit einem neuen &quivalenten linearen Gleichungssystem in
Zeilenstufenform zu wechseln. Wir kénnen diesen Algorithmus mit Hilfe von
Elementarmatrizen beschreiben.
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Es seien A € M,,, ,(R), x € M,,1(R) und b € M,,;(R) die Matrizen gegeben
durch

air Q2 0 QAip 1 by

A1 Q22 - Q2p T2 by
A= ] . ] ., X = ) und b =

Am1 QAp2 - Amn S bm

Das System (2.2.7) ist dquivalent zu
Ax=Db.

Proposition 2.2.4
Gegeben sei das Gleichungssystem (2.2.7) und die dazugehorige Matriz A:

1. Wenn wir die Zeilen Z; und Z; des Systems (2.2.7) vertauschen, ist die dazuge-
horige Matrixz des neuen Systems gegeben durch

Lp (A)=E;- A

V)

2. Wenn wir eine Zeile Z; des Systems (2.2.7) mit einem Faktor X # 0 multi-
plizieren, ist die dazugehorige Matriz des neuen Systems gegeben durch

Lp,n(A) = Ei(A) - A.

3. Wenn wir eine Zeile Z; des Systems (2.2.7) mit der Zeile Z;+\Z; substituieren
(mit i # j), ist die dazugehdrige Matriz des neuen Systems gegeben durch

Le,m(A) = Ej;(A) - A.

Also stimmen Operationen 1., 2. und 3. mit Multiplikation von links mit
Elementarmatrizen tiberein.

Beweis. Ubung. O

Fragen und Vertiefungen 2.2.3

Gegeben eine Matrix A € M,,,(R) mit Zeilen Zy,...,Z;,...,Z;,...,Z,, wegen
Proposition 2.2.4 hat die Matrix Lg, (A) = Ej;jA Zeilen Z1,...,Z;..., Z;, ..., Zn.
Was kénnen wir sagen, wenn wir die Matrix R, (A) = AE;; nehmen? Es seien
Si,...,8,...,8,..., 5, die Spalten von A. Beweisen Sie, dass die Spalten von
AFE;j gegeben sind durch Sy,...,95;,...,5,...,5,.
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Der GauB-Jordan Algorithmus sagt uns, dass es eine Folge von Elementarma-
trizen Ey,...,En,EY, ..., E) gibt, sodass die Matrix A’ := Ey---FE1AE]--- E,
der folgenden Gestalt

1 *
0 1 =

A=1l0 - 0 1 -+ -+ % (2.2.8)
0 0 O --- -« . 0

ist, wobei “x” eine beliebige reelle Zahl bezeichnet.

Beispiel 2.2.6
Es sei A die Matrix

A=

o O =
O O N

1
1
1

Wir mochten Elementarmatrizen finden, sodass A" := Ey---E1AE]--- E), der
Gestalt (2.2.8) ist.

Der GauB-Jordan Algorithmus sagt uns, dass wir die zweite und dritte Spalte
vertauschen sollten. Wegen Fragen und Vertiefungen (2.2.3), stimmt diese Operation
mit Multiplikation von rechts mit Elementarmatrizen E3; tiberein, namlich

1 21 1 00 11 2
AElL=[001]-1]001|=]010
0 01 010 010

Jetzt sollen wir die dritte Zeile Z3 mit Z3 — Z5 ersetzen (weil wir den Koeffizienten

im Platz (3,2) loéschen miissen). Also stimmt diese Operation mit Multiplikation
von links mit Elementarmatrizen Fss(—1) iiberein, d.h.

1 00 11 2 11 2
Esxp(-1)-(A-Ey)=[0 1 0]-1010|=]010
0 —1 1 010 00 0

Die Matrix A’ ist gegeben durch
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Es seien Zi,...,Z, die ersten p-Zeilen von A’ die nicht Null sind. Mit Hilfe
der Abbildung Lg,, (), kénnen wir noch A’ vereinfachen.

e Nehmen wir die p-te Zeile
001 % - %)
und die (p — 1)-te Zeile
(0 -+ Tay,q % -+ *).

Substituieren wir die Zeile Z,_y mit Z, 1 — a,_1Z,. Die neue (p — 1)-te Zeile
7, ist der Gestalt
(0~ 10 % -+ x).

Diese Operation stimmt mit Multiplikation von links mit £,_; ,(—a,_1) iiberein.
« Die (p — 2)-te Zeile Z, 5 ist der Gestalt (0 --- 1 ap_o by_o * -+ *).
Substituieren wir Z,_o mit Z, o — b,_2Z, — ap_gZZ',_1 und erhalten wir eine

neue Zeile der Gestalt (0 --- 1 00 % --- %). Diese Operation stimmt mit
Multiplikation von links mit E, 2, 1(—a,—2)Ep_2,(—by_2) tberein.

Durch Wiederholen dieses Verfahrens, erhalten wir eine Matrix A” der Gestalt

1 0 --- 0 =
o1 --- 0 =%
A"=10 -+ 0 1 = * |, (2.2.9)
0 0 0 0
0 0 0 - --- 0

wobei die ersten p-Zeilen und p-Spalten die Einheitsmatrix I, bilden.

Beispiel 2.2.7

Es sei A" die Matrix in Beispiel 2.2.6. Hier p = 2 und die erste Zeile Z; ist (1 a; %) =
(112). Um ay zu l6schen, sollen wir Z; mit Z; — ayZs ersetzen. Diese Operation
stimmt mit Multiplikation von links mit der Elementarmatrix Ej5(—1) iiberein, d.h.

1 -1 0 11 2 10 2
En(-1)-A=|0 10|-[o1o0o|=[010
0 01 00 0 00 0

Die ersten 2 Zeilen und 2 Spalten, die Matrix I bilden, also

1 0 2
A"=[0 1 0
0 00
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Vorlesung 8 - 14.11.2016

Wir konnen den folgenden wichtigen Satz beweisen.

Satz 2.2.5
FEs sei A € M,,(R) eine quadratische Matriz. Dann sind die folgenden Bedingungen

(i) A ist invertierbar
(ii) A ist das Produkt von Elementarmatrizen
aquivalent.

Beweis. (ii) = (i). Es sei A ein Produkt von Elementarmatrizen. Weil jede Ele-
mentarmatrix invertierbar ist (Proposition 2.2.3), wegen Satz 2.2.1 (c¢) (und Fragen
und Vertiefungen 2.2.1) ist A invertierbar.

(i) = (). Es sei A invertierbar, und nehmen wir das homogene lineare

Gleichungssystem
Ax=0. (2.2.10)

Weil A invertierbar ist, hat das obige System nur die triviale Losung (Bemerkung
2.2.2). Also muss die Matrix A”, die wir oben beschrieben haben, die Einheits-
matrix [, sein. In der Tat, wenn A” genau m — p > 0 Null Zeilen hétte, wére
das dazugehorige homogene System, dquivalent zum System (2.2.10), der folgenden
Gestalt

T +CLP+1 1Tp+1 + o ATy, = 0
T2 +api12Tpp1 + 0 FaomTy; = 0
Tp +ap+1pxp+1 + .- +apml'm =0

und hatte dieses System mehrere Losungen.

Mit obigem Verfahren wissen wir, dass es Elementarmatrizen Ey, ..., Ey, E, . ..

gibt, so dass
A" =FEy---E\AE}--- B\, = I, (2.2.11)

!
7EM

also By -+ EYAE,---E\,(E,---E\,) ' = (E---Ey) 'und Ex --- EYA = (E}--- E}y,) "%

Von letzter Gleichung erhalten wir, dass
A= (EN"'E1>_1EN"'E1A = (EN---E1)_1(E{~-~E§\4)_1.

Wegen Satz 2.2.1 (c¢) (und Fragen und Vertiefungen 2.2.1), und wegen Proposition
2.2.3, konnen wir schliefen, dass A ein Produkt von Elementarmatrizen ist. [
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Bemerkung 2.2.4

In obigem Beweis haben wir gezeigt, mit Hilfe vom System (2.2.10) und Bemerkung
2.2.2, dass wenn A invertierbar ist, A” keine Null-Zeilen haben kann. Es gibt einen
zweiten Beweis dieser Tatsache: Man kann bemerken, dass A invertierbar ist genau
dann, wenn A” ist (weil A” = Ey--- EYAE] --- E';, und Elementarmatrizen sind
invertierbar). Jetzt geniigt es zu bemerken, dass eine Matrix mit einer Null-Zeile
(oder Null-Spalte) nicht invertierbar ist (Sehen Sie Fragen und Vertiefungen 2.2.4).

Bemerkung 2.2.5

Man kann beweisen, dass wenn A invertierbar ist, um A” in (2.2.9) zu erhalten,
braucht man keine Rechtsmultiplikation, d.h. wir brauchen keine Matrizen E! in
(2.2.11). Dies ist eine Folgerung aus der folgenden Tatsache: Der Gauf-Jordan
Algorithmus sagt uns, dass wir Rechtsmultiplikation benutzen miissen, wenn es Ele-
mentarmatrizen 1, ..., E} gibt, sodass die Matrix A oder Ej - - - E1 A der folgenden
Gestalt ist:

1 =
0 1
0 * =« *
0 % % --- % o
(a) | . , oder () 0 0 -+ 1 % % -+ x |. (2212
: 1 0 0 00
0 * =* *
00 - 00 % --- x

Aber das ist ein Widerspruch, weil wenn A invertierbar ist, dann sollte auch Ej, - - - E1 A
invertierbar sein, und die Matrizen in (2.2.12) sind nicht invertierbar.

Fragen und Vertiefungen 2.2.4

Es ist einfach zu beweisen, dass die Matrix in (a) (also ist die erste Spalte der

Null-Spaltvektor) nicht invertierbar ist. In der Tat kann man beweisen, dass eine

quadratische Matrix A € M,,(R) mit einer Spalte (bzw. einer Zeile) die gleich dem

Null-Spaltvektor (bzw. dem Null-Zeilenvektor) ist, nicht invertierbar ist. Warum?
Es ist komplizierter zu beweisen, dass eine Matrix der Gestalt (2.2.12) (b) nicht

invertierbar ist, und jetzt beweisen wir das nicht.

Fragen und Vertiefungen 2.2.5

Nach Bemerkung 2.2.5 haben wir bewiesen, dass, wenn A invertierbar ist, es eine
Folge von Elementarmatrizen F, ..., Ey gibt, sodass A ein Produkt von Elemen-
tarmatrizen ist, namlich

A= (Eyx---E) '=E" - Ey'.

Ist dieses Produkt eindeutig? Genauer gesagt, konnen wir A = El_j By =
E'--- By} haben fiir unterschiedliche Folgen E), ..., Ex und E\, ..., Ejy von Ele-
mentarmatrizen?
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2.2.4 Eine Methode um die Inverse zu finden

Nach (2.2.11) und Bemerkung 2.2.12; wissen wir, dass wenn A € M,,(R) in-
vertierbar ist, es Elementarmatrizen Fy,..., Ey gibt, sodass

Ey---EiA=1, also A'=Ey---E. (2.2.13)

Um FEy --- E; zu finden, gehen wir wie folgt vor:
Es seien A, B € M,,(R) gegeben durch

aip - Aim bii - bim

A:

Am1  *°° Qmm bml T bmm
Dann konnen wir die folgende Matrix C' € M,, 2,,,(R) bilden:
air - Qi bt o by

C=(A B)=

T Y S
Wenn D € M,,(R), kann man nachpriifen, dass die folgende Gleichung gilt
D-C=(D-A D-B).
Also nehmen wir B = I,,, und D = Ey --- E;. Nach (2.2.13) folgt dass

Ex--Ei (A Iy)=(Ex---E\A By---E)= (I, A™).

Daher, um A~! zu finden, geniigt es auf I,,, dieselben Zeilenoperationen anzuwenden,
die wir auf A anwenden, um I,,, zu erhalten. Entsprechend gentigt es, I, auf der
linken Seite mit demselben Produkt elementarer Matrizen zu multiplizieren, derart
dass En --- E1A=1,,.

Wir erklaren diese Methode mit einem Beispiel:

Beispiel 2.2.8

: 1 1
EssmA-(2 1 ) Dann

A AT (S N U R (5 NS S N SR (5 N A N
272 =1 0 1) z—220 0 -3 =2 1) 1z 0 1 % _%
1 1
o (105 3
e

W=
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Wir kénnen schlieBen, dass A invertierbar ist, mit Inverse gegeben durch

1/1 1
-1 _ *
w1 ),

Priifen Sie nach, dass A~ genau Eio(—1)Es(—3)Eai (—2) ist.

Beispiel 2.2.9

Es sei A = (il)) é) Dann
1110 11 120
330 1) 232 \00 =3 1)
Weil A" = (1) (1) eine Null-Zeile hat, ist A nicht invertierbar (sehen Sie Be-

merkung 2.2.4).

Beispiel 2.2.10

1 1 2
Es sei A = 0 1 0 |. Dann
-1 0 1
112100 112100
AL)={ 010010 —[010010]|_—>
—101001 3+1013101 3—42
11 21 0 0 11 2 1 00
— 01 00 1 0 1—> 01 00 1 0 Z1—273—Z2
52 1 11
0031 —-11 33 0013 —3 3
1 00 % —% _g
— 10100 1 0].
001 % —% %
Also ist A invertierbar mit Inverse gegeben durch

Wik O W

Al( )

Priifen Sie nach, dass A~! = E12(-1)E13(—2)E3(%)E32(—1)E31(1).

W= O Wl
Wl = W=



