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Definition 8.4.1
Es sei I ein Intervall und f: I — R eine Funktion. Sie heiit konvex, falls fiir

alle zo # z, € I gilt Xo LK

Sie heifit konkav, falls das umgekehrte Ungleichheitszeichen gilt.
Eine Funktion heifit strikt konvex (bzw. strikt konkav), falls Gleichheit
in (8.4.1) nur gilt, falls f =0 und £t = 1.
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Lemma 8.4.1 ()Q\‘d )()

Es sei g: (I x I)\ {(z,z), z € I} die Abbildung g(z,z') := (z) - (Il)

z—z
Die Funktion f ist konver genau dann, wenn
m
9(zo, ) < g(z0,71) < g(z,71) fiir allezg <z < 7. (8.4.2)
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Satz 8.4.2
Es sei I ein offenes Intervall und f: I — R zwei Mal differenzierbar. Dann
sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(i) f ist konvez in I;
(ii) f' ist monoton wachsend in I;

(iii) f">0inl.
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Definition 9.1.1
Es sei [a, b ein kompaktes Intervall. Eine Zerlegung Z von [a, b] ist eine Menge
Z ={zp,21,...,2,} von reellen Zahlen, so dass

R Wty W < <O ) R

Es sei f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann heifit

U(Z 1) = T inf f(lemzknl) - (2hn = 20)

die Untersumme von f beziiglich der Zerlegung Z und
n—1
0(Z,f) = kgo sup f([2k, zk+1]) « (241 — 21)

heifit die Obersumme von f beziiglich der Zerlegung Z.

/\
(ru&bﬁ)
/ g |

)

/!

T
o 2 % b

Zo %3 Zo 23
/\Avxirumvvxw% L{&Igz@d,\ 0 bcre,@ww@ Leiul %AOQ/\

Z 4 {%_0(%’\(%2\%Zj iz :é‘?:o]%aﬂz,%z ?




£ = X
%N / T V/
47 (' = /ll
L
7"'/ = l/(
(V///fﬁ////i%{%//s Zf 7 M/\ //g A%;Z%(
O*%%\( ne s {4




R S C
2R e e lac I £

— —_T —_— [~

202/
L c \WJ

i 2 |



Lemma 9.1.1
Es sei f: [a,b] = R eine beschrinkte Funktion.

1. Wenn Z' eine Verfeinerung einer Zerlegung Z ist, dann gilt

U(Z,f)<U(Z',f) und O(Z'f) <O(Z,f).

2. Es seien Z,Z' zwei Zerlegungen von [a,b], dann gilt

U(z',f) < 0(z,f).

3. Es ist (ﬁ%)

sup{U(Z, f)| Z Zerlegung von [a,b]} < inf{O(Z, f)|Z Zerlegung von [a,b]}.
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Definition 9.1.2
Eine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R heifit Riemann-integrierbar, wenn

sup{U(Z, f) | Z Zerlegung von [a,b]} = inf{O(Z, f)|Z Zerlegung von [a,b].}

Wenn f Riemann-integrierbar ist, dann heifit

}f(:v)dz‘ = inf{O(Z, f) | Z Zerlegung von [a, b}

das Riemann-Integral iiber f von a nach b.
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Satz 9.1.2 (&W‘)
FEine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R ist genau dann integrierbar, wenn es

eine Folge von Zerlegungen (Z,)nen von [a,b| gibt, so dass
lim U(Z,, f) = ,,li_{{,lo()(sz)-

n—oo

Zudem, wenn es eine solche Folge von Zerleqgungen gibt, dann gilt

[ f@)de = JimO(Z, f)
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Korollar 9.1.3
(Riemannsches Integrabilitatskriterium)
Es sei f: [a,b] = R eine beschrinkte Funktion. Die Funktion f ist genau

dann integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z von [a,b] gibt, so
dass

0(Z,f)-U(Z,f) < e
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