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3.1 Gruppen, Ringe und Korper

Definition 3.1.1
Es sei G eine nichtleere Menge. Eine Gruppe ist ein Paar (G, %), wobei x eine

Abbildung
x: GxG — G

(91,92) — g1% g2

ist, sodass gilt:

1. (Assoziativitat von x)

Die Abbildung * erfillt
91 % (g2 % g3) = (g1 % g2) * g3

2. (Existenz des neutralen Elements)
Es gibt ein Element e € GG, sodass

gxe=exg=g furallegeG. (3.1.1)

3. (Ezistenz des inversen Elements)
Fir alle g € G, gibt es ein ¢’ € G, sodass

gxg =g xg=e. (3.1.2)

Vorlesung 9 - 17.11.2016

Bemerkung 3.1.1

o Eigenschaft 1. erlaubt uns die Klammern wegzulassen, und wir kénnen definieren

g1*goxgs als gy x(gaxgs) oderals (g *g2)*gs.

Wenn die Abbildung *, die wir benutzt haben, eindeutig ist, bezeichnen wir
g1 * go mit g192.
o Wir konnen das Produkt g; * go * - - - x gy von mehreren Elementen definieren,
z.B. als
grxgax-gn = (- ((91 % g2) % gs) -+ ).
(Sehen Sie Bemerkung 2.1.2.)
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Lemma 3.1.1

1. Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt, d. h. wenn ey und es existieren,
die (3.1.1) erfiillen, dann e; = es.

2. Fir alle g € G ist das inverse Element von g eindeutig bestimmt, d.h. wenn
es g und g" gibt, die (3.1.2) erfillen, dann ¢ = g".

Beweis. 1. Nehmen wir (3.1.1) mit ¢ = e und e = e; und erhalten ey x e; = e.
Jetzt benutzen wir (3.1.1) mit ¢ = e; und e = ey und erhalten ey * e; = €5, also
€1 = €a.

Um 2. zu beweisen, konnen wir dieselbe Uberlegung anstellen, die wir in Satz
2.2.1 (a) benutzt haben. Also, gegeben g € G, seien ¢’ und ¢” zwei Elemente von
G, die (3.1.2) erfiillen. Also

g/:gl*ezgl*(g*gﬂ):(gl*g)*gﬂze*g//:g//'

Wir bezeichnen das inverse Element von g mit g~
Beispiel 3.1.1
Beispiele und Gegenbeispiele von Gruppen:

e (Z,+), (Q,+) und (R,+) sind Gruppen, wobei das neutrale Element (der
Addition) 0 ist und das inverse Element von a genau —a ist.

o (Np,+) ist keine Gruppe. In der Tat ist die Addition assoziativ, hat ein neu-
trales Element 0, aber wir konnen keine Inverse von a finden, fiir alle a # 0
(wenn @ € N dann —a ¢ N).

« (Q,-) (also rationale Zahlen mit Multiplikation) ist keine Gruppe. In der Tat
ist die Multiplikation assoziativ, hat ein neutrales Element (das in diesem Fall
1 ist), aber nicht jede rationale Zahl hat eine (multiplikative) Inverse: fir das
Element 0, konnen wir keine rationale Zahl a finden, sodass a - 0 = 1, weil
a-0=0 fir alle a € Q.

o (Q\ {0},) ist eine Gruppe. Wie oben, ist die Multiplikation assoziativ und
hat das neutrale Element 1. Dazu, fir alle a € Q \ {0}, die multiplikative
Inverse von a ist %

o (M,(R),+) ist eine Gruppe (Sehen Sie Proposition 2.1.1, Eigenschaften 1. 3.
und 4.).
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o (M,(R),) ist keine Gruppe. In der Tat erfillt die Multiplikation Eigenschaften
Axiome 1. und 2. einer Gruppe (Sehen Sie Satz 2.1.3 (a) 4. und (b)), aber
nicht alle Matrizen besitzen eine multplikative Inverse! Nur die invertierbaren
Matrizen, also...

e (GL,(R),-) (die Menge aller invertierbaren Matrizen mit Multiplikation) ist
eine Gruppe, die allgemeine lineare Gruppe. Bemerken Sie, um diese Be-
hauptung zu beweisen, sollte man auch beweisen, dass das Produkt von zwei
invertierbaren Matrizen auch invertierbar ist (ndmlich kann man die Multip-
likation auf GL,(R) beschranken; das ist genau Satz 2.2.1 (¢)). Dazu sollte
man beweisen, dass die Inverse einer Matrix in GL,(R) auch in GL,(R) ist
(Satz 2.2.1 (b)).

Bemerkung 3.1.2

Man sollte die Elemente einer Gruppe immer als invertierbare Abbildungen sehen.
Zum Beispiel haben wir schon bewiesen, dass jedes Element A in GL, (R) uns eine
invertierbare Abbildung £4: M, (R) — M,(R) gibt:

A—>£A.

AuBerdem kénnen wir die Gruppen (GL,(R),-) und (L., o) identifizieren (als Grup-
pen!), d. h.

In — (ﬁ[n :)Identitéit, A-B— (£A~B :)LA o ,CB, A_l — (,CAfl :)ﬁzl

Fragen und Vertiefungen 3.1.1
Es sei K entweder N, Ny, Z, Q oder R und M, (K) die Menge aller n x n-Matrizen
mit Koeffizienten in K.

« Fiir welche K ist (M, (K),+) eine Gruppe?

o Es sei G,(K) die Menge aller n x n-Matrizen mit Koeffizienten in K, die
invertierbar sind. Also

Gu(K) = M,(K)NGL,(R).
Fir welche K ist (G,(K),-) eine Gruppe?

Definition 3.1.2
Eine Gruppe (G, ) heifit abelsch oder kommutativ, falls gxh = hxg fir alle g, h € G.

Beispiel 3.1.2
(Z,+), (M,(R),+) und (Q \ {0}, ) sind abelsche Gruppen. Die allgemeine lineare
Gruppe (GL,(R), ) ist nicht abelsch, fir alle n > 1.
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Definition 3.1.3
Es sei R eine nichtleere Menge. Ein Ring ist ein Tripel (R, +,-), wobei + (die
“Addition”) und - (die “Multiplikation”) zwei Operationen auf R sind, ndmlich

+: RxR — R . - RxR — R
(a,b) +— a+b (a,b) — a-b’

sodass gilt:

1. (R,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element, bezeichnet mit 0 € R
und inversem Element von a € R, bezeichnet mit —a.

2. Die Multiplikation - ist assoziativ (also a-(b-c) = (a-b)-c fiir alle a,b,c € R) und
besitzt ein neutrales Element, das wir mit 1 bezeichnen (also 1-a =a-1 = a).

3. Die Multiplikation - ist distributiv iber die Addition +, ndmlich
a-(b+c)=(a-b)+(a-0),

und
(b+c)-a=(b-a)+ (c-a).

Bemerkung 3.1.3
Manche Autoren verzichten auf die Existenz des neutralen Elements 1 in R.

Fragen und Vertiefungen 3.1.2
Beweisen Sie, dass das neutrale Element der Multiplikation eindeutig bestimmt ist.

Definition 3.1.4
Ein Ring (R, +,-) heifit kommutativ, falls a - b = b - a fir alle a,b € R.

Beispiel 3.1.3 ¢ Die Tripel (Z,+,), (Q,+,-) und (R,+,-) sind kommutative
Ringe.

« Das Tripel (M,(R),+,) ist ein Ring, der fiir alle n > 1 nicht kommutativ ist.

o Der Polynomring R[x|. Es sei (R,+,-) ein Ring. Wir konnen wie folgt einen
neuen Ring (R[z], +,-) definieren, der Polynomring genannt wird. Per defini-
tionem ist R[z| die Menge aller endlichen Folgen

Rlx] := {(ag)ken, | ax € R, a; = 0 fiir alle bis auf endlich viele 7 € Ny}.

Also, ein Element von R|x] sieht

a=(ap,ay,...,a,,0,0,...,0,...)
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aus. Aquivalent gesagt, ein Element a € R[z] kann als

a= Z a;z’
i=0
dargestellt werden, fiir ein n € Ny, das von der Folge a abhingt. Also ist
a € Rlz| ein Polynom mit Koeffizienten in R und Variable z.

Man kann eine Addition + und Multiplikation - auf R[z] definieren als

(ar)keny + (Ok)keny = (ak +bi)reny,  (k)ken, - (br)ken, = ( Z a; - ) :
i+i=k k€eNo

Es ist einfach zu beweisen, dass (R[z], +, -) ein Ring ist, mit 0 = (0,0,...,0,...),
1 =(1,0,0,...,0,...) und —(ag)ken, = (—ak)ren,- Wenn (R,+,-) ein kom-
mutativer Ring ist, dann ist auch (R[x],+, ) kommutativ.

Fragen und Vertiefungen 3.1.3
Es sei I eine nichtleere Menge und A die Menge aller Abbildungen von I nach R,
wobei (R, +, ) ein Ring ist. Definieren wir

+: AxA — A i AxA — A

und
(frg) = f+g (fig) = f-g
als (f + g)(z) :== f(z) + g(z) und (f - g)(z) := f(z) - g(x) fir alle x € I.
Ist (A, +, ) ein Ring? Wenn Ja, was ist das additive neutrale Element 0 € A?
Was ist das multiplikative neutrale Element 1 € A? Und was ist — f7

Lemma 3.1.2
Es sei (R, +,-) ein Ring. Dann

0-a=0 firalleae R.

Beweis. Weil 0 das neutrale Element der Gruppe (R, +) ist, und nach dem Distribu-
tivgesetz folgt, dass
0-a=(0+0)-a=0-a+0-a.

Es sei b = 0-a und —b seine (additive) Inverse. Nach der obigen Gleichung b = b+b
folgt dass

O0=b—-—b=b+b-0=0+0=0
und die Behauptung folgt. O
Bemerkung 3.1.4
Es sei (R, +,-) ein Ring. Nehmen wir an, dass 0 = 1 (also, ist das additive neutrale
Element gleich das multiplikative neutrale Element). Dann R = {0}. In der Tat

sei a € R ein beliebiges Element in R. Dann, nach Lemma 3.1.2 und nach der
Voraussetzung 0 = 1, folgt, dass

0=0-a=1-a=a.
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Kiinftig nehmen wir an, dass 0 # 1 im Ring R (also, hat R mindestens zwei Ele-
mente).

Definition 3.1.5

Es sei a € R ein Element, das eine multiplikative Inverse hat, d. h. es gibt b € R
sodass a-b =0b-a = 1. Dann heifit a eine Einheit des Rings (R, +,-). Die Menge
aller Einheiten wird mit R* bezeichnet.

Bemerkung 3.1.5 « Bemerken Sie, dass wenn 0 # 1 in R, dann R* C R, weil 0
keine Einheit ist! (Sehen Sie Lemma 3.1.2). Also R* C R\ {0}.

e Wenn a € R*, dann ist die multiplikative Inverse b eindeutig bestimmt. In der
Tat, es seien b,V € R, sodassa-b=b-a=1und a-b =¥V -a=1. Dann

b=b-1=b-(a-V)=(b-a)- V' =1-V =V

Die multiplikative Inverse von a bezeichnen wir mit a=!.

Vorlesung 10 - 21.11.2016

Lemma 3.1.3
Das Paar (R*,-) ist eine Gruppe.

Beweis. Das Produkt a - b von zwei Einheiten a und b ist noch eine Einheit mit
(a-b)~t=b"1-a"t Also kénnen wir die Multiplikation auf R* einschréinken

-t R" X R"— R".

Weil R* C R, ist die Assoziativitdt von - eine Folgerung der Assoziativitit der
Multiplikation - im Ring R.

Das neutrale multiplikative Element 1 ist natiirlich eine Einheit, weil 1-1 = 1.
Also 17! = 1, und das inverse Element a~! von a ist eine Einheit, mit (a=!)™! =
a. O

Definition 3.1.6 « Essei (R, +,-) ein Ring. Wenn R* genau R\ {0} ist, nennen
wir (R, +, -) einen Schiefkérper. Mit anderen Worten, ein Ring (R, +, -) ist ein
Schiefkorper, falls (R \ {0}, ) eine Gruppe ist.

o FEin Schiefkérper (R, +,-), falls R ein kommutativer Ring ist, heit Korper.
Mit anderen Worten, ist ein Ring (R, +,-) ein Koérper, falls (R \ {0}, ) eine
kommutative Gruppe ist.

Wir bezeichnen einen Korper mit K.
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Beispiel 3.1.4 1. (Z,+,) ist ein kommutativer Ring, aber kein Korper, weil Z* =
{1,-1}.
2. (Q,+,-) und (R, +, ) sind Korper.

3. (M,(R),+,-) ist kein Schiefkérper fiir alle n > 1, weil
M,(R)* = GL,(R) € M,(R) \ {0} fur alle n > 1.

4. Kérper der komplexen Zahlen: Definieren wir die Menge
C:={z+iy|z,y eR}
mit Addition und Multiplikation gegeben durch

(1 +iy1) + (22 +1iy2) := (21 + 22) +i(y1 + ¥2),
(1 +iy1) - (22 +1y2) == (2122 — y1y2) + i(21y2 + T201).-

Also, i = —1, und i heiit imagindre Einheit. Dann ist (C,+,-) ein Korper.
In der Tat ist es einfach nachzupriifen, dass (C, +) eine abelsche Gruppe ist,
mit 0 = 0+ i0 und —(x + iy) = —x — iy. Ferner ist (C\ {0}, ) eine abelsche

Gruppe mit

C N x .Y
T +iy) ' = —1 .
( y) «T2+y2 «T2+y2

Fragen und Vertiefungen 3.1.4

o Es sei (R[z],+,-) der Polynomring in Beispiel 3.1.3, wobei R = Q oder R.
Was ist R[z]*7 Ist R[x] ein Schiefkérper?

o Essei (A, +,-) wie in Beispiel 3.1.3. Was ist A*? Ist A ein Schiefkérper?

3.2 Vektorraume

Definition 3.2.1

Es sei V eine nichtleere Menge. Das Tripel (V,+, ) ist ein Vektorraum tber einem
Korper K (oder K-Vektorraum), falls wir Operationen + (“ Vektoraddition™) und -
(“Skalarmultiplikation”)

+: VxV — V o KxV o —
(v,w) — v4w (k,v) +—

definieren konnen, sodass folgende Eigenschaften gelten:

1. (V,+) ist eine abelsche Gruppe. Wir bezeichnen mit 0 das neutrale Element,
und mit —v die (additive) Inverse von v € V.
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2. Fir alle u,v € V und k € K gilt

kE-(u4+v)=Fk-u+k-v.

3. Fir alle A,k € Kund v € V gilt
(h+k)-v=h-v+k-v.

4. Fir alle h, k € Kund v € V gilt
(hk)-v="h-(k-v)

5. Firallev eV
l-v=w.

Die Elemente von V' werden Vektoren genannt, und diejenigen von K Skalare.
Wir bezeichnen k - v mit kv, wobei k € K und v € V.

Bemerkung 3.2.1

Bemerken Sie, dass das neutrale Element 0 und das inverse Element —v von v
eindeutig bestimmt sind, weil (V, +) eine (abelsche) Gruppe ist (Sehen Sie Lemma
3.1.1).

Lemma 3.2.1
Es sei 0 € K, v € V' ein beliebiger Vektor und k € K. Dann gilt
Ov=0 (3.2.1)
k0=0 (3.2.2)
(—)v=—v (3.2.3)

wobei —1 € K die additive Inverse des multiplikativen neutralen Element 1 € K ist.
Beweis. Ubung. O
Beispiel 3.2.1 ¢ Essein € N und K" definiert als

Definieren wir zwei Operationen + und - auf K" wie folgt

+ K" x K" % K"
((kl,...,k?n),(hl,...,hn)) — (k?l—f—hl,...,k’n—l—hn)
und
Kx K" — K"
(]f, (kh’kn)) — (kkl,,]{}kn>

Es ist einfach zu beweisen, dass K" ein K-Vektorraum ist.
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« Die Menge aller Matrizen M,, ,(K) mit Addition + und Skalarmultiplikation
- ist ein K-Vektorraum.

o Essei V ein K-Vektorraum und I eine nichtleere Menge. Es sei A(/,V) die
Menge aller Abbildungen f: I — V mit Addition und Skalarmultiplikation
punktweise definiert, also: (f +¢)(z) := f(z) +g(z) und (k- f)(x) := k- f(x),
fir alle x € I und k£ € K. Es ist einfach zu beweisen, dass mit dieser Addition
und Skalarmultiplikation A(Z, V') ein K-Vektorraum ist.

o (Polynomrdaume) Die Menge aller Polynome K[z] mit Koeffizienten in einem
Korper K, mit Addition definiert wie in Beispiel 3.1.3 und Skalarmultiplika-
tion, definiert als

k- Z a;xt = Z ka;xt
i=0 i=0
ist ein K-Vektorraum.

Es sei K[z], C K[z] die Menge der Polynome, deren Grad durch ein n € N
nach oben beschrénkt ist, d. h. ein beliebiges Element a € K|z], ist der Gestalt
a=33"az" (also, ai = 0 fir alle & > n). Dann ist K[z],,, mit Addition und
Skalarmultiplikation definiert wie in K[z], ein K-Vektorraum.

Vorlesung 11 - 24.11.2016

Definition 3.2.2
Es sei V' ein K-Vektorraum und U C V eine nichtleere Teilmenge. Dann sagen wir,
dass U ein Untervektorraum (oder Unterraum) von V ist, falls

1. Fir alle v,w € U ist v +w in U (U ist abgeschlossen beziiglich Addition).

2. Fir alle k € Kund v € U ist kv in U (U ist abgeschlossen beziiglich Skalar-
multiplikation).

Die obigen Bedingungen sagen uns, dass wir die Addition + und Skalarmulti-
plikation -, die auf V' definiert sind, auf U definieren konnen.

Lemma 3.2.2
FEin Untervektorraum U eines K-Vektorraums (V,+,-), mit Operationen + und -,
ist selbst ein K-Vektorraum (U, +,-).
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Beweis. Zuerst beweisen wir, dass (U, +) eine abelsche Gruppe ist. Die Addition +
ist assoziativ und kommutativ, weil sie assoziativ und kommutativ auf V' ist.

Das neutrale Element 0 € V ist ein Element von U. In der Tat, nach Voraus-
setzung (Eigenschaft 2. in Definition 3.2.2) haben wir, dass Ov € U fur alle v € U,
und nach Lemma 3.2.1, 0v = 0.

Falls v € U, dann ist auch —v ein Element von U. In der Tat, nach Lemma
3.2.1, haben wir, dass —v = (—1)v, und (—1)v in U sein muss (Eigenschaft 2. in
Definition 3.2.2).

Eigenschaften 2., 3., 4., und 5. der Definition 3.2.1 sind erfiillt, weil sie fiir den
Vektorraum (V, +, -) erfillt sind. O

Beispiel 3.2.2 < Es sei U; die Teilmenge von K" gegeben durch
Ui :={(ky,....k,) € K" | k; =0}, firein 1 <i<n.
Also ist U; ein Untervektorraum von K".

o Essei Uy, die Teilmenge aller Matrizen von M,,(K) = {(a;;)1<i j<n} mit ape =0
fir ein 1 < h < nund ein 1 < k < n. Man kann nachpriifen, dass Uy, ein
Untervektorraum von M, (K) ist.

o Esseiy e I und A(/,V), die Teilmenge aller Abbildungen in A(/, V), sodass
f(y) = 0. Dann kann man beweisen, dass A(/, V), ein Untervektorraum von
A(I,V) ist.

o Essei 5, die Teilmenge aller n x n-symmetrischen Matrizen mit Koeffizienten
in K, d.h. S, = {4 € M,(K) | A = AT}. Dann S, ein Untervektorraum
von M, (K) ist. In der Tat haben wir, dass gegeben A, B € S,, dann gilt
(A+ B)T = AT + BT = A+ B, und gegeben k € K, (kA)T = kAT = kA.

 Essei K[z], die Teilmenge aller Polynome in K[z], deren Grad hochstens n € N
ist. Dann ist K[z],, ein Untervektorraum von K[z].

3.2.1 Linearkombinationen und lineare (Un)abhangigkeit

Kinftig bezeichnen wir einen K-Vektorraum (V, +, -) nur V', wenn die Addition
+ und Skalarmultiplikation - in V' klar sind.

Definition 3.2.3 « Es sei V ein Vektorraum iiber K. Dann nennen wir jeden
Vektor v € V' der Gestalt

v=kv+- -+ kyv,, wobei ki,....k, €K und vq,...,v, €V,

eine Linearkombination von vy, ..., v, mit Koeffizienten ki, ..., k,.
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o Wir bezeichnen die Menge aller Linearkombinationen von vy, ..., v, mit
spang{vy, ..., v,}, also

spang{vy, ..., v, } = {kyv1 + -+ koo, | k1, ... Ry € K}

und wir sagen, dass spang{vi, ..., v,} der lineare Spann von vy, ..., v, ist.
Lemma 3.2.3
FEs seien vy, ..., v, Vektoren eines VektorraumesV iber K. Dann ist U := spang{vy,...,vn}

ein Untervektorraum von V.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass U eine nichtleere Menge ist. Um zu beweisen,
dass U ein Untervektorraum von V' ist, sollen wir beweisen, dass U abgeschlossen
unter Addition und Skalarmultiplikation ist. Es seien v = kyv; + - -+ + k,v,,, mit
ki,...,k, € K, und w = lyvy + - - l,v,, mit ly,...,l, € K, also v,w € U. Weil
(V,+) eine abelsche Gruppe ist, erhalten wir, dass

v+w = kv + -+ kv, + Lo - Loy, = Boy + Loy + - F By, + L, =

=k +h)vy+--+ (b +1)v, €U,
(3.2.4)
wobei die letzte Gleichung eine Folgerung von Eigenschaft 3. der Definition 3.2.1 ist.
AuBlerdem haben wir, dass

kv =k(kyvy + - - kpvn) = (kky)vy + - - + (kky)v, € U,

wobei die zweite Gleichung eine Folgerung von Eigenschaft 4. der Definition 3.2.1

ist. O
Definition 3.2.4

Es sei V' ein K-Vektorraum und vy, ..., v, Vektoren in V. Dann sagen wir, dass die
Teilmenge {vy,...,v,} ein endliches Erzeugendensystem von V ist, falls

spang{vy,...,v,} = V.

Also, fiir jeden Vektor v € V', existieren ky,...,k, € K, sodass v als Linear-
kombination von wvy,...,v, mit Koeffizienten ki,...,k, geschrieben werden kann,
d.h.

v="Fkwv + -+ k.

Beispiel 3.2.3
Es sei V = K", dann ist ein Erzeugendensystem gegeben durch

{e7 :==(1,0,...,0),e5 :=(0,1,0,...,0),...,e, :=(0,0,...,0,1)}.

In der Tat sei v = (ky,...,k,) € K", dann v = kjey + koes + -+ - + kpey.
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Bemerkung 3.2.2 « Nicht jeder Vektorraum V' besitzt ein endliches Erzeugen-
densystem. Zum Beispiel, es sei V' = K|z]. Nehmen wir an, dass K[x] ein
endliches Erzeugendensystem {p,...,p,} hétte. Wir sollen einen Wider-
spruch erhalten. Es sei m das Maximum des Grads der Polynome py,...,p,.
Bemerken wir, dass

Grad(kip1 + kape + - - - knpn) < max{Grad(p;), Grad(ps), ..., Grad(p,)} = m.

m+1

Also kann der Polynom z als Linearkombination von py, . . ., p, nicht geschrieben

werden.
o Der Untervektorraum K[z],, besitzt ein endliches Erzeugendensystem (Ubung).

Definition 3.2.5
Es sei V' ein K-Vektorraum. Die Vektoren vy, ..., v, sind linear unabhdngig, wenn
die Gleichung
kyvy + -+ knvy = 0
nur die triviale Losung k; = ks = ... =k, = 0 € K hat.
Falls es auch nicht nur triviale Losungen gibt, nennt man die Vektoren vy, ..., v,
linear abhdngig.

Beispiel 3.2.4 « Der Null-Vektor 0 € V ist linear abhangig. In der Tat, nach
Lemma 3.2.1, haben wir, dass

E0O=0 furalle k£ € K.

o Die Vektoren eq,...,e, € K" in Beispiel 3.2.3 sind linear unabhéangig. In der
Tat
k1€1+"'+kn€n: (kl,...,kn) :OI(O,,O)

genau dann, wenn ky = --- =k, = 0.
o Esseien v; = (1,1,2), vo = (3,3,2), v3 = (0,0,4) und vy = (1,2,1) Vektoren
in R3. Es gilt —3v; +wvy+v3 = (0,0,0) = 0, also sind vy, v9, v3 linear abhéingig.

Priifen Sie nach, dass vy,vs und v, linear unabhéngig sind (Sie sollten ein
lineares Gleichungssystem losen!).

3.2.2 Basis eines Vektorraums

Definition 3.2.6
Es sei V' ein K-Vektorraum. Eine (endliche) Basis von V' ist ein endliches Erzeu-
gendensystem {vy,...,v,} CV so dass vy, ...,v, linear unabhéngig sind.

Beispiel 3.2.5 « Die Menge {ey,...,e,} ist eine Basis von K".
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« Die Menge der Vektoren v; = (1,0), vo = (0,1) und vz = (1,1) ist ein Erzeu-
gendensystem von R? (warum?), aber sie sind keine Basis, weil

U1+ Uy — VU3 = 0 s
also vy, vy, v3 linear abhéngig sind.

« Die Vektoren v; = (1,0,0) und vy = (0,1,0) sind keine Basis von R3, weil
(0,0,1) ¢ spang{vy, va}.

Bemerkung 3.2.3

Die Teilmenge U = {0} eines Vektorraums V' mit Null-Vektor 0 ist selbst ein Vek-
torraum, weil U ein Untervektorraum von V' ist. Bemerken Sie, dass U keine Basis
besitzt, weil 0 linear abhangig ist.

Wegen Bemerkung 3.2.3 nehmen wir kiinftig an, dass V' # {0}, sofern nicht
anders angegeben.

Fragen und Vertiefungen 3.2.1
Es sei Lo := {(21,72,23) € R® | 21 + 29 + 73 = 0}. Ist Ly ein Untervektorraum von
R3? Wenn Ja, ist (1,—1,0), (1,0, —1) eine Basis von Ly?

Lemma 3.2.4
Es sei vy, ..., v, eine Basis eines Vektorraums V dber K und v € V. Dann gibt es
eindeutige Skalare ky, ..., k, € K, sodass v = kivi + - - - + kpv,.

Die Skalare kq, . .., k, heilen Koeffizienten von v beziiglich der Basis vy, .. ., v,.

Beweis. Da vy,...,v, den Vektorraum erzeugen, existieren ky, ..., k, € K, sodass
v = kv + -+ kyv,. Um zu beweisen, dass kq,...,k, eindeutig bestimmt sind,
seien ly,...,l, € K, sodass v = lyv; + - - - + [,v,. Wie miissen beweisen, dass k; = [;
fir alle2=1,...,n. Nach

froy 4+ kv = Lvg + -+ Loy

erhalten wir, dass
(k)l —ll)U1++(kn—ln)Un :O

Da vy, ..., v, linear unabhangig sind, haben wir, dass k; —[; = 0 firallei = 1,... n,
und die Behauptung folgt. m
Satz 3.2.5

Es sei V' # {0} ein K-Vektorraum, der ein endliches Erzeugendensystem besitzl.
Dann besitzt V' eine Basis.
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Beweis. Es sei {v1,...,v,} ein (endliches) Erzeugendensystem. Wenn vy,..., v,
linear unabhéngig sind, dann ist vy,...,v, eine Basis von V. Andernfalls, gibt es

(k1y...,kn) # 0 € K", sodass
kivi + - -+ kyu, = 0.

Weil (ki,...,k,) # 0 ist, gibt es ein j € {1,...,n}, sodass k; # 0. Nach der
Gleichung oben folgt, dass

V; = —k;j_l(k:lvl + -+ k’j_l’l)j_l + k’j.,.lUj_H + -+ knvn) .

Also, v; € spang{vy,...,vj_1,Vj41, ..., 0, } und wir erhalten, dass

spang{vi, ..., Vj_1,Vjt1, . .., Up} = spang{vy, ..., 0j_1,0j,Vjt1,...,0p} = V.
Wenn die Vektoren vy, ...,vj_1,Vj41,...,?, linear unabhangig sind, dann ist eine
Basis von V' genau gegeben durch vy, ..., vj_1,vj41,...,0p. Wenn vy, ..., 01, 0j41,...,0,
linear abhéngig sind, dann konnen wir den obigen Schritt wiederholen, und nach
endlichen vielen Schritten finden wir eine Basis. O
Vorlesung 12 - 28.11.2016

Fragen und Vertiefungen 3.2.2
Die folgenden Behauptungen sind leicht zu beweisen, und der Beweis ist eine Ubung;

1. Der Null-Vektor 0 ist der einzige Vektor, der linear abhangig ist.

2. Es seien vy, ...,v, linear unabhangige Vektoren. Dann ist v; # 0 fir alle
1< <n.

3. Es sei {wy,...,wy} C spang{vy,...,v,}. Dann ist spang{ws,...,wx} C
spang{vy, ..., v}

4. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:
“v1,...,v, sind linear abhéngige Vektoren, mit n > 2”7, und
“existiert j € {1,...,n}, sodass v; € spang{vi,...,vj_1,Vj41,...,Un}

Proposition 3.2.6

Es seien vy, ..., v, linear unabhdingige Vektoren eines Vektorraums V. Dann sind
die Vektoren vy, ...,v, linear unabhdingig fir alle 1 < m < n. Aquivalent gesagt,
wenn vy, . . ., Uy linear abhdangig sind, dann sind auch vy, ..., v, linear abhdngig.
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Beweis. Wir beweisen die zweite Behauptung. Wenn wvy,...,v,, linear abhangig
sind, dann existieren k1, ..., k,, € K sodass

k1v1+~--+kmvm:0
wobei nicht alle Koeffizienten k; Null sind. Es folgt, dass
kvor + -+ kv + 001 + -+ 00, = kv + - + kv, +0=0

wobei nicht alle Koeffizienten der obigen Linearkombination null sind. Es folgt, dass
vy, - .., U, linear abhangig sind. ]

Das Ziel der nachsten Sétze ist zu beweisen, dass fiir jeden Vektorraum das
Konzept von Dimension definiert werden kann. Wir beginnen mit folgenden:

Satz 3.2.7

Es sei vy,...,v, ein endliches Erzeugendensystem von einem Vektorraum V und
Wi, ..., Wy, Vektoren in V. Falls m > n, sind w, ..., w,, linear abhdngig.

Beweis. Es seien wy, ..., w, die ersten n Vektoren von wy, ..., w,,. Wenn wy, ..., w,
linear abhéngig sind, dann nach Proposition 3.2.6 sind auch wy,...,w,, linear ab-
hangig und wir kénnen den Beweis schlieen. Also nehmen wir an, dass wy,...,w,
linear unabhangig sind. Um die Behauptung zu beweisen, geniigt es zu beweisen,
dass spang{wi, ..., w,} = V. In der Tat, in diesem Fall haben wir

Wy, = QW1 + + - - + QW ,

und die Gleichung aywy + - - - + awy, + 0wy, 1 + - - - + 0wy, 1 — w,, = 0 hat eine nicht
triviale Losung (der Koeffizient von w,, ist gleich —1), und wy, ..., w,, sind linear
abhangig. Im Folgenden beweisen wir, dass

spang{wy, ..., w,} = V. (3.2.5)
Nach Voraussetzung spang{v,...,v,} =V, also existieren ky, ..., k,, sodass
wy = kv + -+ ko

Weil wir angenommen haben, dass wy, ..., w, linear unabhéngig sind, w; # 0 (Fra-
gen und Vertiefungen 3.2.2; 2.), konnen nicht alle Koeffizienten ki, . .., k, Null sein.
Nehmen wir an, dass k; # 0 und erhalten

V1 = kl_l(wl — ]{?21}2 — = ]{van)
Deshalb vy € spang{w;,va,...,v,}. Weil v, ..., v, € spang{wy,vs,...,v,}, erhal-
ten wir, dass spang{vi,ve,...,v,} C spang{w;,vs,...,v,}. Nach Voraussetzung

spang{vy, vg, ..., v, } =V (Fragen und Vertiefungen 3.2.2, 3.), also

spang {w,ve, ..., v} =V . (3.2.6)
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Jetzt beweisen wir, dass

spang{wy, ..., Ws, Vsy1,..., 0, =V firein 1<s<n-1—=

spang {wy, ..., Ws, Wsi1, Vsi2y .., Un} =V, (3.2.7)

und die Behauptung (3.2.5) folgt nach Induktion; (3.2.6) ist genau der Induktions-
anfang und (3.2.7) der Induktionsschritt.

Angenommen, dass spang{wi, ..., Ws, Vsi1,...,0, =V fiirein 1 <s <n-—1,
existieren hy, ..., hs, hsy1, ..., hy, sodass

Ws41 = hlwl + - F hsws + hs+lvs+1 + hs+2vs+2 + -+ hnvn .

Weil wy, ..., w, nach Voraussetzung linear unabhéngig sind, miissen, nach Propo-
sition 3.2.6, die Vektoren wy, ..., ws, w1 linear unabhéngig sein. Also muss einer
der Koeffizienten hgy 1, hsio, ..., h, ungleich Null sein (sonst hatten wir

1-wsyr — (hqwy + -+ + hsws) = 0). Wir kénnen annehmen, dass hgyq # 0, und
erhalten, dass

-1
Vs+1 = h5+1(ws+1 - hlU)l - h'sws - h5+2U5+2 - hnvn) .
Deshalb erhalten wir, dass vs1; € spang{ws, ..., Ws, Wsi1,Vsi2,--.,0,}. Da jeder
Vektor in {wy, ..., ws, Vsi1, ..., v, } ein Element in spang {wy, . .., ws, Wsi1, Vsya, ..., Un}

ist, erhalten wir, dass
V = spang{wy, ..., Ws, Vst1,...,0n} C spang{wsy, ..., Ws, Wsi1,Vs12,..,Vn}
und (3.2.7) folgt. O
Als Folgerung erhalten wir:

Korollar 3.2.8

Es seien {vy,...,v,} und {wy,...,w,} zwei Basen eines Vektorraums V. Dann
n=m.

Beweis. Weil {vy,...,v,} eine Basis ist, erzeugen die Vektoren vy, ..., v, den Vek-
torraum V. Weil {wy,...,w,,} eine Basis ist, sind die Vektoren wy, ..., w,, linear
unabhangig. Also impliziert Satz 3.2.7, dass m < n. Mit derselben Methode kénnen
wir beweisen, dass n < m, und die Behauptung folgt. O
Vorlesung 13 - 01.12.2016

Dieses Korollar erlaubt uns, folgende Definition zu geben:
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Definition 3.2.7 « Essei V ein Vektorraum, der eine endliche Basis {vy, ..., v,}
besitzt. Dann nennen wir n die Dimension von V und bezeichnen sie mit

« Essei V = {0}, dann setzen wir dimg (V') = 0.
o Falls V # {0} keine endliche Basis besitzt, setzen wir dimg (V') = oo.

Beispiel 3.2.6 ¢ Es sei K* = {(ky,...,k,) | k; € K} und eq,...,¢e, wie in
Beispiel 3.2.3. Weil {ey,...,e,} eine Basis von K" ist, erhalten wir, dass
dimg (K™) = n. Bemerken Sie, dass

(kl,...,kn):k1€1—|—"‘+kn€n.

Deshalb sind die Koeffizienten des Vektors (ki,...,k,) beziglich der Basis
{e1,...,en} genau die Komponenten &y, . .., k,. Wir nennen die Basis {e, ..., e,}
die kanonische Basis von K.

o Der K-Vektorraum aller Matrizen M,, ,(K) hat Dimension m - n. In der Tat
ist eine Basis gegeben durch die Matrizen {Azj}1<z<m, wobei der Koeffizient
1<5<n

apr, von A;; ist gleich 1 falls h =7 und k = j, und Null falls h # i oder k # j,
und
Mpyn(K) 3 A= (a;)1<i<m = Z aiAij .
Isisn 1<i<m
1<j<n
 Der Vektorraum K[z| besitzt keine endliche Basis (Sehen Sie Bemerkung 3.2.2),
also dimg (K[z]) = oco. Der (Unter)Vektorraum K[z], der Polynome, deren
Grad hochstens n € N ist, hat Dimension n (Ubung).

Proposition 3.2.9

Es sei V' ein Vektorraum, mit dimg (V) = n. Wenn vy, ..., v, € V linear unabhdingig
sind, dann ist {vq,...,v,} eine Basis von V.

Beweis. Wir sollen nur beweisen, dass spang{vi,...,v,} = V. Es sei v € V ein
beliebiger Vektor. Nach dem Satz 3.2.7 und nach dimg (V) = n haben wir, dass
v1,...,Upn, v linear abhéngig sind. Also existieren ki, ..., k,, k € K, nicht alle Null,
sodass

k1U1+"'+kn'Un+k'U:0

Weil nach Voraussetzung vy, ..., v, linear unabhangig sind, muss der Koeffizient k
nicht Null sein, also

v="k Y~k — - —kyv,) € spang{vi,...,v.}.

Weil v beliebig ist, erhalten wir, dass spang{vy,...,v,} = V. ]
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Proposition 3.2.10 (Basisergidnzung)

FEs sei V' ein Vektorraum, mit dimg (V') =n. Wenn vy, ..., v € V linear unabhdngig
sind, dann ezistieren Vi1, ...,v, € V, sodass {vi,..., Vg, Vg1, ..., U} eine Basis
15t.

Beweis. Nach dem Satz 3.2.7 und nach der Voraussetzung dimg (V') = n haben wir,
dass k < n. Wenn k = n, folgt die Behauptung nach Proposition 3.2.9.

Nehmen wir an, dass k < n. Bemerken wir, dass {vy,...,v;} kein Erzeugen-
densystem sein kann, sonst wiirden wir eine Basis mit & < n Elementen erhalten
und das ist ein Widerspruch (Sehen Sie Korollar 3.2.8). Deshalb konnen wir einen
Vektor vy, € V finden, der nicht in spang{vy,..., vz} ist. Wir wollen beweisen,
dass vy, ..., U, Uk41 linear unabhangig sind. Nehmen wir

hivy + - -+ + hgvg + hgr1verr = 0.

Bemerken wir, dass hgy1 = 0. In der Tat, falls hy; # 0, dann kénnten wir v als
Linearkombination von vy, ..., v, schreiben:

Vi1 = h];il(—hl’l)l — s — hkvk)

und wiirden einen Widerspruch erhalten, weil vy ¢ spang{vy,...,v;}. Weil hy g =
0, miissen wir h; = ... = h; = 0 haben, weil vy, ..., v; linear unabhéngig sind. Also
haben wir bewiesen, dass vy, ..., vk, Vx4 linear unabhéngig sind. Falls &k + 1 = n,
nach Proposition 3.2.9 haben wir, dass {v1, ..., vk, vg41} eine Basis von V ist. Falls
k 4+ 1 < n kénnen wir den obigen Schritt wiederholen und einen Vektor vy,o ¢
spang{vy, ..., vk41} finden, sodass vq,...,Uk11, Uks2 linear unabhéngig sind. Falls
k 4+ 2 = n, Proposition 3.2.9 impliziert, dass {vq,...,vx12} eine Basis von V ist.
Andernfalls wiederholen wir den obigen Schritt (n — k)-Male, und finden n linear

unabhangige Vektoren vy, ..., v, die, nach Proposition 3.2.9, eine Basis sind.
m

3.2.3 Untervektorraume und Basen

Eine weitere Folgerung von Satz 3.2.7 ist

Korollar 3.2.11
Es sei V' ein K-Vektorraum, mit dimg(V) = n. Dann dimg(U) < n, fir jeden
Untervektorraum U C V.

Beweis. Zuerst nehmen wir an, dass dimg(U) < oo, und es sei {uy,...,u,} eine
Basis von U. Weil V' ein Erzeugendensystem mit n Elementen besitzt und weil
Uy, ..., Uy, linear unabhéngig sind, impliziert Satz 3.2.7, dass m = dimg(U) < n.
Was wir noch beweisen sollten ist, dass dimg (U) < oco. Wenn nicht, seien uy, ..., u,,
linear unabhéngige Vektoren. Unsere Voraussetzung (dimg(U) = oo) impliziert,
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dass spang{uq,...,u,} # U. Also kénnen wir einen Vektor w,,,; € U finden,
sodass U1 & spang{uy,...,u,} und sodass uy, ..., Up, Un1 linear unabhingig
sind (Sehen Sie den Beweis der Proposition 3.2.10). Durch Wiederholung dieses
Verfahrens konnten wir N linear unabhéangige Vektoren in U C V finden, fiir alle
N € N, und Satz 3.2.7 sagt uns, dass das ein Widerspruch ist. O

Es seien U und W zwei Untervektorraume eines Vektorraums V. Nach der
Definition folgt, dass der Schnitt UNW auch ein Vektorraum ist (Sehen Sie Definition
3.2.2). Bemerken Sie, dass der Schnitt immer eine nicht-leere Menge ist (weil 0 €
UNV). In Allgemeinen, gegeben sei eine Familie {U;};c; von Untervektorraumen
von V', der Schnitt N;¢;U; ist immer eine nicht-leere Menge und ein Untervektorraum
von V.

Die Vereinigung U U W von zwei (oder mehreren) Untervektorraumen U und
W ist nicht immer ein Untervektorraum. In der Tat, wenn v € U und w € W, ist
die Summe u+ w nicht unbedingt in UUW. Zum Beispiel, es seien u # 0 und w # 0
Vektoren in R3, mit w # Au fiir alle A € R (also, u und w sind nicht proportional).
Definieren wir U := spang{u} = {ku | k£ € R}; also ist U der Untervektorraum
aller Vektoren proportional zu u. Ahnlich sei W := spang{w} = {kw | k € R}, der
Vektorraum aller Vektoren proportional zu w. Weil u nicht proportional zu w ist
folgt, dass u 4+ w nicht proportional ist, weder zu u noch zu w, also u+w ¢ UUW.

Vorlesung 14 - 05.12.2016

Fragen und Vertiefungen 3.2.3
Es seien U und W zwei Untervektorraume eines Vektorraums V. Welche Bedingun-
gen iiber U und W implizieren, dass U U W ein Untervektorraum ist?

Gegeben zwei Untervektorraume U und W, definieren wir
U+W:={ut+w|uelU und weW}.
Bemerken Sie, dass fiir alle uy,us € U, wi,ws € W und k € K wir haben

(u1+w1)+(uQ+w2):(u1+uQ)+(w1+w2)€U+W

k(uy +wq) = kuy + kw, e U+ W,

also ist U+ W ein Untervektorraum. Wir nennen U+W die Summe zweier Untervek-
torrdume U und W. Bemerken Sie, dass UUW C U4+W,weilU 5 u =u+0 € U+W
und Wsw=04+welU+W.

Falls U N W = {0}, nennen wir U + W die direkte Summe von U und W und
wir bezeichnen diese Summe mit U @& W. Wir haben das folgende:
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Lemma 3.2.12
Zu jedem v € U & W, gibt es eindeutig bestimmte Vektoren uw € U und w € W mit
v=u-+w.

Beweis. Es seien uj,us € U und wy,wy € W, sodass v = u; + wy; = us + wy. Also
up — us = we —wy; € UNW. Weil dieser Schnitt gleich 0 ist, erhalten wir, dass
u; = Uy und wy = wy. O

Es seien U und W zwei K-Vektorraume. Das kartesische Produkt
UxW:={(u,w)|ueU und we W}

von U und W ist ein K-Vektorraum mit Addition und Skalarmultiplikation definiert
wie folgt:
(up,wy) + (ug + we) 1= (ug + ug, wy + woy)
k(uy,wy) := (kuq, kwy)

fir alle (uy, w), (ug,wy) € Ux W und k € K. Der Nullvektor ist natiirlich (O, Oy ),
wobei Oy der Nullvektor in U und Oy der Nullvektor in W ist.

Es seien U’ := {(u,0w) | v € U} C U x W und W' := {(Op,w) | w €
W} CUxW. Well jedes (u,w) € U x W gleich (u,0w) + (0y,w) ist und weil
U'NW' ={(0y,0w)} erhalten wir, dass

(3.2.8)

UxW=UaW.

Satz 3.2.13

Es seien U und W zwei Untervektorraume eines Vektorraums V', mit dimg (U) < oo
und dimg (W) < co. Dann haben die Untervektorraume UNW und U+ W endliche
Dimensionen, und die folgende Formel gilt:

dimg (U) + dimg (W) = dimg (U + W) + dimg (U N W). (3.2.9)
Falls U + W die direkte Summe von U und W ist, gilt
dimg (U) + dimg (W) = dimg (U + W). (3.2.10)
Formel (3.2.9) heiit die Grassmann Formel.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass die Dimension von U NW endlich ist, weil UNW
ein Untervektorraum von U ist, und die Behauptung folgt nach der Voraussetzung
dimg(U) < oo und Korollar 3.2.11. Es sei m := dimg(U N W). Wir haben zwei
Falle: m = 0 und m > 1. Der erste Fall ist eine Ubung. Wir beweisen den zweiten
Fall m > 1.

Es sei {by,...,b,} eine Basis von U N W. Nach Proposition 3.2.10 existieren
U, ..., us € Uund wy,...,w, € W, sodass {by,...,bn,u1,...,us} eine Basis von U
und {by, ..., by, w1,..., w} eine Basis von W ist. Wir bemerken, dass
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Also, um (3.2.9) zu beweisen, gentigt es zu beweisen, dass {by, ..., by, U1, ..., Us, W1, . ..

eine Basis von U + W ist. Insbesondere erhalten wir, dass dimg (U + W) < oo.
Es sei u 4+ w € U 4+ W. Dann existieren Koeffizienten

Q1yeey Quy By ooy B0y ooyl 71, - € K| sodass
u = by + -+ amby + frus + - + Bsus und
w= alby + -+ al by +wy + - 4+ pw,  also

u+w= (o +ay)b+-- 4 (m +ap,)bm + Srug + -+ + Beus+
YWy e YW

Wir konnen schlielen, dass spang{by, ..., bm,u, ..., us, wy,...,w} = U+ W. Was
wir noch beweisen sollen ist, dass die Vektoren by, ..., b, u1, ..., us, wq, ..., w; linear
unabhéngig sind.

Nehmen wir die Linearkombination

arby + - by + Brur 4+ -+ Beus + iws - Fpwe =0, (3.2.11)
also
ew ceunw eU

und die zweite Seite muss in U N W sein. Weil {by,...,b,,} eine Basis von U N W
ist, existieren 9y, ...,0,, € K, sodass

by + -+ amby + Srur + -+ Bsus = 0101 + -+ + 0ibyy,

also
(1 = 60)by + -+ + (@ — 0 )b + Brun + -+ - + Bsus = 0.
Weil {by,..., by, u1,...,us} eine Basis von U ist, erhalten wir, dass «; = §; fiir alle
i=1,...,mund 5 = ... = s = 0. Nach (3.2.11) haben wir, dass
a1b1+---—|—ambm+%w1—i—-~-—i—%wt =0.
Weil {by,...,bp, w1, ..., w} eine Basis von W ist, erhalten wir, dass a; = 0 fir
allei =1,...,mund 7; = 0 fir alle j = 1,...,¢. Also kénnen wir schlieflen, dass

alle Koeffizienten in (3.2.11) Null sind, deshalb ist {b1, ..., by, U1, ..., ug, w1y, ..., Wi}
eine Basis von U + WW.
]

Beispiel 3.2.7

Essei V=R3 und U = {(z,y,2) € R® |y =0} und W = {(z,y,2) € R?) | 2 = 0}.
Weil jede (z,v,2) gleich (z,0,2) + (0,y,0) ist, erhalten wir, dass U + W = R3.
Man kann nachpriifen, dass dimg(U) = dimg(W) = 2 und dimg(U N W) = 1, weil
UNW = {(x,0,0) | z € R}. Also ist R? keine direkte Summe von U und W, und
(3.2.9) gilt.

7wt}



