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0.1 Organisation
Auf Grund der SARS-CoV-2 Pandemie ist die Präsenzlehre für Analysis I im

Wintersemester 2020/21 bis auf weiteres ausgesetzt. Deshalb wird das Lehrangebot
online durchgeführt. Für diese Vorlesung sind folgende Maßnahmen geplant:

• Die erste Vorlesung findet online im Streaming als Webinar auf Zoom
statt und beginnt am 3. November 2020 um 8:00 Uhr.

• Bitte installieren Sie auf Ihrem Rechner das Programm Zoom. Sie brauchen
lediglich das Programm und keinen Account, um der Vorlesung zu folgen.
Hier kann man das Programm runterladen. Bitte treten Sie dem Zoom
Meeting mit ausgeschalteter Kamera und Mikrofon bei.

• Die folgenden Vorlesungen werden aufgezeichnet und auf der ILIAS-Website
verö�entlicht. Um auf die Inhalte von ILIAS zugreifen zu können, müssen Sie
sich auf ILIAS registrieren und einloggen (mit dem Benutzernamen und dem
Passwort, die Sie von der Universität erhalten haben). Jede Woche werden
die Vorlesungen zu Beginn der Woche verfügbar sein (z. B. werden die beiden
Lektionen der Woche A am Montag der Woche A in Videoform auf ILIAS
verfügbar sein).

• Für Informationen und Hausarbeiten:
www.silvia-sabatini.com/analysis1

• Sprechstunde während der Vorlesungszeit: nach Vereinbarung (bitte senden
Sie eine E-Mail an sabatini@math.uni-koeln.de, damit wir ein "Zoom-Meeting"
organisieren können)

• Zuständiger Assistent: Alexander Caviedes Castro (caviedes@math.uni-
koeln.de)

• Bitte verwenden Sie die E-Mail-Adresse analysis-sabatini@math.uni-koeln.de
für mathematische Fragen. Die Antworten werden Ihnen direkt von den As-
sistenten in Ihren Übungsklassen gegeben. Für dringendere und wichtigere
Fragen wenden Sie sich bitte direkt an sabatini@math.uni-koeln.de.
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0.2 Wie verwende ich diese Notizen?
Die Vorlesung von Analysis 1 ist nicht einfach, da viele schwierige Konzepte

in sehr kurzer Zeit eingeführt werden müssen, die von Mathematikern der letzten
Jahre über viele Jahre hinweg ausgearbeitet und eingeführt wurden.

In diesen Notizen habe ich versucht, diese Konzepte mit gebührender Vorsicht
und Präzision einzuführen und auch viele Beispiele und Übungen zu diskutieren, die
zum Verständnis beitragen sollen. Aber all dieses Material ist viel, und ich kann
das alles nicht in den Stunden diskutieren, die uns gegeben wurden (auch unter
Berücksichtigung der Tatsache, dass wir aufgrund von Covid zwei Wochen weniger
Unterricht haben). Also habe ich diese Notizen wie folgt organisiert:

• Da wir nicht die Zeit haben, alles, was ich hier geschrieben habe, zusammen
zu sehen, wird das wesentliche und notwendige Material für die Vorlesung in
den aufgezeichneten Vorlesungen behandelt, aus denen ich auch prägnantere
Notizen schreiben werde (die auf ILIAS verö�entlicht werden).
Dies gilt insbesondere für die Kapitel 1 und 2.

• Die neugierigsten Studierenden, die eine tiefere Einführung in Analysis 1 wün-
schen, haben die Möglichkeit, durch Lesen dieser Notizen mehr zu lernen.
Beachten Sie jedoch, dass, wie oft (zumindest für mich), die zu prägnante Be-
handlung schwieriger Konzepte viel weniger klar ist als die längeren! Wenn
es Ihre Zeit erlaubt, werden Sie alle aufgefordert, diese Notizen zu lesen.

• Bitte beachten Sie, dass insbesondere das in den Abschnitten 1.1.1 und
1.1.2 behandelte Material im Unterricht nicht behandelt wird, da Ihnen zu-
mindest das meiste davon bereits bekannt sein sollte und bereits im Vorkurs
besprochen wurde. Wenn Sie Lücken haben, können Sie diese beiden Ab-
schnitte bereits vor Beginn des Unterrichts (3. November) lesen.
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0.3 Einige nützliche Tipps zum Studium von Analysis 1 (und allen
mathematischen Fächern im Allgemeinen):

• Das Verständnis neuer und schwieriger Konzepte erfordert Zeit und Konzen-
tration. Ich rate Ihnen, Ihr Mobiltelefon während des Studiums auszuschalten
oder nicht anzusehen und sich nicht von den vielen Benachrichtigungen über
soziale Netzwerke stören zu lassen ...

• Wenn Sie verwirrt sind, ist das wahrscheinlich ein gutes Zeichen. Ein/e gute/r
Student/in stellt sich immer viele Fragen, und sie nicht zu haben oder zu
akzeptieren, was geschrieben steht, ist kein gutes Zeichen und bedeutet zu viel
Passivität. Ein wenig Verwirrung ist also willkommen, solange Sie sich die
richtige Zeit nehmen, um Ihre Ideen zu klären.

• Nochmal, seien Sie nicht passiv! Stellen Sie sich immer viele Fragen (und am
Anfang werde ich Sie dringend bitten, sie zu stellen). Wenn Sie Geschriebenes
"es folgt, dass ...", "und daher ..." finden, fragen Sie sich immer, ob Sie den
Grund für diese Konsequenz wirklich verstanden haben.

• Lösen Sie viele Übungen! Im Verlauf dieser Notizen gibt es viele Vorschläge.
Viele davon sind optional, einige werden jedoch in den Übungsblättern ver-
wendet. Wenn Sie Zeit haben und sich für dieses Thema begeistern, versuchen
Sie auch, andere zu lösen (z. B. aus anderen Übungsbüchern). Es ist eine
Möglichkeit, sich wirklich für dieses (schöne) Thema zu begeistern, und es
lässt Sie wirklich verstehen, was Sie verstanden haben und was Sie nicht ver-
standen haben.

• Das Lösen der Übungen kann lange dauern. Seien Sie also nicht überrascht,
wenn Sie nicht wissen, wie Sie sie sofort lösen können! Sie werden auf die
schwierigsten Übungen hingewiesen.

• Bitten Sie andere Kommilitonen (Kommilitoninnen), Assistenten oder mich
um Hilfe, wenn Sie genügend Zeit damit verbracht haben, über die Antworten
nachzudenken, nach denen Sie suchen.
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Warnung! Für einige Studierende scheinen die Konzepte, die in den nächsten
Abschnitten folgen, entweder trivial oder zu beschwerlich und verwickelt zu sein, um
intuitiv zutre�ende Konzepte auszudrücken. Die Intuition kann uns jedoch leicht
täuschen, und, ohne eine angemessene Formalisierung und Klärung grundlegender
Konzepte, bei noch komplexeren Konzepten verlässt sie uns langsam. Eine For-
malisierung ist dann notwendig, um zu vermeiden, Opfer subtiler Widersprüche zu
werden und in logische Fallen zu geraten. Wir müssen daher geduldig sein und nicht
alles für selbstverständlich halten, wie die Hausarbeiten verständlich machen sollten
...

1.1 Einige Grundbegri�e der Mengenlehre
Im Folgenden bezeichnen wir mit N die Menge der natürlichen Zahlen, die in-

tuitiv als {0, 1, 2, 3, . . .} definiert ist (aber formal definiert in Abschnitt 1.3).

In diesem Abschnitt werden einige Grundbegri�e des (definitiv nicht elementaren!)
Feldes der Mengenlehre und Logik besprochen.

1.1.1 Logik der Prädikate
Es sei P eine Aussage, nämlich ein Satz, der von keinen Variablen abhängt,

und dem wir einen Wert der Wahrheit zuschreiben können: wahr (W) oder falsch
(F). Zum Beispiel, "Köln ist eine schöne Stadt", oder "2 ist eine gerade Zahl" sind
Aussagen (die beide wahr sind?), aber "Willkommen in Köln" ist keine Aussage. In
der Mathematik werden nicht oft Aussagen verwendet, sondern Prädikate: sie sind
Sätze, die von einer oder mehreren Variablen (oder Argumenten) abhängen. Dann
kann man den Wert von Wahrheit zuordnen, oder annehmen. Tatsächlich sind die
Prädikate genau die "Sätze", die als Hypothesen und Thesen unserer Lemmas, Sätze
und Theoreme erscheinen. Zum Beispiel ist "2 ist eine gerade Zahl" kein Prädikat,
aber "n ist eine gerade Zahl" ist ein Prädikat. Im Folgenden werden wir Prädikate
einfach mit P, Q . . . bezeichnen (Manchmal muss jedoch angegeben werden, dass sie
beispielsweise von einer natürlichen Zahl n abhängen und in diesem Fall mit P (n)
bezeichnet werden.)

Es seien P und Q Prädikate. Ein oder mehrere Prädikate können durch die
folgenden Operationen geändert oder verbunden werden:

• ¬P , die Verneinung von P .

• P ‚ Q, nämlich P oder Q (auch beides gleichzeitig ist erlaubt).

• P · Q, nämlich P und Q.
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• P =∆ Q (der Folgepfeil) liest "P impliziert Q" oder "wenn P gilt, dann gilt
auch Q". Wenn zum Beispiel P die Aussage "n ist ein natürliches Vielfaches
von 4" ist, und Q die Aussage "n ist gerade", dann haben wir "P =∆ Q".
Es wird auch verwendet, um zu sagen, dass "Q eine notwendige Bedingung für
P ist" oder "P eine hinreichende Bedingung für Q ist". Im vorherigen Beispiel
erhalten wir die folgenden: "Es reicht aus, dass eine Zahl n ein Vielfaches von
4 ist, damit sie gerade ist" oder, "Eine Zahl n muss gerade sein, damit sie ein
Vielfaches von 4 ist".
Die Notation Q ≈ P bedeutet P ∆ Q.

• P ≈∆ Q lautet "P ist äquivalent zu Q" oder "P gilt genau dann, wenn Q
gilt". Die folgende Äquivalenz sollte an dieser Stelle klar sein (?):

(P … Q) ≈∆ ((P ∆ Q) · (Q ∆ P ))

Beachten Sie, dass "”= P ", "P ‚ Q", P · Q, P =∆ Q und P ≈∆ Q selbst neue
Prädikate sind.

Für diese neuen Prädikate hängt die Zuordnung des Wahrheitswertes von
dem Wahrheitswert ab, der den Komponentenprädikaten zugeschrieben wird. Zum
Beispiel, wenn wir annehmen, dass P falsch ist, impliziert dies, dass die Verneinung
von P , ¬P , als wahr angenommen wird und umgekehrt. Dies kann in der folgenden
Tabelle zusammengefasst werden:

P ¬P
W F
F W

Eine solche Tabelle heißt Wahrheitstabelle. Ähnlich haben wir

P Q P · Q P ‚ Q P =∆ Q P ≈∆ Q
W W W W W W
F W F W W F
W F F W F F
F F F F W W

Ich glaube, unsere Intuition lässt uns die Wahrheitstabellen für P · Q, P ‚ Q und
P ≈∆ Q akzeptieren. Aber was verwirrend sein kann, ist die Tabelle für P =∆

Q. Wie könnten wir sie erklären? Nehmen wir das folgende Beispiel: Es sei P das
Prädikat "Sie bekommen die Note 1", und Q "Ich schenke Ihnen eine Blume". Dann
ist "P =∆ Q" das Prädikat "Wenn Sie die Note 1 bekommen, schenke ich Ihnen
eine Blume."

Die Aussage ist wahr, wenn ich mein Versprechen halte, und falsch, wenn ich
es nicht halte.
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- Angenommen, es ist wahr, dass Sie die Note 1 bekommen und es wahr ist,
dass ich Ihnen eine Blume gebe. Da ich mein Versprechen gehalten habe, ist
die Implikation wahr. (Erste Zeile in der Tabelle.)

- Nehmen wir an, es ist wahr, dass Sie eine 1 bekommen, aber es ist falsch, dass
ich Ihnen eine Blume gebe. Da ich mein Versprechen nicht gehalten habe, ist
die Folgerung falsch. (Dritte Zeile)

- Und wenn es falsch ist, dass Sie eine 1 bekommen? Ob ich Ihnen eine Blume
gebe oder nicht, ich habe mein Versprechen nicht gebrochen. Die Implikation
kann also nicht falsch sein, also muss sie wahr sein. (Die zweite und vierte
Zeilen der Tabelle.)

Übung 1.1.1 (a) Was bedeutet der lateinische Ausdruck

"ex falso sequitur quodlibet"?

Und warum müssen wir diese lateinische Übung lösen?

(b) Prüfen Sie nach, dass die Wahrheitstabelle von "P =∆ Q" mit der von
"¬P ‚ Q" übereinstimmt. Dann erhalten wir

(P =∆ Q) ≈∆ ¬P ‚ Q.

(Überzeugen Sie sich mit dem vorherigen Beispiel dieser Äquivalenz.)
˝

Eine Tautologie ist ein Prädikat, das unabhängig vom Wahrheitswert der
Prädikate, aus denen es besteht, wahr ist. Zum Beispiel, nehmen wir das Prädikat
S definiert als

S := (P · (P =∆ Q)) =∆ Q.

(Das Symbol := bedeutet "definiert als") Wir wollen beweisen, dass dies eine Tau-
tologie ist, d.h. (das heißt), dass ihre Wahrheitstabelle immer wahr ist. Sie können
leicht nachprüfen, dass sie wie folgt ist:

P Q P =∆ Q P · (P =∆ Q) S
W W W W W
F W W F W
W F F F W
F F W F W

Wir können S folgendermaßen interpretieren: "Wenn P wahr ist und wir beweisen
wollen, dass Q wahr ist, dann gehen wir vor, indem wir beweisen, dass P =∆ Q
wahr ist."
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Übung 1.1.2
Beweisen Sie, dass die folgenden Prädikate Tautologien sind (und überzeugen Sie
sich selbst, dass es Sinn macht, dass es sich um Tautologien handelt!):

(a) "(P =∆ Q) ≈∆ (¬Q =∆ ¬P )"

(b) "P ‚ ¬P "

(c) "((P =∆ Q) · (Q =∆ R)) =∆ (P =∆ R)"

(d) "¬(P · ¬P )"

(e) "(¬(P ‚ Q)) ≈∆ (¬P · ¬Q)"

(f) "(¬(P · Q)) ≈∆ (¬P ‚ ¬Q)"

˝

Bemerkung 1.1.1
Die Tautologie (a) rechtfertigt die folgende Aussage: Wenn wir in der Hypothese,

dass P wahr ist, beweisen wollen, dass Q wahr ist, können wir äquivalent beweisen,
dass "¬Q =∆ ¬P ". ˚

1.1.2 Quantoren (oder Quantifikatoren)
Es sei P (x) ein Prädikat, das von einer Variablen x abhängt. Mit der Hilfe

des Existenzquantors (oder Existenzialquantifikators) "÷" und des Allquantors (oder
Universalquantors) ’ kann man neue Prädikate bilden:

• ÷ liest "existiert (mindestens ein)". Zum Beispiel, gegeben P (n) :="n œ N
ist eine Primzahl", das neue Prädikat E(n) :="÷n : P (n)" liest "Es existiert
(mindestens ein) n, sodass n eine Primzahl ist". Wir wissen (?), dass E(n)
wahr ist.

• ’ liest ""für alle/jedes". Zum Beispiel, das Prädikat A(n) :="’n : P (n)" liest
"für alle n (oder für jedes n), ist n eine Primzahl". Wir wissen (?), dass A(n)
falsch ist.

Falls P von zwei Variablen abhängt, dann kann man Spaß haben, neue Prädikate
zu bilden.

Beispiel 1.1.1
Es sei P (x, y) das Prädikat "der/die Studierende x liest das Buch der Analysis I (das
heißt) y". Dann

(a) ÷x : P (x, y) bedeutet, dass “es eine/n Studierende/n x gibt, die/der das Buch
y liest”.



10 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

(b) ’x : P (x, y) bedeutet “alle Studierenden lesen das Buch y”.

(c) ’y, ÷x : P (x, y) bedeutet, dass es “für jedes Buch y eine/n Studierende/n x
gibt, die/der das Buch y liest”.

(d) ÷x, ’y : P (x, y) bedeutet, dass “es eine/n Studierende/n gibt, die/der alle
Bücher der Analysis I liest”

(e) ...

Bemerken Sie, dass (c) und (d) sehr unterschiedlich sind, selbst wenn ich nur die
Ordnung der Quantoren getauscht habe! ˙

Übung 1.1.3
Verwenden Sie im vorherigen Beispiel die Quantoren ÷ und ’, um das optimistischste
und realistischste Prädikat zu erstellen. ˝

Es gibt eine wichtige Beziehung zwischen den Quantoren ÷ und ’, und der
Verneinung ¬. Nehmen wir das folgende Prädikat "Nicht alle (mathematischen)
Erklärungen sind klar" (das leider manchmal wahr ist). Wir können es so formal-
isieren: Es sei P (x) :="x ist eine (mathematische) Erklärung" und Q(x) :="x ist
klar". Dann ist das obige Prädikat genau

¬(’x : P (x) =∆ Q(x)).

Wir können auch sagen, dass dies gleichbedeutend mit dem Prädikat "es gibt (min-
destens...) eine mathematische Erklärung, die nicht klar ist" ist, die so formalisiert
werden kann:

“÷x : ¬(P (x) =∆ Q(x))” oder (Schauen Sie sich Übung 1.1.1 an) “÷x : P (x)·¬Q(x)”.

Dieses Beispiel zeigt (beweist aber formal nicht ...), dass die folgenden Äquivalenzen
gelten:

“¬(’x : A(x))” ≈∆ “÷x : ¬A(x)”, (1.1.1)
und ähnlich

“¬(÷x : A(x))” ≈∆ “’x : ¬A(x)”. (1.1.2)
Wenn wir beweisen wollen, dass eine bestimmte Eigenschaft A(x) nicht für jedes
x gilt (linke Seite der Äquivalenz (1.1.1)), müssen wir ein “spezielles” Element x
finden, so dass A(x) nicht wahr ist (rechte Seite der Äquivalenz (1.1.1)): Dieses
“spezielle” Element wird als Gegenbeispiel bezeichnet. Wenn Sie beispielsweise in
einer Übung aufgefordert werden, zu beweisen, dass eine bestimmte Aussage falsch
ist, müssen Sie nur1 ein Gegenbeispiel zu dieser Aussage finden. Außerdem wird
Ihnen manchmal nicht mitgeteilt, ob eine Aussage wahr oder falsch ist. Wenn Sie

1
Aber manchmal ist die Suche nach Gegenbeispielen wirklich nicht trivial...
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das Gefühl haben, dass es wahr ist, müssen Sie einen (direkten oder Widerspruch)
Beweis finden, und wenn Sie das Gefühl haben, dass es falsch ist, müssen Sie ein
Gegenbeispiel finden.

Vorlesung 1 -

1.1.3 Mengenlehre
Wie definiert man eine Menge? Die Definition, die Cantor in 1895 gegeben

hatte,2 ist die folgende:

Unter einer “Menge” verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens

(welche die “Elemente” von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Wenn es die Situation erlaubt, werden oft Mengen mit einem Großbuchstaben beze-
ichnet, während ihre Elemente mit Kleinbuchstaben3. Zum Beispiel kann das Al-
phabet als die Menge A definiert werden, deren Elemente {a, b, c, . . .} sind. Wir
müssen beachten, dass es einen Unterschied zwischen a und {a} gibt, da letzterer
eine Menge bezeichnet, deren einziges Element a ist, daher a œ {a}.

Nachfolgend schreiben wir eine Liste von Definitionen, die irgendwie schon
bekannt sein sollten:

• ÿ ist die leere Menge, nämlich die Menge, die keine Elemente enthält.

• “œ”: Um zu sagen, dass ein Element zu einer Menge gehört, verwenden wir
das Symbol œ ("gehört"); Zum Beispiel im vorherigen Beispiel, a œ A. Wir
werden das Symbol /œ verwenden, um anzuzeigen, dass sich ein Element nicht
in A befindet. Wenn beispielsweise A das italienische Alphabet bezeichnet,
dann x /œ A.

• “™,(”: Es seien A und B zwei Mengen. Dann, falls jedes Element von A auch
ein Element von B ist, nennt man A eine Teilmenge von B. In Symbolen

A ™ B : ≈∆ (’x œ A =∆ x œ B)

(Das Symbol : ≈∆ bedeuet, dass die linke Beziehung durch die rechte
Beziehung definiert wird.)

2
Cantor, Beiträge zur Begründung der transfiniten Mengenlehre, Mathematische Annalen 46

(1895)
3
Es ist eine allgemein anerkannte Regel in der Mathematik, dass Objekte mit unterschiedlichen

Rollen auf unterschiedliche Weise bezeichnet werden sollten. Zum Beispiel würde es ein Math-

ematiker verwirrend finden, eine Menge mit X und eines ihrer Elemente mit Y zu bezeichnen...
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Beachten Sie, dass mit der Notation A ™ B nicht ausgeschlossen ist, dass die
Mengen A und B dieselben sind, in Symbolen A = B. Genau definiert, wir
haben

A = B :… ((A ™ B) · (B ™ A)) ≈∆ (x œ A ≈∆ x œ B).

Außerdem gilt für jede Menge A, dass ÿ ™ A und A ™ A.
Die Notation A ( B bedeutet, dass

(A ™ B) · (A ”= B) ≈∆ (A ™ B) · (÷x œ B : x /œ A)

. Die Teilmengen von B, die A ( B ausfüllen, werden echte Teilmengen (von
B) genannt.
Endlich haben wir, dass

B ´ A : ≈∆ A ™ B und B ) A : ≈∆ A ( B.

Warnung! Einige Autoren verwenden das Symbol µ anstelle von (. Über-
prüfen Sie immer die Definitionen dieses Symbols, um Verwirrung zu vermei-
den.

• “fi”: Es seien A und B zwei Mengen. Dann die Vereinigung (oder Vereini-
gungsmenge) von A und B ist die Menge, die mit AfiB bezeichnet wird, deren
Elemente zu mindestens einer der beiden Mengen gehören. In Symbolen:

A fi B := {x | (x œ A) ‚ (x œ B)}.

(Die rechte Seite lautet:“die Menge der Elemente x sodass (Symbol |) x ist in
A oder x ist in B’.’)
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Die vorherige Definition kann auf diese Weise verallgemeinert werden. Sei �
eine Indexmenge, nämlich eine nicht leere Menge, deren Elemente zum In-
dizieren einer Mengenfamilie4

{A⁄, ⁄ œ �} verwendet werden. Dies heißt, dass
wir für jedes ⁄ œ � eine Menge A⁄ erhalten. Zum Beispiel, falls � = {1, 2},
dann erhalten wir {A1, A2}, eine Mengenfamilie mit zwei Mengen; falls � = N
die Mengenfamilie {A1, A2, A3, . . .} enthält unendliche viele Mengen5. Dann
kann man die folgende Vereinigung definieren:

€

⁄œ�

A⁄ := {x | ÷⁄ œ � : x œ A⁄}.

(Das Symbol “ : ” hier oben lautet “mit”.)

• “fl”. Es seien A und B zwei Mengen. Dann der Schnitt (oder die Schnittmenge)
von A und B ist die Menge, die mit A fl B bezeichnet wird, deren Elemente
zu beiden Mengen gehören. In Symbolen:

A fl B := {x | (x œ A) · (x œ B)}.

Natürlich, für eine Indexmenge � und eine Mengenfamilie {A⁄, ⁄ œ �}, können
wir die Schnittmenge der Familie so definieren:

‹

⁄œ�

A⁄ := {x | ’⁄ œ � : x œ A⁄}.

• Die Di�erenz (oder Di�erenzmenge) von A und B wird mit A \ B bezeichnet,
und ist durch

A \ B := {x | x œ A · x /œ B}

definiert.
4
Eine Mengenfamilie ist eine Menge, deren Elemente noch Mengen sind.

5
Die Indexmenge kann aber auch nicht “diskret" sein, was auch immer diskret bedeutet ...
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• Die symmetrische Di�erenz von A und B wird mit A—B bezeichnet, und ist
durch

A—B := (A \ B) fi (B \ A)
definiert.

• Komplement: Es sei A eine Teilmenge von U . Dann ist das Komplement
von A in U die Menge U \ A. Wenn es klar ist, was die Menge U ist (zum
Beispiel, man arbeitet immer mit Teilmengen von einer Menge U) dann wird
das Komplement von A mit AC bezeichnet.

• Die Potenzmenge einer Menge A ist die Menge aller Teilmengen von A, und
wird mit P(A) bezeichnet. Zum Beispiel, ist A = ÿ, dann P(ÿ) = {ÿ}, d.h.
die Potenzmenge der leeren Menge ist eine Menge, die nicht leer ist, und die
genau ein Element enthält.

• Das Kartesische Produkt von A und B, das mit A ◊ B bezeichnet wird, ist
die Menge aller geordneten Paare, deren erstes Element in A liegt, und deren
zweites Element in B. Formal definiert haben wir

A ◊ B := {(a, b) | (a œ A) · (b œ B)}.

Vor den Übungen schließen wir das Kapitel mit einer wichtigen Definition.

Definition 1.1.1
Gegeben eine nicht leere Menge G, eine zweistellige (oder binäre) Verknüp-

fung (oder Operation) ist eine Abbildung ú : G ◊ G æ G, nämlich, für jedes
Paar (g1, g2) œ G◊G, ordnet ú ein Element von G zu, das mit g1 úg2 bezeichnet
wird.

Eine solche zweistellige Verknüpfung heißt:

• associativ, falls

(g1 ú g2) ú g3 = g1 ú (g2 ú g3) für alle g1, g2, g3 œ G;
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• kommutativ, falls

g1 ú g2 = g2 ú g1 für alle g1, g2 œ G;

• Gegeben eine zweite Verknüpfung ¶ : G◊G æ G, dann heißt die Verknüp-
fung ú distributiv über ¶, falls

g1 ú (g2 ¶ g3) = (g1 ú g2) ¶ (g1 ú g3) .

Übung 1.1.4 • Beweisen Sie, dass die Assoziativität einer Verknüpfung es uns
erlaubt, die Verknüpfung von drei Elementen g1 ú g2 ú g3 zu definieren. Wie?

• In den vorherigen Definitionen, es sei U eine nicht leere Menge, und für G =
P(U) haben wir die folgenden Verknüpfungen definiert: fi, fl, \, —. Machen
die folgenden Symbole Sinn? Und wenn Ja, wie sind sie definiert? (Hier sind
A, B, C œ P(U))

A fi B fi C, A fl B fl C, A \ B \ C, A—B—C

• Es sei m = 10000, n = 2 und r = 1. Macht dieses Symbol

m ≠ n ≠ r

Sinn?
˝

Übung 1.1.5
Es seien A, B und C beliebige Teilmengen einer nicht leeren Menge U . Beweisen

Sie, dass die folgenden Gleichungen gelten:

(a) A fi A = A und A fl A = A (Idempotenz)

(b) A fi B = B fi A und A fl B = B fl A (Kommutativität)

(c) A fi (B fl C) = (A fi B) fl (A fi C) und A fl (B fi C) = (A fl B) fi (A fl C)
(Distributivität)

(d) A fi (A fl B) = A und A fl (A fi B) = A

(e) A ™ B ≈∆ (A fi B = B) und A ´ B ≈∆ (A fl B = B)

(f) (AC)C = A

(g) (A fi B)C = AC
fl BC und (A fl B)C = AC

fi BC

Die Gleichungen in (g) sind als de-morgansche Gesetze bekannt. Haben Sie so etwas
schon einmal gesehen?... ˝
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Übung 1.1.6
(Naivität vs Formalität...) Es sei I die “Menge aller Mengen" (in vielen Zitaten...).
Dann ist I œ I (das ist schon an sich sehr verwirrend...) und definieren wir

R = {x œ I | x /œ x}.

Da RfiRC = I und RflRC = ÿ, wir sollten haben, dass entweder R œ R oder R /œ R.
Welche der beiden gilt?

˝
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1.2 Relationen und Abbildungen

Definition 1.2.1
Seien X und Y nicht leere Mengen. Eine (zweistellige) Relation zwischen X
und Y ist eine Teilmenge R von X ◊ Y . Gilt X = Y , so heißt R Relation auf
X.

Wenn (x, y) œ R ist, sagen wir, dass x mit y zusammenhängt. Zum Beispiel, die
Gleichheitsrelation “ = ” auf X sagt, dass x mit y zusammenhängt genau dann,
wenn x = y. Oder, es sei X die Menge der Punkte in der Ebene, und Y die
Menge der Geraden in der Ebene. Dann ist eine Relation R zwischen X und Y :
(x, r) œ R : ≈∆ x œ r, nämlich genau dann, wenn der Punkt x der Gerade r
gehört.

Im Folgenden werden wir noch viele Beispiele von Relationen sehen.

Definition 1.2.2
Es seien X und Y nicht leere Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f : X æ

Y ist eine Relation R, die an jedem Element x von X genau ein Element y von
Y assoziiert. In diesem Fall nennen wir y das Bild von x und bezeichnen es
durch y = f(x). Endlich, um zu sagen, dass x auf y abgebildet ist, verwenden
wir das Symbol x ‘æ y.

Also, falls R eine Funktion ist, dann:

• gibt es für alle x œ X ein y œ Y , sodass (x, y) œ R, und

• falls (x, y1) und (x, y2) R gehören, dann ist y1 = y2.

Der Graph von f ist die Teilmenge von X ◊ Y , die so definiert wird

Graph(f) := {(x, y) œ X ◊ Y | y = f(x)}.

Bemerken Sie, dass falls (x, y1) œ Graph(f) und (x, y2) œ Graph(f), dann muss
y1 = y2 sein.

Gegeben eine Funktion f : X æ Y , die Menge X heißt die Definitionsmenge
(oder Definitionsbereich) und Y die Zielmenge (oder Wertebereich) von f . Die
Bildmenge f(X) ist die Teilmenge von Y , die auf Bildern von f besteht, oder mit
Symbolen

f(X) := {y œ Y | ÷x œ X : y = f(x)}.

Falls f(X) eine Menge mit genau einem Element ist, dann sagen wir, dass f konstant
ist. Darüber hinaus, es seien A ™ X und B ™ Y , dann werden wir definieren

f(A) := {y œ Y | ÷x œ A : f(x) = y}
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und
f≠1(B) := {x œ X | f(x) œ B} .

Im folgenden nehmen wir an, dass wir schon wissen, was die reellen Zahlen
sind6 (die Sie intuitiv, aber nicht formal, in der Schule eingeführt haben), und was die
folgenden Symbole <, Æ, >, Ø bedeuten. Die Menge der reellen Zahlen wird durch
R bezeichnet, und durch [a, b] (bzw.7 (a, b)) bezeichnen wir {x œ R | a Æ x Æ b}
(bzw. {x œ R | a < x < b}), wobei a, b œ R. Außerdem sei (≠Œ, a] die Teilmenge
{x œ R | x Æ a} (bzw. (≠Œ, a) die Teilmenge {x œ R | x < a}), mit a œ R, und
[b, Œ) (bzw. (b, Œ)) die Teilmenge {x œ R | x Ø b} (bzw. {x œ R | x > b}), mit
b œ R.

Beispiel 1.2.1
Die folgenden sind Beispiele einer Funktion f : X æ Y , wobei X und Y Teilmengen

von R sind:

(a) f : R æ R, f(x) = x2,

(b) g : [0, 1] æ R, g(x) = x2,

(c) h : R æ R, h(x) = sin(x)

Die Definitionsmengen und Zielmengen sind schon oben geschrieben. Außerdem ist
in (a) das Bild von f gegeben durch f(R) = [0, Œ), in (b) durch g([0, 1]) = [0, 1]
und in (c) durch h(R) = [≠1, 1]. ˙

Bemerken Sie, dass falls X ™ R und Y ™ R, kann man den Graph von f auf der
kartesischen Ebene zeichnen. Was eine Funktion auszeichnet, ist in diesem Fall, dass,
wenn wir den Graphen von f mit einer vertikalen Linie {(x, y) œ R ◊ R | x = x0}

schneiden, dann erhalten wir entweder die leere Menge (genau wenn x0 nicht zur
Definitionsmenge gehört), oder eine Menge mit nur einem Punkt {(x0, f(x0))}.

Wann sind zwei Funktionen gleich? Zwei Funktionen sind gleich, wenn die
Definitionsmengen und Zielmengen dieselben sind, und wenn die Regel, nach der
y mit x verknüpft ist, dieselbe ist. In Beispiel 1.2.1 ist die “Regel”, die f und g
beschreibt, dieselbe (“x ‘æ x2”). Aber, da die Definitionsmengen unterschiedlich
sind, sind die Funktionen f und g auch unterschiedlich. Das ist keine umständliche
Formalität: zum Beispiel, im Fall (a) ist f(R) unbegrenzt (die Bilder können so
groß sein, wie wir wollen), und g([0, 1]) ist begrenzt, d.h., für alle y œ g([0, 1]) gilt
0 Æ y Æ 1.

6
Aber sie werden formal in Kapitel 2 definiert

7
beziehungsweise
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1.2.1 Spezielle Funktionen und Verknüpfung zweier Funktionen
Es sei X Õ

™ X und f : X æ Y eine Funktion. Dann bezeichnen wir durch
f |XÕ : X Õ

æ Y die Einschränkung (oder Restriktion) von f auf X Õ, nämlich die
Funktion g : X Õ

æ Y , die auf X Õ mit X übereinstimmt.
Gegeben eine beliebige nicht leere Menge X, dann ist die Identität auf X die

Funktion, die so definiert wird: X : X æ X, X(x) = x für alle x œ X.

Definition 1.2.3
Eine Funktion f : X æ Y heißt injektiv, falls

’x1 œ X, ’x2 œ X : f(x1) = f(x2) =∆ x1 = x2 ; (1.2.1)

das heißt, dass verschiedene Elemente der Definitionsmenge verschiedene Bilder
haben müssen oder, mit anderen Worten,

’x1 œ X, ’x2 œ X sodass x1 ”= x2, ist f(x1) ”= f(x2). (1.2.2)

Übung 1.2.1
Überzeugen Sie sich selbst, dass die Bedingungen (1.2.1) und (1.2.2) tatsächlich
äquivalent sind. ˝

Wenn die Definitionsmenge und Zielmenge Teilmengen von R sind, um zu beweisen,
ob eine Funktion injektiv ist oder nicht, muss man eine Gleichung lösen und be-
weisen, dass es höchstens eine Lösung gibt.

Beispiel 1.2.2
In Beispiel 1.2.1 (a) müssen wir verstehen ob, gegeben y œ R (d.h., dass y ein

fester, beliebiger Wert in R ist), die Gleichung y = x2 höchstens eine Lösung hat.

• Falls y < 0 hat y = x2 keine Lösung.

• Falls y = 0 hat 0 = x2 genau eine Lösung, nämlich x = 0. Also, bis jetzt, kein
Widerspruch der Injektivität, aber...

• Falls y > 0 hat y = x2 zwei Lösungen, und zwar x1 = Ô
y und x2 = ≠

Ô
y.

Wir schließen, dass die Funktion f : R æ R gegeben durch f(x) = x2 nicht injektiv
ist. Aber bemerken Sie (oder prüfen Sie nach), dass die Funktion g in Beispiel 1.2.1
(b), g : [0, 1] æ R, g(x) = x2, injektiv ist und gilt, dass g = f |[0,1]. Also kann die
Einschränkung einer nicht injektiven Funktion injektiv sein.

Da die Funktion h in Beispiel 1.2.1 (c) die Gleichung h(x) = sin(x) = sin(x +
2fi) = h(x + 2fi) für alle x œ R erfüllt, können wir schließen, dass h nicht injektiv
ist. Können Sie eine Teilmenge von R der Gestalt [a, b] finden, sodass h|[a,b] injektiv
ist? ˙
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Falls X, Y ™ R können wir die Injektivität einer Funktion f : X æ Y mit der
Hilfe ihrer Graphen erklären: Die horizontale Gerade {(x, y) œ R ◊ R | y = y0}

muss den Graph von f in höchstens einem Punkt schneiden. Bemerken Sie, dass
falls {(x, y) œ R ◊ R | y = y0} fl Graph(f) = ÿ, das heißt nur, dass y0 /œ f(X).

Definition 1.2.4
Eine Funktion f : X æ Y heißt surjektiv, falls

’y œ Y, ÷x œ X : y = f(x) (1.2.3)

oder, mit anderen Worten, falls f(X) = Y .

Bemerkung 1.2.1
Falls X, Y ™ R können wir die Surjektivität einer Funktion f : X æ Y so in-

terpretieren: die Gleichung y = f(x) hat immer (mindestens) eine Lösung. Mit
der Hilfe des Graphen von f , ist die Surjektivität äquivalent zu sagen, dass für alle
y0 œ Y die horizontale Gerade {(x, y) œ R◊R | y = y0} immer Graph(f) schneidet,
nämlich, dass {(x, y) œ R ◊ R | y = y0} fl Graph(f) ”= ÿ. Also:

Während die Injektivität eine Bedingung für die Einheitlichkeit einer Lösung ist
(wenn eine Lösung existiert), ist die Surjektivität eine Bedingung für ihre Existenz.

˚

Wenn eine Funktion f : X æ Y gegeben ist, kann man die Zielmenge immer ein-
schränken, um f surjektiv zu machen, nämlich man nimmt einfach f : X æ f(X).
Es könnte aber schwer sein, das Bild f(X) zu charakterisieren.

Definition 1.2.5
Eine Funktion f : X æ Y heißt bijektiv, falls sie injektiv und surjektiv ist.

Übung 1.2.2
In Beispiel 1.2.1 welche Funktionen sind bijektiv? Können Sie die Definitionsmenge
und Zielmenge einschränken, um sie bijektiv zu machen? ˝

Vorlesung 2 -

Gegeben eine bijektive Funktion f : X æ Y , für alle y0 œ Y gibt es ein x0 œ X
mit y0 = f(x0) (Surjektivität von f); darüber hinaus ist ein solches Element x0
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das einzige, das y0 = f(x0) erfüllt (Injektivität von f). Dann können wir eine neue
Funktion f≠1 : Y æ X definieren8, mit f≠1(y0) = x0, die die Umkehrfunktion
oder Inverse Funktion von f heißt.

Übung 1.2.3
Beweisen Sie, dass, gegeben eine bijektive Funktion f : X æ Y , die Umkehrfunk-

tion f≠1 : Y æ X auch bijektiv ist. Was ist (f≠1)≠1? ˝

Es seien nun f : X æ Z und g : W æ Y . Falls f(X) ™ W , ist f(x) in der
Definitionsmenge von g, für alle x œ X. Dann hat der folgende Ausdruck

g(f(x))

Sinn, und wir können die folgende Definition einführen:

Definition 1.2.6
Es seien f : X æ Z und g : W æ Y mit f(X) ™ W . Dann ist die Verknüp-

fung von f und g die Funktion g ¶ f : X æ Y , die gegeben durch

(g ¶ f)(x) := g(f(x)), für alle x œ X

ist.

Bemerken Sie, dass gegeben f : X æ Z und g : W æ Y die verknüpft werden
können, d.h. die Verknüpfung g ¶ f definiert werden kann, es kann sein, dass f ¶ g
keinen Sinn macht, und selbst wenn es Sinn macht, es kann sein, dass g ¶ f ”= f ¶ g
ist.

Übung 1.2.4
Können Sie zwei Funktionen f : X æ Z und g : W æ Y finden, sodass beide g ¶ f
und f ¶ g Sinn machen, aber mit g ¶ f ”= f ¶ g? ˝

Die folgenden Übungen sind sehr wichtig, und werden sehr wahrscheinlich in
Ihrer Hausaufgabe sein.

Übung 1.2.5
Es seien f : X æ Z und g : W æ Y Funktionen, die verknüpft werden können.

(a) Welche Bedingungen auf f und g sind notwendig (siehe Abschnitt 1.1.1), damit
g ¶ f injektiv ist?

(a’) Welche Bedingungen auf f und g sind hinreichend (siehe Abschnitt 1.1.1),
damit g ¶ f injektiv ist?

8
Warum? Was sind die Bedingungen, die eine Funktion definieren?
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(a”) Finden Sie Bedingungen auf f und g, die notwendig und hinreichend sind,
damit g ¶ f injektiv ist; nämlich, vervollständigen Sie den folgenden Satz:

g ¶ f ist injektiv genau dann, wenn f ... und g ... .

Wiederholen Sie die vorherige Übung (also, (a), (a’) und (a”)), nachdem Sie “injek-
tiv” durch “surjektiv” ersetzt haben. ˝

Übung 1.2.6
Beweisen Sie, dass f : X æ Y bijektiv ist genau dann, wenn es eine Funktion
g : Y æ X gibt, mit

g ¶ f = |X und f ¶ g = |Y .

Beweisen Sie, dass g genau die Inversefunktion f≠1 ist. ˝

1.2.2 Äquivalenzrelationen und Ordnungen
In der Mathematik werden verschiedene Objekte häufig in derselben “Äquiva-

lenzklasse” vereint, da es möglicherweise eine Operation, oder eine mathematische
Eigenschaft, gibt, die nicht vom aufgenommenen Objekt abhängt, sondern von der
Äquivalenzklasse, zu der es gehört. Nehmen wir ein Beispiel. Es seien G die Menge
der geraden Zahlen, G := {0, 2, 4, . . .} und U die Menge der ungeraden Zahlen,
U := {1, 3, 5, . . .}. Wir bemerken, dass die Summe zweier geraden Zahlen immer
gerade ist, unabhängig von den gewählten geraden Zahlen, und die Summe zweier
ungerader Zahlen immer gerade ist, usw. Dann können wir eine Addition auf der
Menge A := {G, U} definieren:

G + G := G G + U := U

U + G := U U + U := G.

Also, wir haben eine Partition (siehe Definition 1.2.8 hier unten) der Menge der
natürlichen Zahlen N definiert, N = G fi U ; Wir haben eine neue Menge A erstellt,
in der die Elemente der Partition G und U–die Mengen sind und Äquivalenzklassen
genannt werden – Elemente von A werden. Da die Operation + nicht vom Element
der Äquivalenzklasse abhängt, können wir die Operation + an A definieren.
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Kommen wir zur rigorosen Definition einer Äquivalenzrelation.

Definition 1.2.7
Es sei X eine nichtleere Menge, und R eine Relation auf X. Dann ist R eine

Äquivalenzrelation auf X, falls die folgenden Bedingungen erfüllt werden:

(i) für alle x œ X gilt: (x, x) œ R; (Reflexivität)

(ii) für alle x, y œ X gilt: (x, y) œ R =∆ (y, x) œ R; (Symmetrie)

(iii) für alle x, y, z œ X gilt: (x, y) œ R und (y, z) œ R =∆ (x, z) œ R;
(Transitivität).

Die Teilmenge [x] ™ X gegeben durch [x] := {y œ X | (x, y) œ R} wird
Äquivalenzklasse von x genannt.

Im Folgenden, falls R eine Äquivalenzrelation ist, und (x, y) œ R, schreiben wir
x ¥ y.

Bemerken Sie, dass im vorherigen X = N ist, und R die Relation:

(x, y) œ R, oder, x ¥ y ≈∆ x ≠ y = 2k ,

für ein k œ N (warum?). Darüber hinaus gibt es zwei verschiedene Äquivalenzklassen
G = [0] und U = [1], die disjunkt sind, und deren Vereinigung N gibt. Dies führt
zu folgendem Konzept:

Definition 1.2.8
Eine Partition einer Menge X ist eine Teilmenge P = {Xi}iœI der Potenz-

menge von X, wobei

• Xi ”= ÿ, für alle i œ I,

• fiiœIXi = X, und

• Xi fl Xj = ÿ, für alle i ”= j.

Zum Beispiel, gegeben X = {a, b, c}, die folgenden sind Beispiele von Partitionen
von X:

P = {{a}, {b, c}} oder P = {{a}, {b}, {c}}, oder P = {{a, b, c}}, usw.

Die nächste Übung ist wichtig

Übung 1.2.7
Die Menge aller verschiedenen Äquivalenzklassen ist eine Partition von X. ˝
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Definition 1.2.9
Gegeben eine Äquivalenzrelation R auf X, die Menge, deren Elemente die

Äquivalenzklassen von R sind, wird Quotientenmenge genannt, und wird mit
X/R bezeichnet.

Wie oben für die Addition zwischen geraden und ungeraden Zahlen erwähnt, kann
eine auf X definierte Operation “zum Quotienten übergehen”, in dem Sinne, dass es
aus der Operation auf X möglich ist, eine auf der Quotientenmenge zu definieren.
Wir werden viele Beispiele für diesen Prozess sehen.

Definition 1.2.10
Gegeben eine nicht leere Menge X, ist eine Ordnung auf X eine Relation O

auf X mit den folgenden Eigenschaften:

(i) für alle x œ X gilt: (x, x) œ O; (Reflexivität)

(ii) für alle x, y œ X gilt: (x, y) œ O und (y, x) œ O ≈∆ x = y; (Antisym-
metrie)

(iii) für alle x, y, z œ X gilt: (x, y) œ O und (y, z) œ O =∆ (x, z) œ O;
(Transitivität).

Falls für alle x, y œ X, entweder (x, y) œ O oder (y, x) œ O, dann sagen wir,
dass es eine totale Ordnung ist.

Wir werden das Symbol x ∞ y benutzen, um zu sagen, dass (x, y) œ O.
Wenn es nicht verwirrend ist, bezeichnen wir die Ordnung direkt mit ∞.

Beispiel 1.2.3
Zum Beispiel, es sei A eine nicht leere Menge und ∞ die Ordnung auf P(A) (die
Potenzmenge von A) die so definiert wird:

B ∞ C : ≈∆ B ™ C.

Dann können Sie leicht beweisen, dass “™” eine Ordnung ist. Ist im Allgemeinen
(d.h., ohne zusätzliche Bedingungen auf A) “™” eine totale Ordnung? ˙

Gegeben eine nicht leere Menge X, eine Ordnung O auf X und eine nicht leere
Teilmenge S auf X, können wir einfach die Ordnung ∞ auf S einschränken.

Definition 1.2.11 • Ein Element x œ X heißt obere Schranke von S wenn

s ∞ x für alle s œ S

gilt. Falls ein solches Element x existiert, heißt S nach oben beschränkt.
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• Ähnlich, falls es y œ X gibt, so dass

y ∞ s für alle s œ S

dann heißt y eine untere Schranke von S, und wir sagen, dass S nach
unten beschränkt ist.

• Eine Menge S heißt beschränkt, falls sie nach unten und oben beschränkt
ist.

Es sollte leicht sein, sich davon zu überzeugen, dass jede Teilmenge einer (nach
unten/nach oben) beschränkten Menge auch (nach unten/nach oben) beschränkt
ist.

Beispiel 1.2.4
Es sei A eine nicht leere Menge, und P(A) ihre Potenzmenge, zusammen mit der
Ordnung “ ™” auf P(A). Dann ist P(A) beschränkt, da ÿ œ P(A) eine untere
Schranke, und A œ P(A) eine obere Schranke sind.

Es sei nun A = {a, b, c, d}, und S die folgende Teilmenge von P(A), S :=
{{a, b}, {a, b, c}}. Da P(A) beschränkt ist, ist S auch beschränkt. In diesem Fall,
sind mögliche obere Schranken gegeben durch {a, b, c} oder {a, b, c, d}. Aber ist
{a, b, c} das einzige Element, das S gehört. Ähnlich finden Sie alle untere Schranken,
und bemerken Sie, dass es nur genau eine gibt, die S gehört. ˙

Das obige Beispiel führt zu der folgenden

Definition 1.2.12
Es sei X eine nicht leere Menge und ∞ eine Ordnung auf X. Dann ist ein

Element m ein Minimum (bzw. Maximum) von X, falls:

• m œ X, und

• m eine untere (bzw. obere) Schranke von X ist.

Wir werden in den folgenden Kapiteln sehen, dass ein Minimum (resp. Maximum)
nicht immer existiert, aber wenn es existiert, muss es eindeutig sein.

Lemma 1.2.1
Es sei X eine nicht leere Menge und ∞ eine Ordnung auf X. Wenn X ein Minimum

(resp. Maximum) besitzt, dann ist es eindeutig.

Beweis: Wir schreiben den Beweis für den Fall, in dem X ein Minimum m besitzt
(man kann diesen Beweis adaptieren, um den anderen Fall zu beweisen; wie?)

Nehmen wir an, dass X zwei Minima, m1 und m2, besitzt. Dann

(i) da m1 ein Minimum ist, haben wir m1 œ X und m1 ∞ x für alle x œ X;
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(ii) da m2 ein Minimum ist, haben wir m2 œ X und m2 ∞ x für alle x œ X;

Aus (i) erhalten wir dass, insbesondere, m1 ∞ m2 ist, und aus (ii), dass m2 ∞ m1

ist. Dann folgt aus der Antisymmetrie der Ordnung (siehe Definition 1.2.10 (ii)),
dass m1 = m2.

Definition 1.2.13
Es sei O eine Ordnung auf einer Menge X. Dann heißt O eine Wohlordnung,

falls jede nicht leere Teilmenge von X, mit der von X induzierten Ordnung, ein
Minimum besitzt.

Bemerkung 1.2.2
Bemerken Sie, dass eine Wohlordnung automatisch total ist. In der Tat, gegeben

die Teilmenge S := {x, y} ™ X, da wir angenommen haben, dass die Ordnung auf X
eine Wohlordnung ist, dann besitzt S ein Minimum. Das heißt, dass entweder x ∞ y
oder y ∞ x ist. Da x und y beliebige Elemente in X sind, können wir schließen, dass
die Ordnung total ist. ˚

Sobald wir die Mengen natürlicher, ganzer, rationaler und reeller Zahlen rigoros
eingeführt haben, werden wir viele weitere Beispiele für Ordnungen haben, von
denen wir uns fragen können, ob sie total oder Wohlordnungen sind.
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1.3 Die natürlichen Zahlen
Wie bereits erwähnt, möchten wir in diesem ersten Kapitel formell Begri�e

definieren, die wir “anwenden” werden, wie z. B. natürliche Zahlen, und mit denen
wir formal algebraische Operationen ausführen können. Wir werden bald erkennen,
dass es jedoch einen großen Unterschied gibt zwischen: dem Wissen, wie einige
Objekte formal verwendet werden (Zahlen und ihre Operationen) und dem Wissen,
wie man sie definiert. Wenn dieser Abschnitt Sie verwirrt, ist das ein gutes Zeichen!

1.3.1 Mächtigkeit (oder Kardinalität) einer Menge
In diesem ersten Abschnitt geben wir eine Definition der natürlichen Zahlen

mit der Hilfe der Mengentheorie, die wir schon eingeführt haben. Zunächst müssen
wir ein wichtiges Konzept einführen.

Definition 1.3.1
Es seien A und B Mengen. Falls A = B = ÿ, oder falls A und B nichtleere

Mengen sind und es eine bijektion f : A æ B gibt, dann sagen wir, dass die zwei
Mengen gleichmächtig sind. In Symbolen schreiben wir A ≥ B.

Übung 1.3.1
Beweisen Sie, dass für alle nicht leeren Mengen A, B und C die folgenden Eigen-
schaften gelten:

• A ≥ A;

• Falls A ≥ B dann B ≥ A; (Hinweis: Benutzen Sie Übung 1.2.3)

• Falls A ≥ B und B ≥ C, dann A ≥ C. (Hinweis: Benutzen Sie Übung 1.2.5).

˝

Definition 1.3.2
Die Mächtigkeit (oder Kardinalität) einer Menge A ist die Familie von

Mengen, die zu A gleichmächtig sind, und wird durch |A| bezeichnet.
Falls es eine injektive Abbildung f : A æ B gibt, schreiben wir, dass

|A| Æ |B|.

Im nächsten Abschnitt werden wir dieses neue Konzept, das von der Mengentheorie
kommt, benutzen, um die natürlichen Zahlen zu definieren.
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1.3.2 Definition der Menge der natürlichen Zahlen N
Zuerst definieren wir

0 := |ÿ|.

Bemerken Sie, dass bis jetzt “0” nur ein Symbol ist. Um die anderen natürlichen
Zahlen zu definieren, brauchen wir den Begri� von “nachfolgender Menge”: Gegeben
eine Menge A, werden wir mit A+ die Menge bezeichnen, deren Elemente die Ele-
mente von A und die Menge A selbst sind. Mit Symbolen:

A+ := A fi {A}

Zum Beispiel, falls A = {a, b, c}, dann wäre A+ die Menge {a, b, c, {a, b, c}} (deshalb,
da intuitiv A drei Elemente hat, dann hat A+ vier Elemente, a, b, c und {a, b, c}.
Also {a, b, c} œ A+). Dann können wir die natürlichen Zahlen als die Mächtigkeit
der nachfolgenden Mengen, die von ÿ gebildet werden, definieren:

0 := |ÿ|, 1 := |ÿ
+

| = |{ÿ}|, 2 := |{ÿ}
+

| = |{ÿ, {ÿ}}|, 3 := |{ÿ, {ÿ}}
+

| = ...

und so weiter (usw). Die Menge dieser (unendlichen...) Mächtigkeiten wird mit N
bezeichnet, und deren Elemente werden natürliche Zahlen genannt. Ein beliebiges
Element von N wird oft mit n, oder m, bezeichnet.

Noch eine Notation: gegeben die natürliche Zahl n = |A|, wobei A der Gestalt
{ÿ, {ÿ}, . . .} ist, bezeichnen wir mit n+ die Mächtigkeit von A+, und wir sagen, dass
n+ die nachfolgende Zahl ist. Dann haben wir eine Abbildung N : N æ N definiert:
gegeben n œ N ist N(n) := n+.

Übung 1.3.2
Welche Eigenschaften besitzt N?

• Ist N injektiv?

• Ist N surjektiv? Wenn nicht, ist die Einschränkung N : N æ N\{0} surjektiv?

˝

Gegeben eine Menge A, sagen wir, dass A endlich ist, falls es n œ N gibt, mit
|A| = n. Ansonsten heißt die Menge unendlich.

Die Menge N hat eine Ordnung, die mit dem bekannten Symbol Æ bezeichnet
wird, die durch die Zugehörigkeit œ induziert wird, nämlich:

a Æ b genau dann, wenn entweder a = b, oder a < b, wobei das letzte Symbol
so definiert wird:

0 < 1 : ≈∆ ÿ œ {ÿ}, 0 < 2 : ≈∆ ÿ œ {ÿ, {ÿ}}, . . .

1 < 2 : ≈∆ {ÿ} œ {ÿ, {ÿ}}, 1 < 3 : ≈∆ {ÿ} œ {ÿ, {ÿ}, {ÿ, {ÿ}}}, . . .
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Übung 1.3.3
Beweisen Sie, dass Æ eine Wohlordnung auf N ist, und deshalb (siehe Bemerkung

1.2.2) total. ˝

Sie haben Recht, wenn Sie der Meinung sind, dass diese Definitionen um-
ständlich erscheinen, und Sie haben das Recht, sich für einige Zeit verwirrt zu fühlen
(obwohl ich ho�e, dass Sie davon überzeugt sind, dass diese Formalisierung sinnvoll
ist). Wenn Sie sich jedoch fragen, wie uns natürliche Zahlen als Kinder “erklärt”
wurden, werden Sie bald davon überzeugt sein, dass der Begri� der Mächtigkeit
notwendigerweise mit dem Begri� der natürlichen Zahlen verbunden sein muss.

Im nächsten Abschnitt werden wir die (sehr bekannten) Operationen auf N
definieren, die genau wie in der Schule (wahrscheinlich so etwa wie vor 12 Jahren...)
definiert wurden.

1.3.3 Operationen auf N
Es seien A und B endliche Mengen, und n = |A|, m = |B| die dazugehörigen

Mächtigkeiten.

• Addition: Es sei A fl B = ÿ, dann

n + m := |A fi B|

(Übung: Beweisen Sie, dass n+ = n + 1 ist. ˝)

• Multiplikation:
n · m := |A ◊ B|

• Di�erenz : Es sei A ™ B, dann

m ≠ n := |B \ A|.

Bemerken Sie, dass in den obigen Definitionen, zwei Mengen A und B gewählt
wurden. Man sollte dann beweisen, dass die obigen Operationen nicht von A und
B abhängen, sondern nur von |A| und |B|. Das ist eine Übung für Sie.

Noch eine Frage: Wir sind es gewohnt, die Kommutativität und Assoziativ-
ität von Addition und Multiplikation, sowie die Distributivität der Multiplikation
über die Addition (siehe Definition 1.1.1), zu verwenden. Können Sie diese Eigen-
schaften nun beweisen? Welche frühere Übung, die Sie bereits hätten lösen sollen,
ist nützlich?

Übung 1.3.4
Beweisen Sie, dass gegeben endliche Mengen A und B mit |A| = n und |B| = m,

A ™ B =∆ n Æ m .

˝
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Bemerkung 1.3.1
Obwohl diese Übung trivial erscheinen könnte, denken Sie daran, dass Sie nur die

Definitionen verwenden können, die wir gegeben haben, und nicht die “Intuition”,
die uns glauben lässt, dass diese Implikation trivial ist. Das Konstruieren neuer
Aussagen aus Definitionen und Axiomen unterscheidet sich stark davon, sich davon
zu überzeugen, dass etwas wahr ist! ˚

Übung 1.3.5

• Beweisen Sie, dass die Multiplikation · distributiv über die Addition ist (siehe
Definition 1.1.1), d.h.

m · (n + p) = (m · n) + (m · p), für alle m, n, p œ N.

Welche Menge-theoretische Eigenschaft müssen Sie beweisen?

• Beweisen Sie, dass 1 · n = n · 1 = n und dass 0 · n = n · 0 = 0, für alle n œ N.

˝

Bemerkung 1.3.2
Aus der vorherigen Übung, ist die Di�erenz m ≠ n nur definiert, wenn n Æ m. Wie
es häufig vorkommen wird, müssen wir die Menge der Zahlen, an denen wir arbeiten,
erweitern, damit eine Operation oder eine Eigenschaft allgemeiner definiert werden
kann. Um beispielsweise die Definition von m ≠ n zu ermöglichen, wenn m < n,
werden wir die ganzen Zahlen einführen. Dies wird in Abschnitt 1.5.1, zusammen
mit weiteren Beispielen für neue “Mengen der Zahlen”, geschehen. ˚

1.3.4 Peanos Axiome und das Induktionsprinzip
Giuseppe Peano war ein italienischer Mathematiker, die die natürlichen Zahlen

auf axiomatische Weise einführte. Dies bedeutet, dass er eine Reihe von Axiomen
aufgelistet hat (die als “wahr” angesehen werden müssen), aus denen die Definition
einer eindeutigen Menge mit einigen Eigenschaften folgen sollte.
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Definition 1.3.3
Es sei N eine nicht leere Menge, 0N ein Symbol und N : N æ N eine Funktion.
Das Tripel (N, 0N, N) ist ein Modell natürlicher Zahlen, wenn es die folgenden
Axiome verifiziert:

(P1) 0N œ N;

(P2) Für jedes Element n œ N, es ein eindeutiges Element N(n) existiert, das
noch in N liegt (Existenz der “Nachfolgendenabbildung” N : N æ N);

(P3) Es gibt kein n œ N, so dass N(n) = 0N (die Nachfolgendeabbildung ist
nicht surjektiv, da 0N /œ N(N), und 0N ist keine Nachfolgende Zahl);

(P4) Falls N(n) = N(m), dann n = m, für alle n, m œ N (die Nachfolgendeab-
bildung ist injektiv);

(P5) Es sei A eine Teilmenge von N mit den folgenden Eigenschaften:
(i) 0N œ A, und
(ii) Für alle n œ N, n œ A =∆ N(n) œ A.

Dann ist A = N.

Falls man die natürlichen Zahlen mit der obigen Definition einführen möchte, sollte
man zuerst beweisen, dass ein solches Modell existiert, und dass alle solchen Modelle
“isomorph” sind. Die Existenz wird in Proposition 1.3.1 bewiesen. Aber haben wir
noch zwei Probleme: wir haben das Konzept von Isomorphismus zwischen zwei
Modellen noch nicht eingeführt, und sobald wir diese Definition zur Hand haben,
sollten wir beweisen, dass zwei solche Modelle immer isomorph sind: Dies geht über
den Rahmen dieser Notizen hinaus. Was wir beweisen können, und was für uns
wichtig ist, ist Folgendes:

Proposition 1.3.1
Das Tripel (N, 0, N), wie in Abschnitt 1.3.2 vorgestellt, ist ein Modell natürlicher

Zahlen.

Beweis: Eigenschaften (P1) und (P2) sind wahr, nach Konstruktion von (N, 0, N).
Die Eigenschaften (P3) und (P4) sollten Sie bereits bewiesen haben; wenn nicht,
bitte machen Sie es jetzt.

Wir beweisen zusammen (P5) nach Widerspruch, d.h., angenommen A ist eine
Menge mit Eigenschaften (i) und (ii). Dann führt A ( N zu einem Widerspruch.

Angenommen A ( N, dann ist das Komplement AC von A in N nicht leer.
Weil Æ eine Wohlordnung auf N ist (siehe Übung 1.3.3), besitzt AC ein Minimum
m. Da m /œ A und 0 œ A, müssen wir m œ N \ {0} haben. Nun bemerken wir, dass
durch die Konstruktion von N, jede Zahl m œ N \ {0} die nachfolgende Zahl von
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ein n œ N ist, nämlich m = N(n), und dazu muss n < m gelten (warum?). Aber,
weil m das Minimum von AC ist, können wir schließen, dass n œ A sein muss. Wir
haben endlich einen Widerspruch, weil A Eigenschaft (ii) erfüllt (also, wenn n œ A
sollte auch N(n) = m œ A sein).

Fragen 1.3.1
Falls man ein Objekt mit einer Liste von Axiomen definiert, muss man sich fra-
gen, warum jedes Axiom wirklich nötig ist. Wie so oft bedeutet das Verstehen der
Bedeutung der einzelnen Axiome das Verstehen ihrer Rolle bei der Definition des
betrachteten Objekts. Es bedeutet also zu verstehen, was passieren würde, wenn
einer von ihnen weggelassen würde. Wäre das definierte Objekt eindeutig? Wäre es
das, was “wir erwarten”?

Zum Beispiel, warum ist (P5) nötig in der Definition eines Modells der natür-
lichen Zahlen?

Um den Grund zu verstehen, warum (P5) nötig ist, nehmen wir an, dass wir
schon wissen, was die reellen Zahlen sind, und wir bezeichnen deren Menge mit R.
Dann nehmen wir die Teilmenge RØ0 := {x œ R | x Ø 0}, und N : RØ0 æ RØ0

definiert als N(x) := x+1. Welche Axiome erfüllt das Tripel (RØ0, 0, N)? Erwarten
wir, dass (RØ0, 0, N) ein Modell der natürlichen Zahlen ist? ¸

Vorlesung 3 -

1.3.5 Das Induktionsprinzip
Es sei (N, 0N, N) ein Modell der natürlicher Zahlen. Dann können wir (P5) in

das sogenannte Induktionsprinzip verwandeln, das häufiger in Bezug auf Prädikate
angegeben wird.

(Induktionsprinzip): Sei P (n) ein Prädikat, das von n œ N abhängt, dann
wenn

(i)’ P (0N) wahr ist, und

(ii)” für jedes n œ N, P (n) wahr =∆ P (N(n)) wahr,

haben wir, dass P (n) für jedes n œ N wahr ist.

Dieses Prinzip ist äquivalent zu (P5). Wir beweisen, dass (P5) das Induktionsprinzip
impliziert. Es sei A die Teilmenge {n œ N | P (n)} (also, die Menge aller n, damit
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P (n) wahr ist), wobei P (n) die Eigenschaften (i)’ und (ii)’ erfüllt. Dann (i)’ im-
pliziert, dass 0N œ A, und (ii)’, dass n œ A =∆ N(n) œ A. Nach (P5) folgt, dass
P (n) für jedes n œ N wahr ist.

Übung 1.3.6
Beweisen Sie, dass das Induktionsprinzip (P5) impliziert. (Hinweis: Nehmen Sie
das Prädikat P (n) : “n œ A”). ˝

Da das Tripel (N, 0, N) ein Modell der natürliche Zahlen ist (Proposition 1.3.1),
können wir schließen, dass das Induktionsprinzip für (N, 0, N) gilt. Dieses Prinzip
wird oft verwendet, um eine Behauptung zu beweisen, die von einer natürlichen Zahl
n abhängt. Diese Art von Beweis wird Induktionsbeweis genannt, und besteht
aus folgenden Schritten:

(Induktionsbeweis): Es sei P (n) ein Prädikat, das von n œ N abhängt. Dank
des Induktionsprinzips, um zu beweisen, dass P (n) für alle n œ N gilt, genügt
es zu beweisen, dass

• P (0) wahr ist (Induktionsanfang), und dass

• für jedes n œ N, P (n) =∆ P (n + 1) (Induktionsschritt).

Bemerken Sie, dass der Induktionsschritt bedeutet: anzunehmen, dass P (n) wahr
ist (Induktionshypothese), und mit Argumenten, die für jedes n œ N (!!) gelten,
zu beweisen, dass P (n + 1) wahr ist (Induktionsschritt).

Übung 1.3.7
Beweisen Sie, dass falls n0 œ N gibt, mit

• P (n0) wahr, und

• für jedes n Ø n0, P (n) =∆ P (n + 1),

dann ist P (n) wahr für jedes n Ø n0. ˝

Es gibt noch ein Induktionsprinzip, das sogenannte starke Induktionsprinzip,
das so lautet

(Starkes Induktionsprinzip): Sei P (n) ein Prädikat, das von n œ N abhängt,
dann, wenn

(i) P (n0) wahr ist, und

(ii) für jedes n Ø n0, P (n0), P (n0 + 1), . . . , P (n) wahr =∆ P (n + 1) wahr,

haben wir, dass P (n) für jedes n Ø n0 wahr ist.
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Der Unterschied ist, dass wir im Induktionsschritt annehmen müssen, dass die
Prädikate P (n0), . . . , P (n) wahr sind, und nicht nur P (n). Das Induktionsprinzip
ist eigentlich äquivalent zum starken Induktionsprinzip, aber wir beweisen diese
Äquivalenz nicht. (Aber Sie können es versuchen!)

Im Folgenden werden wir das Wort “Folge” benutzen, die einfach eine Abbil-
dung a von N nach A ist, wobei A eine nicht leere Menge ist, und an := a(n). Selbst
wenn wir die Menge der reellen Zahlen R noch nicht definiert haben, da Sie schon
davon eine intuitive Idee haben, werden wir hier annehmen, dass A = R ist.

Beispiel 1.3.1

• (Summe der ersten n Folgenglieder einer arithmetischen Folge)
Die arithmetische Folge ist durch die rekursive Formel

an = an≠1 + d

definiert, also (warum?)

an = a0 + n · d wobei n œ N, a0 œ R, d œ R.

Wir wollen zuerst eine explizite Formel für die Summe der ersten n + 1 Fol-
genglieder

a0, a1 = a0 + d . . . , an = a0 + n d

finden. Jetzt schreiben wir zwei Mal ihre Summe:

a0 +(a0 + d) + · · · +(a0 + n d) +
(a0 + n d) +(a0 + (n ≠ 1)d) + · · · +a0

und bemerken, dass die Summe der beiden Elemente in der Spalte immer
2a0 + n d ist, und dass es genau n + 1 Spalten gibt 9. Dann können wir
schließen, dass die Summe der ersten (n + 1) Folgenglieder, die wir mit S(n)
bezeichnen, gegeben ist durch

S(n) :=
nÿ

i=0

(a0 + i · d) = (n + 1)(2a0 + n d)
2 . (1.3.1)

Die Folge S : : N æ R definiert hier oben wird arithmetische Reihe genannt.
Wir haben dann die Formel (1.3.1) schon direkt bewiesen, aber wir möchten sie
nochmal mit der Hilfe des Induktionsbeweises nachprüfen. (Bemerken Sie, dass

9
Dieser Trick war Carl Friedrich Gauss bereits als Kind bekannt ... Tatsächlich soll ihm die

Aufgabe übertragen worden sein, die Zahlen von 1 bis 100 zu addieren, und er antwortete in

kürzester Zeit mit "5050"! (Warum?)
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die Induktion uns nicht hilft die Formel zu finden; wir können nur beweisen,
dass (1.3.1) für jedes n œ N gilt.)

Es sei P (n) das Prädikat

P (n) : “ S(n) = (n + 1)(2a0 + n d)
2 ”.

Um zu beweisen mit der Induktion, dass P (n) wahr für jedes n œ N ist, müssen
wir beweisen, dass

– P (0) wahr ist, und

– P (n) =∆ P (n + 1) für alle n Ø 0.

(Induktionsanfang) Beginnen wir mit P (0), und bemerken dass P (0) : “a0 =
a0 ” immer wahr ist.
(Induktionsschritt) Angenommen dass P (n) wahr ist (Induktionshypothese).
Wie können wir diese Voraussetzung benutzen um zu beweisen, dass P (n + 1)
wahr ist? (Nämlich, dass die Formel (1.3.1) für n + 1 gilt?) Es genügt zu
bemerken, dass

S(n + 1) =S(n) + an+1 = S(n) + a0 + (n + 1)d P (n) ist wahr=

=(n + 1)(2a0 + nd)
2 + a0 + (n + 1)d = · · · = (n + 2)(2a0 + (n + 1)d)

2 ,

und deshalb P (n + 1) wahr ist.

• (Summe der ersten n Folgenglieder einer geometrischen Folge)
Gegeben q œ R, q ”= 0, ist die geometrische Folge gegeben durch

q0 = 1, q1, q2, . . . qn, . . .

und wir wollen zuerst eine explizite Formel für die Summe der ersten n + 1
Folgenglieder finden. Dann sei es

S(n) :=
nÿ

i=0

qi.

Wir nennen die obige Folge S : N æ R die geometrische Reihe. Wir können
leicht bemerken, dass falls q = 1 diese Summe genau n + 1 ist; dieser Fall ist
nicht so interessant, also nehmen wir an, dass q ”= 1.

Dann genügt es zu bemerken, dass

S(n + 1) = S(n) + qn+1, und auch, dass S(n + 1) = qS(n) + 1
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Da wir angenommen haben, dass q ”= 1, von den obigen Gleichheiten erhalten
wir, dass

S(n) = 1 ≠ qn+1

1 ≠ q
. (1.3.2)

Wie in dem Fall der arithmetischen Reihe, können wir die obige Gleichheit mit
der Hilfe des Induktionsbeweises beweisen. Dann definieren wir das Prädikat

P (n) : “ S(n) = 1 ≠ qn+1

1 ≠ q
”.

Für n = 0, P (0) ist die Identität 1 = 1, also wahr.
Angenommen P (n) ist wahr. Wir bemerken, dass

S(n + 1) =1 + q + · · · + qn+1 = S(n) + qn+1 P (n) ist wahr= 1 ≠ qn+1

1 ≠ q
+ qn+1 = 1 ≠ qn+2

1 ≠ q
,

also ist P (n + 1) auch wahr.

• Ein “Gegenbeispiel”, oder genauer gesagt, ein Beispiel, wie der Induktionsbe-
weis richtig gemacht werden muss! (Und nicht wie unten...)
Nehmen wir an, dass die Vorlesung Analysis I so viele Studierende hat, wie
die Elemente von N (was fast wahr ist...). Wir wollen “beweisen”, dass das
folgende Prädikat

P (n) : “n (beliebige) Studierende der Analysis I haben die gleiche Augenfarbe”

wahr ist, für alle n œ N \ {0} (es macht keinen Sinn für n = 0). Wir benutzen
den Induktionsbeweis, der vom starken Induktionsprinzip kommt. Also falls
wir beweisen, dass

– P (1) wahr ist, und dass
– angenommen P (1), P (2), . . . , P (n) wahr, dann ist P (n + 1) auch wahr,

mit dem starken Induktionsprinzip können wir schließen, dass P (n) für alle
n Ø 1 wahr ist.
Wir bemerken zuerst, dass P (1) wahr ist. Angenommen, dass P (1), P (2), . . . ,
P (n ≠ 1), P (n) wahr sind. Wir müssen beweisen, dass P (n + 1) folgt. Es seien
a1, . . . , an+1 n + 1 beliebige Studierende. Wir teilen diese Gruppe in zwei Un-
tergruppen: die Studierenden a1, . . . , an und die Studierenden a2, . . . , an+1. Da
P (n) wahr ist, haben die Studierenden a1, . . . , an dieselbe Augenfarbe. Gle-
iches gilt für a2, . . . , an. Aber, da P (n ≠ 1) wahr ist, haben die Studierenden
a2, . . . , an dieselbe Augenfarbe. Da diese Teilmenge von Studenten eine Teil-
menge von a1, . . . , an und a2, . . . , an+1 ist, können wir schließen, dass a1, . . . , an+1

dieselbe Augenfarbe haben. An dieser Stelle sollten Sie sehr verwirrt sein oder
den Fehler bereits gefunden haben ...

˙
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1.4 Etwas Kombinatorik
In diesem Abschnitt stellen wir grundlegende kombinatorische Konzepte vor,

die uns in diesem und anderen Vorlesungen helfen werden, einfache, aber notwendige
Berechnungen durchzuführen.

Die Fragen, die wir beantworten möchten, sind beispielsweise folgende:

1. Unter der Annahme, dass jede Buchstabenfolge ein Wort mit voller Bedeutung
bildet, wie viele Wörter können gebildet werden mit:
(a) drei verschiedenen Buchstaben (z.B.: abc, cba, abd, dcb, ...)?
(b) zwei identischen Buchstaben und einem anderen (z.B.: aab, bbc, cac, ...)?

2. Wie viele Anagramme gibt es vom Wort “Analyse”?

3. Wie viele natürliche Zahlenlösungen gibt es für die Gleichung

x1 + x2 + · · · + x5 = 10?

4. Gegeben eine Menge mit n œ N Elementen, wie viele Teilmengen mit k Ele-
menten gibt es? Und was ist die Mächtigkeit der Potenzmenge von X?

5. Gegeben Mengen X und Y mit, bzw., n œ N und k œ N Elementen, wie viele:
(a) Funktionen f : X æ Y gibt es?
(b) injektive Funktionen f : X æ Y gibt es?
(c) surjektive Funktionen f : X æ Y gibt es? :-)

(Und warum gibt es am Ende dieser Frage ein lächelndes Gesicht?)
(d) bijektive Funktionen f : X æ X gibt es?

Um diese Fragen zu beantworten, beginnen wir mit einigen Definitionen.

Definition 1.4.1
Gegeben eine Menge X mit n Elementen, eine Permutation seiner Elemente
ist eine Anordnung der (aller) Elemente in einer bestimmten Reihenfolge.

Zum Beispiel, es sei X := {a, b, c}. Dann sind alle möglichen Permutationen gegeben
durch:

abc, acb, bac, bca, cab, cba .

Also sind die möglichen Permutationen einer Menge mit drei Elementen genau sechs.
Warum ist das so?

Für den ersten Buchstaben steht uns frei a, b oder c zu wählen, also drei
Möglichkeiten:

a b c .
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Nehmen wir an, dass wir schon den ersten Buchstaben gewählt haben, z.B. a.
Wie viele Möglichkeiten haben wir für den zweiten Buchstaben? Nur zwei, da der
zweite Buchstabe unterschiedlich vom ersten sein muss. Also, wir haben 6 = 3 · 2
Möglichkeiten

ab , ac , ba , bc , , ca , , cb .

Jetzt bemerken wir, dass falls man die ersten zwei Buchstaben schon gewählt hat,
man keine Freiheit hat den dritten Buchstaben zu wählen, d.h. 10, die Wahl des
dritten Buchstabens wird durch die ersten beiden bestimmt. Tatsächlich können wir
die obigen Wörter nur auf eine Weise vervollständigen und schließlich die 6 = 3 ·2 ·1
Permutationen bekommen:

abc, acb, bac, bca, cab, cba .

An dieser Stelle sollte der Grund für die Einführung der folgenden Definition klar
erscheinen.

Definition 1.4.2
(Fakultät) Gegeben n œ N, definiert man 0! := 1, und n! (liest “n Fakultät”)

die natürliche Zahl

n! := n · (n ≠ 1) · (n ≠ 2) · · · · · 1 .

Also, induktiv, könnte man die Fakultät so definieren:

0! := 1 und n! := n · (n ≠ 1)!

Zum Beispiel,

0! = 1, 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120, . . .

Satz 1.4.1
Gegeben n œ N, n Ø 1, die Permutationen von n verschiedenen Objekten sind

n!

Beweis: Der Beweis folgt genau dem vorherigen Beispiel. Es gibt genau n Möglichkeiten
zu bestimmen, welches Objekt wir auf dem ersten Platz haben. Sobald das erste
Objekt ausgewählt wurde, wird das zweite Objekt - das sich vom ersten unterschei-
den muss - aus einer Menge mit (n ≠ 1) Elementen ausgewählt. Für die ersten
beiden Auswahlmöglichkeiten haben wir also genau n · (n ≠ 1) Möglichkeiten, und
so weiter.
10

das heißt
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Übung 1.4.1
Für Studenten, die “und so weiter” nicht mögen (und auch für diejenigen, die es
mögen), beweisen Sie den obigen Satz durch Induktion. ˝

Wie viele Fragen von Seite 39 können Sie beantworten? Ich behaupte, dass Sie min-
destens zwei Fragen beantworten können und wenn Sie nicht genau wissen, welche,
hier ist ein “Hinweis”:

Übung 1.4.2
Beweisen Sie, dass Sie nachweisen können, wie viele bijektive Funktionen f : X æ X
vorhanden sind, falls |X| = n, wobei n œ N und n Ø 1.

Insbesondere beweisen Sie, dass, gegeben X wie oben, es eine Bijektion gibt
zwischen:

• der Menge aller möglichen Bijektionen von X nach X und

• der Menge aller möglichen Permutationen von {1, 2, ...n}.

˝

Vertiefungen 1.4.1
Was bedeutet “zu zählen”? “Zählen” bedeutet, eine Bijektion zwischen einer

Menge, deren Elemente wir zählen möchten, und einer anderen Menge, deren Mächtigkeit
möglicherweise von einer Funktion von n œ N abhängt, zu finden. Das Au�nden
solcher Bijektionen kann jedoch eher nicht trivial sein.

Apropos, bitte lesen Sie den einleitenden Abschnitt 1.1 “How to count?” des
Buches von R. Stanley “Enumerative Combinatorics, Volume 1”, das legal online
auf seiner Webseite ist. Bitte klicken Sie hier. ¸

Definition 1.4.3
Gegeben eine Menge X mit n Elementen, eine Variation ohne Wiederholung
von n Objekten zur Klasse k ist eine Anordnung von k Elementen in X in
einer bestimmen Reihenfolge.

Zum Beispiel, gegeben X = {1, 2, 3, 4}, sind die folgenden Variationen (ohne Wieder-
holung) von 4 Objekten zur Klasse 2:

12, 13, , 14, 23, 24 . . .

Im Allgemeinen, gegeben X mit |X| = n > 0, ist eine Variation ohne Wiederholung
von n Objekten zur Klasse k gegeben durch

x1 x2 . . . xk wobei xi œ X und xi ”= xj, für alle i, j = 1, . . . , k.

Natürlich hat das obige Konzept nur Sinn, wenn k Æ n; außerdem, für k = n
erhalten wir genau die Permutationen, die wir schon definiert haben.
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Satz 1.4.2
Gegeben n œ N, n Ø 1 und k œ N, mit 1 Æ k Æ n, die Anzahl der Variationen
ohne Wiederholung von n Objekten zur Klasse k ist

n(n ≠ 1) · · · · · (n ≠ k + 1) = n!
(n ≠ k)!

Beweis: Der Beweis ähnelt dem von Satz 1.4.1: Für das erste Element haben wir n
Möglichkeiten; Sobald das erste Element ausgewählt wurde, können wir das zweite
Element unter den verbleibenden (n ≠ 1) Elementen auswählen und so weiter, bis
wir das Element der Stelle k erreichen, für das es (n ≠ (k ≠ 1)) Möglichkeiten gibt.
Dann ist die Anzahl der Variationen ohne Wiederholung von n Objekten zur Klasse
k genau n(n ≠ 1) · · · · · (n ≠ k + 1), die gleich n!

(n ≠ k)! ist.

Übung 1.4.3
Es seien X und Y endliche Mengen, mit |X| = k und |Y | = n. Unter welchen
Bedingungen auf k und n gibt es eine injektive Funktion von X nach Y ? Beschreiben
Sie eine Bijektion zwischen:

• der Menge aller injektiven Funktionen von X nach Y , und

• der Menge der Variationen ohne Wiederholung von n Objekten zur Klasse k,

und beantworten Sie Frage 5(b) auf Seite 39. ˝

Definieren wir nun die Permutationen mit Wiederholung. Beginnen wir
mit einem Beispiel: Betrachten wir das folgende “Wort” aaabb. Dies ist eine Reihen-
folge von 2 Buchstaben an 5 Stellen, wobei die Buchstaben an der ersten, zweiten
und dritten Stelle nicht unterscheidbar sind, ebenso wie die Buchstaben an der
vierten und fünften Stelle. Daher wird eine Permutation mit Wiederholung durch
die folgenden Daten bestimmt (und definiert):

Unterscheidbare Elemente x1, . . . , xk, die eine Anordnung von n Elementen
bilden, wobei x1 für n1-mal, x2 für n2-mal,. . . , xk für nk-mal wiederholt wird. Also
muss es insbesondere n1 + ... + nk = n sein.

Zum Beispiel ist im Wort aaabb, x1 = a, x2 = b, n1 = 3 und n2 = 2. Wie viele
Permutationen mit Wiederholung mit denselben Daten gibt es? In diesem Beispiel
sind es 10, und zwar

aaabb, aabab, aabba, abaab, ababa, abbaa, baaab, baaba, babaa, bbaaa.

Warum 10? Wir können so argumentieren: Lassen Sie uns zunächst so tun, als ob die
drei a alle unterscheidbar wären, und die zwei b auch, d.h. aaabb durch a1a2a3b1b2

ersetzen. Wir wissen schon, dass die Permutationen (ohne Wiederholung!) dieser



1.4. ETWAS KOMBINATORIK 43

Elemente genau 5! = 120 sind. Aber jetzt erinnern wir uns, dass in Wirklichkeit a1 =
a2 = a3 = a. Alle Permutationen vom Typ a1a2a3b1b2, a2a1a3b1b2, a1a3a2b1b2, . . .
(also, an den letzten beiden Stellen steht immer das “Wort” b1b2) ergeben also die
gleiche Permutation mit Wiederholung aaab1b2. Wie viele sind es? Genau 3! =
6. Sobald die verschiedenen a identifiziert wurden, können wir fortfahren und die
verschiedenen b identifizieren, also b1 = b2 = b. Dann werden die Permutationen (mit
Wiederholung) aaab1b2 und aaab2b1 die gleiche Permutation (mit Wiederholung)
aaabb geben. Wie viele solche Permutationen (aaab1b2 und aaab2b1) gibt? Genau
2! = 2. Dieses Beispiel sollte ausreichen, um den Beweis der folgenden Aussage zu
verstehen:

Satz 1.4.3
Sei x1, . . . , xk verschiedene Elemente, die eine Permutation mit Wiederholung

bilden, wobei x1 für n1-mal, x2 für n2-mal,. . . , xk für nk-mal wiederholt wird;
sei n = n1 + · · ·+nk. Dann ist die Anzahl der Permutationen mit Wiederholung
dieser Elemente genau

n!
n1!n2! · · · nk! .

Übung 1.4.4
Beweisen Sie Satz 1.4.3. ˝

Definition 1.4.4
Es seien n, k œ N, wobei k Æ n. Dann ist der

Binomialkoe�zient
1

n
k

2
(liest “n über k”, oder “k aus n”) definiert als

A
n

k

B

:= n!
k!(n ≠ k)! .

Im Allgemeinen, gegeben n1, n2, . . . , nk œ N und n = n1 + · · · + nk, ist der
Multimonialkoe�zient definiert als

A
n

n1, . . . , nk

B

:= n!
n1! · · · nk! .

Jetzt können Sie die Fragen 1(b) und 2 auf Seite 39 leicht beantworten. Ich be-
haupte, dass wir auch die Fragen 3 und 4 beantworten können, aber um dies zu
sehen, müssen wir ein wenig arbeiten, um dieses Problem in ein Problem zu über-
setzen, das wir lösen können (siehe “Fragen und Vertiefungen 1.4.1”).

Betrachten wir zuerst Frage 3: Wie viele natürliche Zahlenlösungen gibt es für
die Gleichung

x1 + x2 + · · · + x5 = 10?
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Ein Beispiel dieser Lösung ist (x1 x2 x3 x4 x5) = (3 2 1 1 3), die unterschiedlich ist
von (x1 x2 x3 x4 x5) = (2 3 1 1 3), oder (x1 x2 x3 x4 x5) = (0 3 2 4 1). Wir können diese
Lösungen mit einer Folge von 2 verschiedenen Elementen darstellen, einem weißen
und einem schwarzen Kreis, wie folgt: die Lösung (x1 x2 x3 x4 x5) = (3 2 1 1 3) wird
mit der Reihe

• • • ¶ • • ¶ • ¶ • ¶ • • •

Die Gesamtzahl der schwarzen Kreise beträgt also 10, und diese werden durch die
4 (= 5-1) weißen Kreise in 5 "Gruppen" (die Anzahl der Variablen) unterteilt. Als
zweites Beispiel (x1 x2 x3 x4 x5) = (0 3 2 4 1) haben wir

¶ • • • ¶ • • ¶ • • • • ¶ •

Überzeugen Sie sich jetzt davon: Es gibt eine Bijektion zwischen der Menge

{(x1, x2, x3, x4, x5) œ N ◊ N ◊ · · · ◊ N | x1 + x2 + · · · + x5 = 10}

und der Anordnungen mit 10 schwarzen Kreisen, und 4 (= Anzahl der Variablen
≠1) weißen Kreisen. Es ist jetzt einfach zu sehen, dass die Anzahl der Lösungen

(10 + 4)!
10! 4! =

A
14
10

B

ist.
Im Allgemeinen haben wir die folgende

Proposition 1.4.4
Die Anzahl der Lösungen natürlicher Zahlen der Gleichung

x1 + x2 + · · · + xk = n ,

oder, mit anderen Worten, die Mächtigkeit der Menge

{(x1, x2, . . . , xk) œ N ◊ N ◊ · · · ◊ N | x1 + x2 + · · · + xk = n},

ist gegeben durch A
n + k ≠ 1

n

B

Zu diesem Zeitpunkt sollte der allgemeine Beweis für diese Aussage klar sein.
Wenn dies nicht der Fall ist, führen Sie die folgende Übung aus

Übung 1.4.5
Beweisen Sie Proposition 1.4.4. ˝
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Beantworten wir nun die wichtige Frage Nummer 4 auf 39:
Gegeben eine Menge X mit |X| = n œ N, wie viele Teilmengen mit k Elementen
gibt es? Und was ist die Mächtigkeit der Potenzmenge von X?

Wie zuvor müssen wir dieses Problem übersetzen und eine explizite Bijektion zwi-
schen der Menge von Teilmengen der Mächtigkeit k und einer Menge geben, von
der wir wissen, wie man die Mächtigkeit berechnen kann. Um die Elemente der
Teilmenge zu identifizieren, können wir dies tun: Wir ordnen dem Element von X
einen schwarzen Kreis zu, wenn dies ein Element von Y ist, und einen weißen Kreis,
wenn das Element von X nicht in Y ist.

Lassen Sie uns zunächst diese Strategie anhand eines Beispiels erläutern. Es
sei X = {a, b, c, d}, und es sei Y ™ X eine Teilmenge. Für Y = {a, b}, haben wir

{a, b}

• • ¶ ¶

Ebenso haben wir

ÿ {a} {c} {a, b, c}

¶ ¶ ¶ ¶ • ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ • ¶ • • • ¶

Dann, im Allgemeinen, können wir eine Teilmenge Y von X = {x1, x2, . . . , xn}

(also |X| = n) mit einer Reihe von n Kreisen (wobei der erste Kreis dem Element
x1 entspricht, der zweite Kreis dem Element x2, usw. ) mit der folgenden Regel
identifizieren: Wenn xi zu Y gehört, dann ist der Kreis schwarz, sonst weiß, für jedes
i = 1, . . . , n. Wir sollten davon überzeugt werden, oder –besser– genau beweisen,
dass diese Zuordnung eine Bijektion zwischen der Potenzmenge P(X) von X und
der Menge R aller Reihen mit n Kreisen, entweder schwarz oder weiß, ist. Was ist
dann |P(X)| = |R|? Wir bemerken, dass wir für das erste Element der Reihe zwei
Möglichkeiten (schwarz oder weiß) haben, für das zweite noch zwei, für das dritte
noch zwei.... Also, da die Reihen in R aus n Elementen bestehen, ist die Mächtigkeit
von R genau 2n.

Satz 1.4.5
Es sei X eine Menge mit n Elementen. Dann:

(a) die Mächtigkeit der Potenzmenge P(X) ist gegeben durch 2n;

(b) die Anzahl der Teilmengen von X mit k Elementen ist
1

n
k

2
für k Æ n und

Null für k > n.

Übung 1.4.6
Beweisen Sie Satz 1.4.5. (Das obige Argument beweist fast die gesamte Behauptung
in (a), und Sie haben alle Elemente, um (b) zu beweisen.) ˝
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Der letzte Satz dieses Kapitels ist sehr wichtig und gibt uns eine Formel, um
die Koe�zienten des Polynoms (a+ b)n zu finden. Wir erklären sie zuerst mit einem
Beispiel.

Nehmen wir an, dass wir das Polynom (a + b)4 explizit berechnen möchten.
Wir erwarten ein Polynom des Typs:

4ÿ

k=0

–kakbn≠k.

(Warum?) Die Frage ist: was sind die Koe�zienten –k? Wir schreiben (a + b)4 als

(a(1) + b(1)) · (a(2) + b(2)) · (a(3) + b(3)) · (a(4) + b(4))

Die Indizes in Klammern geben nur an, zu welchem Faktor a und b gehören. Also ist
auf jeden Fall a(i) = a für jedes i = 1, . . . , 4, und ähnlich für b. Wie viele Faktoren
der Gestalt a2b2 haben wir dann? Wir erhalten:

a(1)a(2)b(3)b(4), a(1)a(3)b(2)b(4), a(1)a(4)b(2)b(3), a(2)a(3)b(1)b(4), a(2)a(4)b(1)b(3), a(3)a(4)b(1)b(2)

Bemerken Sie, dass: die Indizes von den a bestimmen die von den b, und dass die
Mengen (nicht Anordnungen, warum?) der Indizes der a bestimmen den zugehörigen
Faktor. Mit anderen Worten haben wir, dass (lesen Sie hier “¡” als “wird bestimmt
durch”)

a(1)a(2)b(3)b(4) ¡ {1, 2} a(1)a(3)b(2)b(4) ¡ {1, 3} a(1)a(4)b(2)b(3) ¡ {1, 4}...

(und wird a(1)a(2)b(3)b(4) nicht durch die Anordnung (1 2 3 4) bestimmt, warum?)
Dann, da a(i) = a und b(i) = b für alle i = 1, . . . , 4, Satz 1.4.5 (b) impliziert, dass
der Koe�zient von a2b2 genau

1
4

2

2
= 6 ist. Im Allgemeinen haben wir

Satz 1.4.6
(Binomischer Lehrsatz) Als Polynome in a und b, für alle n œ N ist

(a + b)n =
nÿ

k=0

A
n

k

B

akbn≠k .

Fragen 1.4.1
Da die obige Gleichheit als Polynom in a und b gilt, gilt sie für alle Werte von a und
b. Erhalten Sie neue Eigenschaften der Binomialkoe�zienten für besondere Werte
von a und b? Zum Beispiel, was erhalten Sie, für a = 1 und b = 1? Und für a = 1
und b = ≠1? Für andere Werte? ¸

Übung 1.4.7 (i) Beweisen Sie rigoros und direkt (also, ohne Induktion) Satz 1.4.6
(Sie müssen insbesondere alle “Warum?” hier oben erklären, und die Argu-
mentation verallgemeinern).
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(ii) Finden und beweisen Sie eine Formel für (x1 + · · · + xh)n, für alle h, n œ N.
˝

Übung 1.4.8
Vergessen wir für einen Moment die Definition des Binomials

1
n
k

2
, die wir in

Definition 1.4.4 gegeben haben, und definieren das Symbol
1

n
k

2
als die Anzahl der

Teilmengen von X der Mächtigkeit k, wobei |X| = n. (Glücklicherweise macht
diese neue Definition dank des Theorems 1.4.5 Sinn). Mit dieser neuen Definition
(und nicht mit der expliziten Formel für das Binomial!!) Beweisen Sie die folgenden
Eigenschaften: Es seien k, n œ N, dann

(i) für alle k Æ n,
A

n

k

B

=
A

n

n ≠ k

B

;

(ii)
A

n

n

B

=
A

n

0

B

= 1;

(iii) für k Ø 1 ist
A

n + 1
k

B

=
A

n

k

B

+
A

n

k ≠ 1

B

(Denken Sie an die Definition der

Addition in Abschnitt 1.3.3...);

(iv)
nÿ

k=0

A
n

k

B

= 2n.

˝

Übung 1.4.9
Verwenden Sie die explizite Definition des Binomials (Definition 1.4.4), um die

Eigenschaften (i),(ii), (iii) und (iv) der vorherigen Übung zu beweisen. ˝

Übung 1.4.10
Wiederholen Sie Übung 1.4.7 mit Induktionsbeweisen. ˝

Bemerkung 1.4.1
Welches bevorzugen Sie zwischen Übung 1.4.8 und 1.4.9? (Vorausgesetzt, es gibt

einen Favoriten ...) Ich persönlich würde Übung 1.4.8 vorziehen. Meiner Meinung
nach sollte ein Beweis der Aussage eine Bedeutung verleihen und die Formeln in
(i) – (iv) in Beziehung setzen, um Eigenschaften festzulegen. Er verdeutlicht den
Grund viel mehr als einen Induktionsbeweis. Ich würde sagen, dass die Beweise in
Übung 1.4.8 (vorausgesetzt, sie sind korrekt :-) ) “eleganter” sind und Sie sich mit
Formeln und Berichten nicht “die Hände schmutzig machen” (obwohl, irgendwann in
Ihrem mathematischen Leben, müssen Sie sich mit langen, langen Konten die Hände
schmutzig machen, in denen am Ende immer ein falsches “+” oder “≠” Zeichen steht
...). ˚
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Übung 1.4.11
Wenn es immer noch nicht “klar” war, muss Mathematik Spaß machen! Viel Spaß
beim Verstehen, was Pascalsches Dreieck ist und welche Eigenschaften es hat (z.B.
hier), und wenn Sie wirklich übertreiben möchten, auch was das Sierpinski-Dreieck
ist. ˝

...und Frage 5 (c)? :-)

Übung 1.4.12
In dieser Übung werden wir Frage 5 (c) beantworten. (Das ist wahrscheinlich die
schwerste Frage auf Seite 39.)

Wir definieren zuerst das folgende Konzept: Die Stirling-Zahl zweiter Art
S(n, k) gibt die Anzahl der Partitionen mit k Elementen einer Menge mit n Ele-
menten.11 Im vorherigen Beispiel, ist P = {{a}, {b, c}} eine Partition von X mit
zwei Elementen, und S(3, 2) ist drei, weil die Partitionen von X mit zwei Elementen
sind

{{a}, {b, c}}, {{b}, {a, c}}, {{c}, {a, b}}.

(Bemerken Sie, dass S(n, k) unabhängig ist, von der gewählten Menge X mit n
Elementen...d.h., S(n, k) hängt nur von n und k ab.)

Im Folgenden nehmen wir an, dass k, n œ N, k > 0 und n > 0.
Beweisen Sie direkt (also, ohne Induktion), dass

(a) S(n, k) = 0 falls k > n, und S(n, n) = S(n, 1) = 1;

(b) S(n, 2) = 2n≠1
≠ 1;

(c) S(n, k) = S(n ≠ 1, k ≠ 1) + k · S(n ≠ 1, k);

(d) ...und endlich... die Anzahl aller surjektiven Funktionen f : X æ Y , wobei
|X| = n und |Y | = k, gegeben ist durch k! S(n, k).

˝

11
Es gibt eine direkte Formel, um diese Zahlen zu berechnen, aber wir werden sie nicht einführen,

da sie kompliziert ist und nicht zum Verständnis ihrer Eigenschaften beiträgt. (Siehe auch

Bemerkung 1.4.1, wo jedoch in diesem Fall die direkte Definition der Binomialkoe�zienten

einfacher ist).
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1.5 Die ganzen und rationalen Zahlen
1.5.1 Die Menge der ganzen Zahlen Z

In diesem Abschnitt werden wir die Menge der natürlichen Zahlen erweitern.
Diese Erweiterung ergibt sich aus der Notwendigkeit, eine größere Anzahl von Glei-
chungen zu lösen. Beispielsweise hat die Gleichung a + x = b, wobei a, b œ N, eine
Lösung x œ N, nur wenn a Æ b, da die Di�erenz b ≠ a definiert ist, nur wenn a Æ b.
Eine erste Idee, um die Menge der ganzen Zahlen einzuführen, besteht darin, ihre
Elemente als formale Di�erenz von Elementen von N zu identifizieren. Zum Beispiel,
das Element “ ≠ 3” könnte als 1 ≠ 4 definiert werden, oder 2 ≠ 5, oder 3 ≠ 6... Diese
“Definition” stellt sofort ein Problem dar: Wie zu sehen ist, gibt es unendlich viele
Zahlenpaare, deren “formale Di�erenz” dieselbe Zahl darstellt. Darüber hinaus ist
für Paare n ≠ m, mit n < m, das Symbol der Di�erenz ≠ nur formal und scha�t
Verwirrung. Um diese beiden Probleme auf einmal zu lösen, führen wir die folgende
Konstruktion ein. Es sei R die folgende Relation auf N ◊ N:

((n, m), (nÕ, mÕ)) œ R : ≈∆ n + mÕ = m + nÕ

(anstatt zu sagen, dass n ≠ m = nÕ
≠ mÕ!). Es ist nicht zu schwer zu beweisen12

, dass R eine Äquivalenzrelation ist (siehe Definition 1.2.7). Dann um zu sagen,
dass alle Paare (1, 4), (2, 5), (3, 6) . . . dieselbe Zahl “darstellen”, verwenden wir den
folgenden “Trick”:

Definition 1.5.1
Die Menge Z der ganzen Zahlen ist definiert als (N ◊ N)/R, die Menge der
Äquivalenz-klassen von R.

Da R eine Äquivalenzrelation ist, im Folgenden, falls ((n, m), (nÕ, mÕ)) œ R, wir
schreiben (n, m) ¥ (nÕ, mÕ).

In dieser Quotientenmenge möchten wir die üblichen Operationen von Addition
und Produkt einführen. Wieso? Versuchen wir, die folgende Definition zu geben:

[(m, n)] + [(mÕ, nÕ)] := [(m + mÕ, n + nÕ)]
[(m, n)] · [(mÕ, nÕ)] := [(m · mÕ + n · nÕ, n · mÕ + m · nÕ)]

(Warum sind die Addition und Multiplikation so definiert?) Bemerken Sie, dass
die Operationen + und · auf der linken Seite sind genau was wir definieren wollen,
und auf der rechten Seite wurden sie schon in Abschnitt 1.3.3 definiert. Was ist
ein mögliches Problem? Das Problem ist, dass wir Elemente der Äquivalenzklasse
12

Bemerken Sie, dass um die Transitivität zu beweisen, man zuerst nachprüfen muss, dass a + b =

aÕ
+ b =∆ a = aÕ

, für alle a, aÕ, b œ N. Diese “Kürzbarkeit” gilt auf N, aber man sollte sie

rigoros beweisen...
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ausgewählt haben, um die Summen- und Produktoperation zu definieren, aber diese
Operationen –die auf den *Äquivalenzklassen* definiert sind– sollten unabhängig
von den gewählten Elementen sein (da es kein “besonderes Element” in einer Äquiv-
alenzklasse gibt), oder, mit anderen Worten:

Übung 1.5.1
Es seien (m1, n1) ¥ (m2, n2) und (mÕ

1
, nÕ

1
) ¥ (mÕ

2
, nÕ

2
). Dann für alle mi, ni, mÕ

i, nÕ
i œ

N, i = 1, 2, sind

• (m1 + mÕ
1
, n1 + nÕ

1
) ¥ (m2 + mÕ

2
, n2 + nÕ

2
), und

• (m1 · mÕ
1

+ n1 · nÕ
1
, n1 · mÕ

1
+ m1 · nÕ

1
) ¥ (m2 · mÕ

2
+ n2 · nÕ

2
, n2 · mÕ

2
+ m2 · nÕ

2
).

Überzeugen Sie sich selbst, dass diese beiden Eigenschaften für die Definition von
Summe und Produkt auf der Quotientenmenge notwendig sind. ˝

Wir führen eine häufigere Notation von ganzen Zahlen ein. Zuerst beobachten13

wir Folgendes:

• Falls m > n ist (m, n) äquivalent zu (m ≠ n, 0);

• falls m < n ist (m, n) äquivalent zu (0, n ≠ m);

• falls m = n ist (m, m) äquivalent zu (0, 0).

Dann gibt es für jedes Element (m, n) ein äquivalentes Element der Gestalt

• (mÕ, 0) mit mÕ > 0, oder

• (0, nÕ) mit nÕ > 0, oder

• (0, 0),

und alle (disjunkte) Äquivalenzklassen sind der Gestalt

• [(mÕ, 0)] mit mÕ > 0,

• [(0, nÕ)] mit nÕ > 0, oder

• [(0, 0)]

Im ersten Fall bezeichnen wir die “Zahl” [(mÕ, 0)] mit +mÕ, im zweiten Fall bezeich-
nen wir [(0, nÕ)] mit ≠nÕ, und im dritten Fall mit 0. Mit dieser Notation können wir
die natürlichen Zahlen mit einer Teilmenge der ganzen Zahlen identifizieren. Um
das zu erreichen, brauchen wir eine injektive Funktion ÿ : N æ Z, die in diesem Fall
als Inklusion betrachtet wird. Diese Funktion ist durch ÿ(n) = [(n, 0)] gegeben, und
im Folgenden werden wir N mit ÿ(N) identifizieren.

Wir sind bereit, Folgendes zu beweisen:
13

Warum ist es so?
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Lemma 1.5.1
Die Menge Z, zusammen mit der Addition +, erfüllen folgende Eigenschaften:
(i) Die Addition ist associativ.

(i’) Sie ist kommutativ.

(ii) Sie hat ein neutrales Element, nämlich das Element 0, das 0 + n = n + 0 = n
für alle n œ Z erfüllt (hier könnte n auch ≠m bezeichnen, wobei m œ N).

(iii) Für jedes n œ Z, gibt es ein Element m œ Z, das das inverse Element von n
genannt wird und bezeichnet mit ≠n, sodass n + (≠n) = 0.

Beweis: Eigenschaften (i) und (i’) kommen aus der Assoziativität und Kommutativi-
tät der Addition auf N, und die Details bleiben als leichte Übungsaufgabe dem Leser
überlassen. Die Überprüfung von (ii) ist ebenfalls einfach und ergibt sich aus der
Tatsache, dass 0 auch ein neutrales Element der Addition in N ist (warum?). In der
Tat, falls n œ N, dann

0 + n = [(0, 0)] + [(n, 0)] = [(0 + n, 0 + 0)] = [(n, 0)] = n

(wobei in der dritten Gleichheit benutzt wird, dass 0 das neutrale Element für die
Addition in N ist). Darüber hinaus,

0 + (≠n) = [(0, 0)] + [(0, n)] = [(0 + 0, 0 + n)] = [(0, n)] = ≠n.

Schließlich für (iii), falls n œ N, haben wir

n + (≠n) = [(n, 0)] + [(0, n)] = [(n, n)] = [(0, 0)] = 0,

also ist das inverse Element von n genau ≠n. Dies beweist auch, dass das inverse
Element von ≠n genau n ist.
Bemerkung 1.5.1
Wir bemerken, dass N, zusammen mit der Addition +, Eigenschaften (i) und (ii) in
Lemma 1.5.1 erfüllt. Eine Menge, mit einer assoziativen zweistelligen Verknüpfung,
die aus einem neutralen Element besteht, heißt monoid. Falls die Verknüpfung
auch kommutativ ist, dann heißt die Menge, zusammen mit der Verknüpfung, ein
kommutatives Monoid. Dann ist (N, +) ein kommutatives Monoid.

Der Grund, warum wir N erweitern wollten, ist, dass außer 0 kein Element von
N eine Inverse hat. Die Existenz einer Inverse erlaubt uns die Gleichung

a + x = b

in x zu lösen, für alle a, b œ Z, d.h., dass für alle a, b œ Z, die Lösung der obigen
Gleichung b + (≠a) œ Z ist. (Warum?) ˚

Im Folgenden bezeichnen wir n + (≠m) einfach mit n ≠ m, für alle n, m œ Z
(und bitte, gehen Sie zurück zur Übung 1.1.4).

Die nächste Definition ist von grundlegender Bedeutung.
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Definition 1.5.2
Es sei G eine Menge und ú : G ◊ G æ G eine zweistellige Verknüpfung. Dann

ist das Paar (G, ú) eine Gruppe, falls

(1) ú assoziativ ist;

(2) es ein Element e œ G gibt, das neutrales Element genannt wird, das
erfüllt

e ú g = g ú e = g für alle g œ G;

(3) jedes Element g œ G ein inverses Element besitzt, das mit g≠1 bezeich-
net wird, nämlich ein Element, für das gilt

g ú g≠1 = g≠1
ú g = e .

Falls die Verknüpfung kommutativ ist, dann wird (G, ú) kommutative Gruppe
genannt.

Wir können Lemma 1.5.1 einfach so umformulieren:

Lemma 1.5.2
(Z, +) ist eine kommutative Gruppe.

Vertiefungen 1.5.1
Dann, im obigen Prozess, haben wir ein kommutatives Monoid (in diesem Fall

(N, +), siehe Bemerkung 1.5.1) zu einer kommutativen Gruppe (in diesem Fall
(Z, +)) “befördert”. Dieser Prozess ist in der Mathematik gut bekannt, und die
von einem Monoid erzeugte Gruppe heißt Grothendieck-Gruppe. ¸

Übung 1.5.2
Zu Beginn von Abschnitt 1.2.2 haben wir eine Menge mit zwei Elementen definiert,

{G, U}, die wir mit Z2 jetzt bezeichnen (der Name wird in anderen Vorlesungen
erklärt). Dazu haben wir eine Summe + auf Z2 definiert. Beweisen Sie, dass (Z2, +)
eine Gruppe ist. ˝

Übung 1.5.3
Sind die folgenden Gruppen?

• (N, ≠)

• (Z, ≠)

• (N, ·)

• (Z, ·)



1.5. DIE GANZEN UND RATIONALEN ZAHLEN 53

• (Z \ {0}, ·)

˝

Bemerkung 1.5.2
Die Assoziativität der Verknüpfung erlaubt uns ein endliches Produkt g1 úg2 ú · · ·úgk

zu definieren, da –unabhängig davon, wie wir die Klammern verwenden– ist das
Ergebnis dasselbe. ˚

Vorlesung 4 -

Die Eigenschaften (1) (2) und (3) in Definition 1.5.2 (und nicht die spezifische
Definition der Verknüpfung ú) implizieren Folgendes:

Lemma 1.5.3
In einer Gruppe (G, ú) sind das neutrale Element und das inverse Element eines

Gruppenelements eindeutig bestimmt.

Beweis: Beweisen wir zuerst, dass das neutrale Element eindeutig bestimmt ist.
Nehmen wir an, dass es zwei neutrale Elemente gibt: e1 und e2. Dann

• Da e1 ein neutrales Element ist, haben wir e1 ú e2 = e2;

• auf der anderen Seite, da e2 ein neutrales Element ist, haben wir e1 ú e2 = e1.

Von den zwei Gleichheiten erhalten wir, dass e1 = e2 muss. Wir bezeichnen das
einzige neutrale Element durch e.

Es sei jetzt g œ G, und g1, g2 zwei inverse Elemente von g. Dann

g1 = g1 ú e = g1 ú (g ú g2) = (g1 ú g) ú g2 = e ú g2 = g2 ,

wobei: die erste Gleichheit folgt aus der Tatsache, dass e das neutrale Element ist;
die zweite aus der Tatsache, dass g2 eine Inverse von g ist; die dritte aus Assoziativi-
tät; die vierte gilt, weil g1 eine Inverse von g ist, und die letzte gilt, weil nochmal e
das neutrale Element ist.

Hier listen wir andere wichtige Eigenschaften auf, die sich direkt aus der Grup-
pendefinition ergeben.

Lemma 1.5.4
Es sei (G, ú) eine Gruppe. Dann
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1. Für jede a, b œ G, hat die Gleichung

a ú x = b

die eindeutige Lösung x = a≠1
ú b;

2. Für jedes a œ G ist (a≠1)≠1 = a;

3. Für jede a, b œ G, ist (a ú b)≠1 = b≠1
ú a≠1;

4. Das inverse Element des neutralen Element e ist e.

Beweis: 1. Da jedes Element a ein inverses Element hat, aus a ú x = b erhalten
wir, dass a≠1

ú a ú x = a≠1
ú b, und die linke Seite ist genau x (hier haben wir

keine Klammern für die Verknüpfung benutzt, da sie assoziativ ist).

2. Um zu beweisen, dass (a≠1)≠1 = a, es genügt die folgende Gleichheit für einige
Sekunden zu beobachten: aúa≠1 = a≠1

úa = e, und Lemma 1.5.3 zu benutzen.

3. Wir bemerken, dass a ú b ú b≠1
ú a≠1 = a ú e ú a≠1 = a ú a≠1 = e, und ähnlich

b≠1
ú a≠1

ú a ú b = · · · = e. (Kleine Übung: Begründen Sie die verwendeten
Gleichheiten und ergänzen die Punkte).

4. Nochmal, es genügt die folgende Gleichheit für einige Sekunden zu beobachten:
e ú e = e (und Lemma 1.5.3 zu benutzen).

Bitte benutzen Sie Übung 1.3.5, um die folgende Übung zu lösen:

Übung 1.5.4 • Beweisen Sie, dass in Z die Multiplikation distributiv über die
Addition ist (siehe Definition 1.1.1), d.h.

m · (n + p) = (m · n) + (m · p), für alle m, n, p œ Z.

• Beweisen Sie, dass 1 · n = n · 1 = n und dass 0 · n = n · 0 = 0, für alle n œ Z.
˝

Wie schließen diesen Abschnitt mit der Bemerkung, dass auf Z eine totale
Ordnung gibt (siehe Definition 1.2.10):

Wir sagen, dass

[(m, n)] Æ [(mÕ, nÕ)] wenn m + nÕ
Æ n + mÕ für alle m, n, mÕ, nÕ

œ N.

Übung 1.5.5
Warum ist die Ordnung so definiert? ˝
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1.5.2 Die Menge der rationalen Zahlen Q
Die Einführung der Menge von ganzen Zahlen hat es uns ermöglicht, alle Glei-

chungen vom Typ a+x = b zu lösen. Für die Gleichungen, die das Produkt betre�en,
stehen wir jedoch vor dem gleichen Problem: Wir können nicht alle Gleichungen
vom Typ a · x = b lösen, d.h. wenn a und b in Z gegeben sind, existiert x in Z nicht
immer so, dass a · x = b. Wie zuvor kann dieses Problem gelöst werden, indem der
numerische Satz, mit dem man arbeitet, erweitert wird.

Der Prozess folgt der Idee, die wir zuvor verwendet haben. Wir möchten
rationale Zahlen als “Quotienten” von ganzen Zahlen definieren. Wir gehen also
von den Paaren von ganzen Zahlen (p, q) aus, wobei p œ Z und q œ Z \ {0} =: Z0,
wobei zu berücksichtigen ist, dass –wenn p/q = pÕ/qÕ– dann das Paar (p, q) mit (pÕ, qÕ)
identifiziert werden muss. Wir können jedoch nicht p/q = pÕ/qÕ schreiben, da die
Division zwischen ganzen Zahlen nicht definiert wurde. Eine äquivalente Bedingung
dazu ist jedoch, dass p · qÕ = q · pÕ, eine Bedingung, die jetzt Sinn macht. Also haben
wir dies formal getan:

• Wir haben mit der Menge Z ◊ Z0 begonnen

• Wir haben eine Äquivalenzrelation R auf Z ◊ Z0 eingeführt, in der

(p, q) ¥ (pÕ, qÕ) : ≈∆ p · qÕ = q · pÕ.

Definition 1.5.3
Die Menge der rationalen Zahlen ist die Quotientenmenge (Z ◊ Z0)/R und

wird mit Q bezeichnet.

Wir werden die Äquivalenzklasse von (p, q) mit [(p, q)] bezeichnen, oder einfacher
mit p

q
. Wie zuvor, definieren wir die Operationen der Addition und Multiplikation

aus denen von Z. Nämlich:
p

q
+ pÕ

qÕ := p · qÕ + pÕ
· q

q · qÕ

p

q
·

pÕ

qÕ := p · pÕ

q · qÕ

Machen diese Definitionen Sinn?

Übung 1.5.6
Beweisen Sie, dass gegeben (p1, q1) ¥ (p2, q2) und (pÕ

1
, qÕ

1
) ¥ (pÕ

2
, qÕ

2
), man hat

(p1q
Õ
1

+ pÕ
1
q1, q1q

Õ
1
) ¥ (p2q

Õ
2

+ pÕ
2
q2, q2q

Õ
2
) und (p1p

Õ
1
, q1q

Õ
1
) ¥ (p2p

Õ
2
, q2q

Õ
2
)

Überzeugen Sie sich selbst, dass diese beiden Eigenschaften für die Definition von
Addition und Multiplikation auf der Quotientenmenge Q notwendig sind. ˝
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Um zu sehen, dass Q eine Erweiterung von Z ist, müssen wir eine injektive
Funktion14 ÿ : Z æ Q finden, die wir als Inklusion von Z in Q betrachten werden.
Die o�ensichtlichste Funktion ist ÿ(n) = [(n, 1)] für alle n œ Z.

Im Folgenden werden wir durch 0 die rationale Zahl [(0, p)] bezeichnen (be-
merken Sie, dass [(0, p)] = [(0, q)], für alle p, q œ Z0; warum?) und durch 1 die Zahl
[(1, 1)]. Der folgende Satz ist sehr wichtig, um die allgemeine Struktur von Q zu
erklären.

Satz 1.5.5
Es sei (Q, +, ·) die Menge der rationalen Zahlen, mit den Operationen von

Addition und Multiplikation. Dann

(i) (Q, +) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0;

(ii) (Q \ {0}, ·) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 1;

(iii) Die Multiplikation · ist distributiv über der Addition +, d.h., dass

a · (b + c) = (a · b) + (a · c), für alle a, b, c œ Q.

Das inverse Element von a œ Q bezüglich der Addition wird durch ≠a bezeichnet,
und das inverse von a œ Q \ {0} bezüglich der Multiplikation durch a≠1.

Übung 1.5.7
Beweisen Sie Satz 1.5.5. Bemerken Sie, dass diese Eigenschaften aus den ähnlichen
Eigenschaften auf Z kommen (siehe insbesondere Übung 1.5.4), und aus der Defini-
tion der Operationen auf Q. ˝

Warum haben wir gesagt, dass “nur” (Q \ {0}, ·) eine Gruppe ist, und nicht
(Q, ·)?

Übung 1.5.8
Welche der folgenden sind Gruppen?

• (Q, ·) (Was ist 0 · a, für ein beliebiges a œ Q?)

• (Q, ≠ )

• (Q, : )

• (Q \ {0}, : )
14

Das ist nicht ganz richtig; Es reicht nicht aus, eine injektive Funktion zu finden. Wir müssen

eine Funktion finden, die die gerade definierten Additions- und Multiplikationsoperationen

“bewahrt”, d.h.: eine ÿ : Z æ Q, mit ÿ(m) ú ÿ(n) = ÿ(m ú n), wobei ú die Addition oder die

Multiplikation ist.
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˝

Schließlich können wir eine totale Ordnung auf Q definieren. Wir sagen, dass

[(p, q)] Æ [(pÕ, qÕ)] wenn (pqÕ
≠ pÕq) · (qqÕ) Æ 0 .

Übung 1.5.9
Warum ist die Ordnung so definiert? ˝

1.6 Zusätzliche Übungen
Übung 1.6.1
Verneinen Sie die Aussagen von Beispiel 1.1.1. ˝

Übung 1.6.2
Verneinen Sie die nachfolgenden Aussagen:

(a) Alle Wege führen nach Rom.

(b) Wenn die Katze fort ist, tanzen die Mäuse auf dem Tisch .

(c) In jeder Küche gibt es zerbrochene Töpfe.

(d) Alle denken nur darüber nach, wie man die Menschheit ändern könnte, doch
niemand denkt daran, sich selbst zu ändern.

(e) Es gibt mindestens eine gerade Zahl, die größer als 2 ist und sich nicht als
Summer zweier Primzahlen schreiben lässt.

(f) Zu jedem Punkt P außerhalb einer Geraden g gibt es höchstens eine Gerade
h, die durch P geht und zu g parallel ist.

˝

Übung 1.6.3
Wir üben Beweis durch Widerspruch mit den folgenden Rätseln. Auf der Logikinsel
gibt es zwei Arten von Menschen, und diese lassen sich in zwei Gruppen einteilen:

Ritter: Sagen immer die Wahrheit.
Schurken: Lügen immer.

Jeder der Inselbewohner gehört genau einer dieser Gruppen an. Wenn man
nun herausfinden möchte, welchem Typ ein Inselbewohner angehört, so stößt man
auf Logikrätsel.
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(a) Wir sind nun auf der Logikinsel zu Besuch und tre�en zwei Inselbewohner A
und B .

A sagt: “Wir gehören dem gleichen Typ an”.
B sagt: “A ist ein Schurke”.

Beweisen Sie durch Widerspruch, dass B ein Ritter ist.

(b) Im nächsten Szenario tre�ern wir nun drei Inselbewohner A, B und C .

A sagt: “B und C sind Schurken.”.
B sagt: “A ist ein Schurke”.
C sagt: “A ist ein Schurke oder B ist ein Schurke”.

Beweisen Sie durch Widerspruch, dass C ein Ritter ist.

˝

Übung 1.6.4
Es seien X und Y Mengen und A, B ™ X und C, D ™ Y Teilmengen von X bzw.
Y . Desweitern sei f : X æ Y eine Abbildung. Beweisen Sie die folgenden Aussagen
oder geben Sie ein Gegenbeispiel an, welches die Aussage widerlegt.

(a) f(A fi B) = f(A) fi f(B)

(b) f(A fl B) = f(A) fl f(B)

(c) f≠1(C fi D) = f≠1(C) fi f≠1(D)

(d) f≠1(C fl D) = f≠1(C) fl f≠1(D)

Hier bezeichnet z.B. f≠1(C) das Urbild von C unter der Abbildung f, also

f≠1(C) = {x œ X : f(x) œ C} .

Überprüfen Sie ob die falschen Aussagen zu richtigen werden, wenn die Men-
gengleicheit durch die Mengeninklusion ™ oder ´ ersetzt wird.

˝

Übung 1.6.5
Es seien X und Y Mengen und f : X æ Y eine Abbildung.
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(a) Zeigen Sie, dass für alle Teilmengen A ™ X gilt:

f≠1(f(A)) ´ A ,

und dass f injektiv ist genau dann, wenn f≠1(f(A)) = A .

(b) Zeigen Sie, dass für alle Teilmengen B ™ Y gilt:

f(f≠1(B)) ™ B ,

und dass f surjektiv ist genau dann, wenn f(f≠1(B)) = B.

˝

Übung 1.6.6
Gegeben sei eine Menge X und eine Teilmenge A ™ X. Die Abbildung ‰A : X æ

{0, 1} definiert durch

‰A(x) =

Y
]

[
1, falls x œ A

0, falls x /œ A

heißt dann die charakteristische Funktion oder Indikatorfunktion der Menge A .
Es seien Teilmengen A, B ™ X gegeben. Zeigen Sie, dass für die Schnittmenge

‰AflB = ‰A · ‰B

gilt and für die Vereinigungsmenge

‰AfiB = ‰A + ‰B ≠ ‰A · ‰B

gilt.
Wie schreibt man die charakteristische Funktion ‰A—B der symmetrischen Dif-

ferenz A—B in Abhängigkeit von den charakteristischen Funktionen ‰A und ‰B ?
˝

Übung 1.6.7 (a) Beweisen Sie durch Induktion, dass

nÿ

k=1

k2 = n(n + 1)(2n + 1)
6

gilt.
Bemerkung: Die Induktion hilft uns nicht die obige Formel zu finden. Wir
können nur beweisen, dass die Formel für jedes n œ N gilt.
In den folgenden Aufgaben beschreiben wir einen Ansatz, um die Formel aus
der sogenannten Teleskopsumme abzuleiten.
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(b) Gegeben sei eine endliche Folge {a0, a1, . . . , an}, wir definieren ihre Teleskop-
summe durch

nÿ

k=1

(ak ≠ ak≠1) .

Beweisen Sei durch Induktion, dass
nÿ

k=1

(ak ≠ ak≠1) = an ≠ a0

gilt.

(c) Sei ak = k3. Beweisen Sie, dass
nÿ

k=1

(ak ≠ ak≠1) =
nÿ

k=1

(3k2
≠ 3k + 1) = n3

gilt, und schließen Sie daraus, dass
nÿ

k=1

k2 = n(n + 1)(2n + 1)
6

gilt .
˝

Übung 1.6.8
Seien x1, . . . , xn positive reelle Zahlen, n Ø 2, so dass x1 · x2 · . . . · xn = 1 gilt. Zeigen
Sie mit Hilfe des Induktionsprinzip, dass

x1 + x2 + . . . + xn Ø n

gilt. Außerdem x1 +x2 + . . .+xn = n gilt genau dann, wenn x1 = x2 = . . . = xn = 1
gilt.

˝

Übung 1.6.9
Es seien n Geraden in R2 gegeben, so dass je zwei dieser Geraden nicht parallel sind
und so dass es keinen Punkt in R2 gibt, der auf mehr als zwei dieser Geraden liegt.
Diese Geraden teilen R2 in verschiedene Teile (siehe Abbildung ??).

Es sei p(n) die Anzahl dieser Teile. Zeigen Sie, dass

• p(n + 1) = p(n) + (n + 1),

• p(n) = (n2 + n + 2)
2

gilt.
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Figure 1.6.1: Vier Geraden teilen R2 in elf Teile .

˝

Übung 1.6.10
Wir “beweisen” durch Induktion, dass für alle natürlichen Zahlen n die Gleichheit

2 · n = 0 (ú)

gilt.

• Induktionsanfang: Wenn n = 0, gilt die Gleichheit (ú), denn 2 · 0 = 0 .

• Induktionsschritt : Sei n eine natürliche Zahl. Nehmen Sie an, dass für
jede natürliche Zahlen 0 Æ k Æ n die Gleichheit

2 · k = 0

gilt. Seien i and j natürliche Zahlen mit 0 Æ i, j Æ n, so dass

i + j = n + 1

gilt. Dann folgt aus der Induktionshypothese, dass

2 · (n + 1) = 2 · (i + j) = 2 · i + 2 · j = 0 + 0 = 0

gilt. Damit gilt die Gleichung (*) auch für n + 1.

Abschluss: Aufgrund des starken Induktionsprinzip gilt

2 · n = 0

für alle natürlichen Zahlen n . Wo liegt der Trugschluss?
˝
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2.1 Das abstrakte Konzept von angeordnetem Körper
Wir beginnen dieses Kapitel mit einem Konzept, das an sich schon sehr aus-

gefeilt ist und zu dem wir eigentlich schon langsam gekommen sind. Beginnen wir
mit der folgenden

Definition 2.1.1
Es sei K eine Menge mit mindestens zwei Elementen, zusammen mit den

(zweistelligen) Verknüpfungen + (die Addition genannt wird) und · (die Multi-
plikation genannt wird). Dann ist das Tripel (K, +, ·) ein Körper, falls

(i) (K, +) eine kommutative Gruppe ist (mit neutralem Element 0).

(ii) (K \ {0}, ·) eine kommutative Gruppe ist (mit neutralem Element 1).

(iii) Die Multiplikation distributiv über der Addition ist, d.h.

x · (y + z) = (x · y) + (x · z), für alle x, y, z œ K.

In der obigen Definition benötigen wir, dass |K| Ø 2, weil wir wollen, dass K \ {0}

keine leere Menge ist.
Zusätzlich für alle x œ K bezeichnen wir mit ≠x das inverse Element von

x bezüglich der Addition, und für alle x œ K \ {0} mit x≠1 das inverse Element
bezüglich der Multiplikation.

Wir bemerken dazu, dass die Assoziativität der Addition und Multiplika-
tion uns erlaubt, die Summe und das Produkt von endlichen vielen Elementen zu
definieren, und sie werden einfach mit x1 + · · · + xk und x1 · · · · · xk bezeichnet (also,
ohne Klammern). Dazu definieren wir

x≠n := (x≠1)n für alle x œ K \ {0} und n œ N \ {0} .

Bemerken Sie, dass Folgendes gilt:

xn
·xm = xn+m und (x·y)n = xn

·yn, für alle x, y œ K\{0} und m, n œ Z\{0}, m ”= n.

Wir definieren dann x0 als 1, für alles x œ K was mit den vorherigen Gleichheiten
konsistent ist (warum?).

Beispiel 2.1.1

• Satz 1.5.5 sagt uns, dass (Q, +, ·) ein Körper ist.

• Wir wissen, dass (Z, +) eine Gruppe ist (Lemma 1.5.1), dass die Multiplikation
ein neutrales Element 1 hat, und dass die Multiplikation über der Addition
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distributiv ist (Übung 1.5.4). Ist dann (Z \ {0}, ·) eine Gruppe? Nein! Das
ist genau der Grund, warum wir Q eingeführt haben. Bemerken Sie, dass
die einzigen Elemente in Z \ {0}, die invertierbar sind (d.h., die ein inverses
Element besitzen), 1 und ≠1 sind.

˙

Vertiefungen 2.1.1
Können wir sagen, dass (Q \ {0}, ·) die Grothendieck-Gruppe von (Z \ {0}, ·) ist?
(Siehe Vertiefungen 1.5.1). ¸

Übung 2.1.1
Zu Beginn von Abschnitt 1.2.2 haben wir eine Menge mit zwei Elementen gegeben,

Z2 = {G, U} und Sie sollten schon bewiesen haben, dass (Z2, +) eine Gruppe ist
(Übung 1.5.2). Können Sie eine Multiplikation auf Z2 definieren, damit (Z2, +, ·)
ein Körper ist?1 Überzeugen Sie sich selbst, dass es sinnvoll ist, das Element G mit
0 und das Element U mit 1 zu bezeichnen. ˝

Es ist zu beachten, dass hier die Menge K möglicherweise keine Menge von
Zahlen (wie Q) sein könnte und daher die Operationen “Addition” und “Multi-
plikation” möglicherweise nicht mit der Addition und Multiplikation von Zahlen
zusammenhängen. Es ist nur eine Notation.

Das folgende Lemma erklärt den Grund, warum wir (K \ {0}, ·) als Gruppe,
und nicht (K, ·), benötigen.

Lemma 2.1.1
Es sei (K, +, ·) ein Körper. Dann ist 0 · x = 0 für alle x œ K.

Beachten Sie, dass diese Eigenschaft direkt aus den Axiomen des Körpers und
nicht aus der “Intuition” über die uns bekannten Berechnungsregeln folgen muss.
Wir werden viele weitere Beispiele für dieses Phänomen sehen (ob es Ihnen gefällt
oder nicht ...)

Beweis: Da die Multiplikation eine Verknüpfung auf K ist, es muss ein y œ K
existieren, sodass 0 · x = y. Wir müssen beweisen, dass y = 0, das neutrale Element
der Addition. Wir bemerken, dass

y = 0 · x = (0 + 0) · x = (0 · x) + (0 · x) = y + y

wobei die zweite Gleichung aus der Tatsache folgt, dass 0 das neutrale Element von
+ ist und die dritte aus Distributivität. Dann haben wir ein Element y gefunden,
für das y = y + y. Wir beweisen, dass in einer (nicht unbedingt kommutativen)

1
Die Antwort muss “Ja” sein, also müssen Sie die richtige Multiplikation finden, damit (Z2, +, ·)

ein Körper ist.
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Gruppe (K, +) ein solches Element das neutrale Element 0 sein muss. In der Tat,
hat y ein inverses Element ≠y, und deshalb

y = y + y ≈∆ (≠y) + y = (≠y) + y + y ≈∆ 0 = y .

(Warum gelten die obigen Äquivalenzen “ ≈∆ ”?)

Es sollte jetzt klar sein, dass 0 kein inverses Element bezüglich der Multiplika-
tion haben kann, da es kein x œ K geben kann, mit 0 · x = 1.

Bemerkung 2.1.1
Bemerken Sie, dass, da (K, +) und (K \ {0}, ·) (kommutative) Gruppen sind,

wir erhalten für jede solche Gruppe alle Eigenschaften in Lemma 1.5.3 und Lemma
1.5.4. ˚

Übung 2.1.2
Es seien a, b, c œ K, Wie viele Lösungen hat die Gleichung

a ú x + b = c ?

Wenn es Lösungen gibt, finden Sie alle. ˝

Für die Eigenschaften eines Körpers, die sowohl Addition als auch Multiplika-
tion verwenden, haben wir neben Lemma 2.1.1 auch

Lemma 2.1.2
Es sei (K, +, ú) ein Körper. Dann für jede a, b œ K

1. Er ist nullteilerfrei, d.h.: a ú b = 0 ≈∆ a = 0 oder b = 0.

2. a ú (≠b) = ≠(a ú b) = (≠a) ú b =: ≠a ú b.

Beweis: 1. Falls man eine Äquivalenz “ ≈∆ ” beweisen muss, müssen wir die
zwei Implikationen, “∆” und “≈”, beweisen.
Wir beginnen mit “≈”: wir nehmen an, dass a oder b gleich 0 sind. Dann
Lemma 2.1.1 impliziert, dass a ú b = 0.
Umgekehrt (wir beweisen jetzt “∆”), angenommen, dass aúb = 0, wir müssen
beweisen, dass a = 0 oder b = 0. Falls a = 0 gilt die Behauptung. Also,
können wir annehmen, dass a ”= 0. Da (K \ {0}, ·) eine Gruppe ist, besitzt a
ein inverses Element bezüglich der Multiplikation, a≠1. Dann, aus a ú b = 0
erhalten wir (nämlich, wir multiplizieren die linke und rechte Seite durch a≠1)
a≠1

ú a ú b = a≠1
ú 0 = 0, wobei die letzte Gleichung aus Lemma 2.1.1 folgt.

Aber die linke Seite ist genau b (warum?).
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2. Wir beginnen zu beweisen, dass a ú (≠b) = ≠(a ú b), d.h., dass a ú (≠b) das
inverse Element von a ú b bezüglich der Addition ist. Durch Distributivität
und Lemma 2.1.1 erhalten wir, dass

a ú (≠b) + a ú b = a ú (≠b + b) = a ú 0 = 0 ,

und Lemma 1.5.3 impliziert, dass ≠(aúb) = aú (≠b) (warum? Welche Gruppe
benutzen wir hier? (K, +) oder (K \ {0}, ·)?). In ganz analoger Weise wird
gezeigt, dass (≠a) ú b = ≠(a ú b) (Tatsächlich wird diese Gleichheit fast sofort
von der vorherigen erhalten, warum?). Bemerken Sie, dass die letzte Gleichheit
(≠a) ú b =: ≠a ú b keine echte Gleichheit ist: das Symbol =: bedeutet, dass
die rechte Seite (die noch nicht definiert wurde) ist per definitionem die linke
Seite (also (≠a) ú b oder ≠(a ú b) oder a ú (≠b), die gleich sind.)

Jetzt führen wir das Konzept von “verträglicher” totaler Ordnung auf (K, +, ·)
ein, d.h., eine totale Ordnung auf K die “verträglich” mit den Verknüpfungen + und
· ist:

Definition 2.1.2
Es sei Æ eine totale Ordnung auf einem Körper (K, +, ·), und < die induzierte

Ordnung:
a < b : ≈∆ a Æ b · a ”= b .

Dann ist < verträglich mit + und ·, falls für jedes a, b, c œ K gilt:

(i) a < b =∆ a + c < b + c

(ii) Für c > 0, a < b =∆ a · c < b · c

Ein angeordneter Körper ist ein Körper (K, +, ·) zusammen mit einer totalen
verträglichen Ordnung Æ, und heißt angeordneter Körper.

Beispiel 2.1.2
Es ist eine gute, aber lange und langweilige Übung zu beweisen, dass der Körper

(Q, +, ·) mit der Ordnung Æ, die am Ende des Abschnittes 1.5.2 definiert wurde, ein
angeordneter Körper ist. Sie müssen diese Tatsache nicht genau beweisen. Machen
Sie einfach nur eine Liste der Tatsachen, die bewiesen werden sollten (Sie soll-
ten eigentlich von der Menge der natürlichen Zahlen mit den in Abschnitt 1.3.2
angegebenen Operationen und Ordnung ausgehen, und beweisen, dass diese Ord-
nung verträglich mit den Operationen auf N ist. Dann...?). ˙

Fragen 2.1.1
In Übung 2.1.1 sollten Sie schon bewiesen haben, dass (Z2, +, ·) eine Körperstruktur
besitzt. Kann es ein angeordneter Körper sein? Nämlich, kann man eine Ordnung
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auf Z2 finden, sodass die Ordnung verträglich mit + und · ist? (Der Körper Z2 hat
nur zwei Elemente; also haben Sie nicht zu viele Möglichkeiten, eine Ordnung zu
definieren!) ¸

Die folgenden Eigenschaften folgen aus (i) und (ii) in obiger Definition:

Lemma 2.1.3
Es sei (K, +, ·) ein angeordneter Körper. Dann gelten, für beliebige a, b, c œ K:

1. a > 0 ≈∆ ≠a < 0

2. a > b ≈∆ a ≠ b > 0 ≈∆ ≠b > ≠a

3. Falls a > 0 und b > 0, dann sind a + b > 0 und a · b > 0

4. Falls a > b und c > d, dann ist a + c > b + d

5. Falls a > b > 0 und c > d > 0, dann ist a · c > b · d

6. Falls a < b und c < 0, dann ist a · c > b · c

7. Falls a ”= 0, dann ist a2 > 0. Insbesondere ist 1 > 0

8. Die Gleichung x2 + 1 = 0 hat keine Lösung in K

9. a > 0 =∆ a≠1 > 0

10. Falls a > b > 0, dann ist b≠1 > a≠1

Abgesehen von den Ungleichungen in 7., 8., 9. und 10, halten die anderen auch mit
Ø.

Beachten Sie, dass wir zum Beweis der aufgelisteten Eigenschaften nicht auf
die “Intuition” zurückgreifen können, die sich aus den Jahren ergibt, in denen alge-
braische Berechnungen mit diesen Eigenschaften durchgeführt wurden. Wir dürfen
sie nur aus (i) und (ii) in Definition 2.1.2 ableiten.

Beweis: 1. a > 0 (i)

≈∆ a ≠ a > 0 + (≠a) ≈∆ 0 > ≠a

2. a > b
(i)

≈∆ a+(≠b) > b+(≠b) ≈∆ a≠b > 0 (i)

≈∆ ≠a+a≠b > ≠a+0 ≈∆

≠b > ≠a

3. Übung für Sie.

4. Übung für Sie.

5. Übung für Sie.
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6. c < 0 (i)=∆ ≠c > 0, und a < b
(ii)=∆ a · (≠c) < b · (≠c). Lemma 2.1.2 (b) gibt

uns, dass a · (≠c) = ≠(a · c), und b · (≠c) = ≠(b · c). Also, wir haben erhalten,
dass ≠(a·c) < ≠(b·c), und wir schließen, dass ≠(a·c) < ≠(b·c) 2.=∆ a·c > b·c
(hier haben wir auch benutzt, dass ≠(≠(a · c)) = a · c und ≠(≠(b · c)) = b · c;
warum gelten sie?).

7. Übung für Sie.

8. Übung für Sie.

9. Angenommen, dass a > 0. Also, insbesondere, a ”= 0 und a≠1
”= 0. Dann

a≠1
”= 0 7.=∆ (a≠1)2 > 0, und a > 0 (ii)=∆ (a≠1)2

· a > (a≠1)2
· 0. Aber ist die

letzte Ungleichheit genau a≠1 > 0 (warum?).

10. Übung für Sie.

Satz 2.1.4
(Bernoullische Ungleichung) Es sei (K, +, ·) ein angeordneter Körper und

n eine natürliche Zahl. Dann gilt für jedes x œ K mit 1+x Ø 0 die Ungleichung

(1 + x)n
Ø 1 + n · x .

Beweis: Wir beweisen die Ungleichung durch Induktion. Es sei P (n) das Prädikat
“(1 + x)n

Ø 1 + n · x”. Wir müssen beweisen, dass P (n) wahr ist, für alle n œ N.
Für n = 0 müssen wir nachprüfen, dass (1 + x)0

Ø 1 + 0 · x (Induktionsanfang), das
äquivalent zu 1 Ø 1 ist. Also ist P (0) wahr.

Angenommen P (n) ist wahr (Induktionshypothese, kursum “IH”). Wir müssen
beweisen, dass P (n + 1) gilt, also dass (1 + x)n+1

Ø 1 + (n + 1) · x. Dann

(1 + x)n+1 = (1 + x)n(1 + x)
HI und 1+xØ0

Ø (1 + n · x) · (1 + x) = 1 + (n + 1) · x + n · x2 .

Jetzt beweisen wir, dass 1 + (n + 1) · x + n · x2
Ø 1 + (n + 1)x. Diese Ungleichung

folgt aus Lemma 2.1.3. Eigentlich, aus Lemma 2.1.3 7., folgt, dass x2
Ø 0 für alle

x œ K. Aus 3., x2
Ø 0 =∆ n · x2

Ø 0 für alle n œ N, und endlich 4. impliziert,
dass 1 + (n + 1) · x + n · x2

Ø 1 + (n + 1)x. Dann, durch Transitivität der Ordnung
Ø, erhalten wir, dass (1 + x)n+1

Ø 1 + (n + 1)x gilt, und wir können den Beweis
schließen.
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Vorlesung 5 -

Das Archimedische Axiom

Definition 2.1.3
Ein angeordneter Körper K erfüllt das Archimedische Axiom, falls zu je

zwei positiven Elementen a, b, eine natürliche Zahl n œ N existiert mit n · a > b.

Dieses Axiom ist unabhängig von den Axiomen, die einen angeordneten Körper
definieren, d.h. dass es angeordnete Körper gibt, die das Archimedische Axiom nicht
erfüllen.

Die Folgerungen dieses Axioms sind die folgenden:

Lemma 2.1.5
Falls ein angeordneter Körper K das Archimedische Axiom erfüllt, dann

1. Für alle ‘ > 0, existiert n œ N, sodass 1

n < ‘;

2. Es seien a, b œ K, a > 1. Dann existiert ein n œ N, sodass an > b;

3. Es seien ‘, a œ K, 0 < a < 1 und ‘ > 0. Dann existiert n œ N mit an < ‘.

Beweis: Der Beweis hier unten ist nicht komplett: Sie müssen Lemma 2.1.3 be-
nutzen, um alle Ungleichungen und Implikationen (“dann”, “da”,...) zu begründen.

1. Da K das Archimedische Axiom erfüllt, existiert ein n œ N mit n > 1

‘ (hier
a = 1 und b = 1

‘ ), und die Behauptung folgt aus Lemma 2.1.3.

2. Es sei x := a≠1 > 0. Dann impliziert das Archimedische Axiom, dass ÷n œ N
mit nx > b. Satz 2.1.4 gibt uns, dass an = (1 + x)n

Ø 1 + nx > 1 + b > b.

3. Wir bemerken, dass 1

a > 1; dann impliziert die vorherige Ungleichung dieses
Lemmas, dass ( 1

a)n > 1

‘ > 0, also an > ‘.
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Der Absolutbetrag oder Betragsfunktion

Gegeben a œ K, setzen wir

|a| :=

Y
]

[
a, falls a Ø 0
≠a, falls a < 0

Dann ist | · | eine Funktion, deren Zielmenge die nicht-negativen Elemente KØ0 von
K sind.

Übung 2.1.3
Beweisen Sie, dass

(i) |a| = | ≠ a|, für alle a œ K;

(ii) |c| Æ d ≈∆ (c Æ d und ≠c Æ d).

˝

Das folgende Lemma ist auch wichtig.

Lemma 2.1.6
Für alle a, b œ K gilt:

1. |a · b| = |a| · |b|;

2. (Dreiecksungleichung): |a + b| Æ |a| + |b|;

3. ||a| ≠ |b|| Æ |a ≠ b|.

Beweis: 1. Übung für Sie.

2. Wir bemerken, dass a Æ |a| und ≠a Æ |a|; wir schreiben ±a Æ |a|. Analog
für b gilt ±b Æ |b|. Dann impliziert Lemma 2.1.3, dass a + b Æ |a| + |b|, und
≠(a+b) = (≠a)+(≠b) Æ |a|+ |b|. Die letzten zwei Ungleichungen implizieren,
dass |a + b| Æ |a| + |b| (siehe Übung 2.1.3 (ii)).

3. Wir schreiben a als a ≠ b + b. Dann impliziert die Ungleichung 2. dieses
Lemmas, dass |a| = |a ≠ b + b| Æ |a ≠ b| + |b|, also |a| ≠ |b| Æ |a ≠ b| (i). Analog
erhalten wir |b| ≠ |a| Æ |b ≠ a| = |a ≠ b| (ii). Die Ungleichungen (i) und (ii)
implizieren, dass ||a| ≠ |b|| Æ |a ≠ b| (siehe Übung 2.1.3 (ii)).
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2.1.1 Die Ordnungsvollständigkeit
Wie bereits erwähnt (siehe Beispiel 2.1.2), sind die rationalen Zahlen, mit

den Additions- und Multiplikationsoperationen, ein Beispiel für einen geordneten
Körper. Diese numerische Menge erfüllt jedoch keine grundlegende Eigenschaft, die
sie wesentlich von reellen Zahlen (die wir in Kürze einführen werden) unterscheidet:
die Vollständigkeitseigenschaft. Um diese Eigenschaft besser zu verstehen, beginnen
wir mit dem folgenden wichtigen Beispiel:
Lemma 2.1.7

Es gibt keine rationale Zahl x œ Q, sodass x2 = 2
Beweis: Wir werden dieses Lemma durch Widerspruch beweisen. Angenommen, es
gibt eine rationale Zahl x = [(p, q)] = p

q
mit x2 = 2; dann erfüllen die ganzen Zahlen

p und q Folgendes:

[(p, q)]2 = [(p2, q2)] = [(2, 1)] und deshalb p2 = 2q2.

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit (OBdA) können wir annehmen, dass p und
q teilerfremd sind. (In der Tat, wenn sie nicht teilerfremd sind, dann ÷n œ Z,
sodass p = n · pÕ und q = n · qÕ, wobei pÕ und qÕ teilerfremd sind. Dann ist es leicht
nachzuprüfen, dass [(p, q)] = [(pÕ, qÕ)].)

Aus p2 = 2q2 folgt, dass p2 eine gerade Zahl ist. Dann ist die Frage: ist p
selbst gerade? Die Antwort ist “Ja”, da wenn p nicht gerade wäre, p = (2k + 1),
dann wäre auch p2 ungerade (weil p2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1). Es sei k œ Z,
sodass p = 2k. Dann p2 = 2q2

≈∆ 4k2 = 2q2
≈∆ q2 = 2k2. Da q2 gerade ist,

lässt uns dieselbe Argumentation wie oben schließen, dass q gerade ist. Aber das
ist ein Widerspruch, da wir angenommen haben, dass p und q teilerfremd sind (und
wir haben bewiesen, dass p2 = 2q2 impliziert, dass sie beide gerade sind).

Wenn wir also auf einer Geraden mit Ursprung O alle Punkte darstellen wür-
den, deren Abstand von O rational ist, gäbe es immer noch viele “Löcher”, wie das
durch

Ô
2 dargestellte “Loch”. Um eine Eigenschaft zu veranschaulichen, die ratio-

nale Zahlen nicht erfüllen und die eng mit der Existenz der oben erwähnten Löcher
zusammenhängt, müssen wir das Konzept von Supremum und Infimum einführen.

Wir möchten uns daran erinnern (siehe Definition 1.2.11), dass gegeben eine
Menge X mit einer Ordnung ∞, und eine Teilmenge S ™ X mit induzierter Ordnung,
ein Element x œ X obere (bzw. untere) Schranke von S heißt, falls

y ∞ x für alle y œ X (bzw. x ∞ y für alle y œ X).

Falls eine obere (bzw. untere) Schranke existiert, dann sagen wir, dass S nach oben
(bzw, nach unten) beschränkt ist.

Darüber hinaus (siehe Definition 1.2.12), ist ein Maximum (bzw. Minimum)
eine obere (bzw. untere) Schranke, die der Teilmenge S gehört. Wenn es existiert,
schreiben wir s = max S (bzw. s = min S).
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Beispiel 2.1.3
Gegeben S1 := {x œ Q | x < 2}, dann ist S1 nach oben beschränkt, aber besitzt
S1 kein Maximum (es sollte 2 sein, aber 2 /œ S1). Darüber hinaus, ist die Menge O
aller oberen Schranken gegeben durch {y œ Q | y Ø 2}, und wir bemerken, dass O
von unten beschränkt ist und ein Minimum 2 besitzt.

Gegeben S2 := {x œ Q | x Æ 2}, dann ist auch S2 nach oben beschränkt,
und die Menge aller oberen Schranken ist gegeben durch O. Aber S2 besitzt ein
Maximum, das 2 ist, das genau das Minimum von O ist. ˙

Übung 2.1.4
Beweisen Sie, dass die Menge aller oberen Schranken einer nach oben beschränkten
Menge, nach unten beschränkt ist. ˝

Dieses Beispiel (und die Übung) schlägt die folgende Frage vor: Stimmt es, dass
selbst wenn eine nach oben beschränkte Menge kein Maximum hat (zum Beispiel
S1), die Menge ihrer oberen Schranken (die Menge O) ein Minimum hat? Die
Antwort dieser Frage ist nein, und um besser zu verstehen was passiert, müssen wir
das Konzept von Supremum und Infimum einführen.

Definition 2.1.4
Es sei S ™ X eine nicht leere Menge, und ∞ eine Ordnung auf X. Ein Element

s œ X (wenn existiert) heißt Supremum von S, geschrieben s = sup S, falls es
das kleinste der oberen Schranken ist, d.h., falls

(i) y ∞ s für alle y œ S (s ist eine obere Schranke);

(ii) Falls sÕ
ª s, dann ist sÕ keine obere Schranke (s ist das kleinste der oberen

Schranken).
Mit anderen Worten: Für alle sÕ

ª s, es existiert y œ S, mit sÕ
ª y (sÕ ist

keine obere Schranke).

Ganz analog, ein Infimum von S, geschrieben s = inf S, ist (wenn existiert)
die größte untere Schranke von S.

Beispiel 2.1.4
Es sei (a, b)Q := {x œ Q | a < x < b}, und (a, b]Q := {x œ Q | a < x Æ b}, wobei
a, b œ Q und a < b. Dann sup (a, b)Q = b, aber max (a, b)Q existiert nicht, und
sup (a, b]Q = max (a, b]Q = b. Warum ist das so? ˙

Übung 2.1.5
Beweisen Sie, dass falls S ein Maximum (bzw. Minimum) s besitzt, dann besitzt

S ein Supremum (bzw. Infimum), und s = sup S (bzw. s = inf S). ˝

Übung 2.1.6
Beweisen Sie, dass das Supremum (bzw. Infimum), wenn es existiert, eindeutig

bestimmt ist. ˝
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Übung 2.1.7
Beweisen Sie, dass falls A und B nicht leere Teilmengen von X sind, mit A ™ B,

und falls sie Suprema und Infima besitzen, dann ist

inf B Æ inf A Æ sup A Æ sup B.

˝

Nun können wir beweisen, dass –als Folgerung aus Lemma 2.1.7– die Menge
Q Teilmengen hat, die kein Supremum (oder Infimum) besetzen.

Lemma 2.1.8
Die Teilmenge S := {x œ Q | x2 < 2} von Q besitzt kein Supremum.

Beweis: Nehmen wir an, dass S ein Supremum s œ Q besitzt. Wir müssen einen
Widerspruch erhalten. Dieses Supremum s muss erfüllen: s2 = 2, oder s2 > 2 oder
s2 < 2. Aus Lemma 2.1.7 erhalten wir, dass s2 nicht gleich 2 sein kann.

• Angenommen, dass s2 > 2. Dann können wir ‘ > 0, ‘ œ Q finden, sodass
2 < (s ≠ ‘)2 < s2 und s ≠ ‘ > 0 (warum?). Da s ≠ ‘ > 0 ist, durch Definition
2.1.4 (ii) muss man ein x œ S finden, sodass x2 > (s ≠ ‘)2. Aber wir haben
angenommen, dass (s ≠ ‘)2 > 2, also ist x2 > 2, das ein Widerspruch ist, weil
x œ S.

• Angenommen, dass s2 < 2. Dann kann man ein ‘ > 0, ‘ œ Q, finden, sodass
(s+‘)2 < 2 (warum?). Dann wäre s+‘ œ S und s < s+‘, und dies widerspricht
der Tatsache, dass s das Supremum ist.

Diese Beispiele und Gegenbeispiele führen uns zu der folgenden wichtigen
Eigenschaft eines Körpers:

Definition 2.1.5 • Es sei X eine nichtleere Menge mit Ordnung ∞. Dann
ist die Ordnung ordnungsvollständig, falls jede nichtleere nach oben
beschränkte Teilmenge ein Supremum hat. Diese Eigenschaft wird als
Supremumseigenschaft bekannt.

• Ein angeordneter Körper (K, +, ·, ∞) heißt ordnungsvollständig, falls
die Ordnung ∞ ordnungsvollständig ist.

Lemma 2.1.8 dann impliziert, dass (Q, +, ·, Æ) nicht ordnungsvollständig ist, da die
Menge S nach oben beschränkt ist (warum?), aber besitzt kein Supremum. Da Q
diese Vollständigkeitseigenschaft nicht hat, möchten wir einen geordneten Körper
einführen, der Q irgendwie als “Teilkörper” enthält, aber der ordnungsvollständig
ist.

Wir stellen zunächst den folgenden Satz auf:
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Satz 2.1.9
Es gibt einen ordnungsvollständigen angeordneten Körper, der bis auf Isomor-

phismen eindeutig bestimmt ist.

Wir erklären zuerst, was “bis auf Isomorphismen” bedeutet. Wie wir in dieser und
vielen anderen Vorlesungen sehr oft sehen werden, ist ein Isomorphismus zwischen
zwei Mengen, die eine bestimmte Struktur haben, eine Bijektion, die in gewisser
Weise die gegebene Struktur bewahrt. In diesem Fall ist ein Isomorphismus zwischen
angeordneten Körpern, (K1, +, ·, ∞) und (K2, +, ·, ∞), eine Bijektion zwischen K1

und K2, f : K1 æ K2, sodass

• f(a+b) = f(a)+f(b) und f(a·b) = f(a)·f(b), für alle a, b œ K1 (Die Bijektion
bewahrt die Additions- und Multiplikationsoperationen);

• falls a ª b, dann ist f(a) ª f(b) (Die Bijektion bewahrt die Ordnung).

Also, bedeutet “bis auf Isomorphismen”, dass falls es zwei ordnungsvollständige
angeordnete Körper gibt, man darunter immer einen Isomorphismus wie oben finden
kann.

Definition 2.1.6
Der (einzige) ordnungsvollständige, angeordnete Körper ist der Körper der

reellen Zahlen, der mit (R, +, ·, Æ) bezeichnet wird.

Wenn Sie Satz 2.1.9 glauben, ist diese Definition sinnvoll. Aber es kann sicherlich
nicht gesagt werden, dass es uns eine Vorstellung davon gibt, was die Menge der
reellen Zahlen ist ... Es gibt jedoch mehrere mögliche “Modelle” der reellen Zahlen,
d.h. mehrere ordnungsvollständige, angeordnete Körper, die –wegen Satz 2.1.9– alle
isomorph sind. (Dies ist ein Zeichen dafür, dass es sich um ein tiefgreifendes und
schwieriges Konzept handelt, das von Mathematikern wie Cauchy, Cantor, Dedekind
... von Jahrhundert zu Jahrhundert weiterentwickelt wurde.) Mit dem bisher erwor-
benen Wissen scheint keiner dieser Wege zufriedenstellend zu sein. Es gibt explizite
Modelle, die jedoch das Verständnis tieferer Konzepte erfordern (die wir später sehen
werden), wie Cauchy-Folgen (die wir in Zukunft definieren werden) oder Dedekinder
Schnitte. Wir führen kurz ein Modell der reellen Zahlen vielleicht weniger elegant,
aber konkreter ein: als Dezimalzahlen. Sobald alle Axiome eines ordnungsvoll-
ständigen, angeordneten Körpers zumindest teilweise verifiziert wurden, haben wir
einen Beweis der Existenz eines solchen Körpers in Satz 2.1.9. Wir beweisen die
Eindeutigkeit nicht; aber, angenommen die Eindeutigkeit, sagt uns der obige Satz,
dass die Dezimalzahlen ein Modell der reellen Zahlen sind, und dass alle Modelle
eigentlich äquivalent wären.
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2.2 Reelle Zahlen als Dezimalzahlen
Wie bereits erwähnt, enthält dieser Abschnitt nur die Idee, reelle Zahlen

als Dezimalzahlen zu erstellen. Die Genauigkeit, die erforderlich ist, um diese
Konzepte zu verstehen, erfordert eine bessere Kenntnis einiger Analysekonzepte,
die wir langsam sehen werden. Hier werden nur einige Beweise ausführlich erklärt,
und sie können immer noch schwierig sein. (Die einfacheren Beweise bleiben als
Übung übrig.) Keine Sorge, wir werden später auf diese Konzepte zurückkommen.

Wir beginnen mit einer rationalen Zahl [(p, q)] = p

q
. Nehmen wir an, dass

p und q dazu positiv sind. Dann können wir ganze Zahlen p0 und r0 finden, mit
p = p0q + r0, wobei 0 Æ r0 < q (r0 ist der Rest der Division durch q). Wir können
dieses Verfahren fortsetzen und finden –1 œ N und 0 Æ r1 < q, sodass 10r0 = –1q+r1;
dann –2 œ N und 0 Æ r2 < q, sodass 10r1 = –2q + r2, usw.

Übung 2.2.1
Prüfen Sie nach, dass 0 Æ –i Æ 9 für alle i Ø 1. ˝

Dann können wir eine rationale Zahl als Dezimalzahl vorstellen, das heißt, als
die Aneinanderreihung:

p

q
= p0.–1–2–3 . . . .

Übung 2.2.2
Prüfen Sie nach, dass die so erhaltenen Dezimalzahlen jedoch alle periodisch sind,
d.h. es gibt einen “Zi�ernblock”, der sich auf unbestimmte Zeit wiederholt. Zum
Beispiel,

1
3 = 0.33333 . . . = 0.3,

4
7 = 0.571428, usw.

˝

Es kann auch bewiesen werden, dass es keine Periode 9 geben kann. Obwohl
mit diesem Verfahren die Dezimalzahlen mit Periode 9 nicht erhalten werden kön-
nen, könnten sie als formale Summen von Dezimalzahlen erhalten werden. Es ist
daher praktisch, eine dezimale Zahl des Typs p0.–1 . . . –k999 mit einer des Typs
p0.–1 . . . (–k + 1) zu identifizieren.

Wir haben dann eine Funktion von der Menge der positiven rationalen Zahlen
bis zu der der positiven periodischen Dezimalzahlen definiert. Sie können diese
Definition leicht auf negative rationale Zahlen erweitern (wie?). Umgekehrt ist es
möglich, für jede periodische Dezimalzahl eine rationale Zahl zu definieren.

Definition 2.2.1
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Eine reelle Zahl ist eine (nicht unbedingt periodische) Dezimalzahl

p0.–1–2–3 . . .

wobei p0 œ Z und –i œ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} für alle i œ N>0. Die Menge der
reellen Zahlen wird durch R bezeichnet.

Wir identifizieren dazu eine dezimale Zahl des Typs p0.–1 . . . –k999 mit
einer des Typs p0.–1 . . . (–k + 1).

Bisher haben wir keine algebraischen Operationen definiert; dazu müssen wir zunächst
eine totale Ordnung auf diese Menge einführen.

Es seien a = p.–1–2–3 . . . und b = q.—1—2—3 . . . zwei reelle Zahlen.

• Natürlich ist a = b genau dann, wenn p = q und –i = —i für alle i œ N>0.

• Falls p, q positiv sind, dann ist a > b genau dann, wenn entweder p > q, oder
es existiert k œ N>0, sodass p = q und –i = —i für alle i = 1, . . . , k und
–k+1 > —k+1. Zum Beispiel, ist 2.34454 . . . > 2.34453 . . ..

• Falls p < 0 und q > 0, dann ist b > a.

• Falls p, q negativ sind, dann ist a > b genau dann, wenn ≠b > ≠a.

Es kann bewiesen werden, dass Æ eine totale Ordnung ist. Es ist also sinnvoll, über
die oberen und unteren Schranken, Maximum, Minimum, Supremum und Infimum
zu sprechen.

2.2.1 Die Operationen auf der Menge der Dezimalzahlen
Bisher haben wir keine algebraische Struktur eingeführt. Tatsächlich liegen

die größten Schwierigkeiten in den Definitionen der Operationen und im Beweis der
Ordnungsvollständigkeit. Wir möchten daher zumindest diese Beweise erwähnen.

Zuerst definieren wir was eine Folge ist.

Definition 2.2.2
Eine Folge, die mit (an)nœN bezeichnet wird, ist eine Abbildung, deren Defi-

nitionsmenge die Menge der natürlichen Zahlen ist.

Also ist an genau das Bild von n œ N.
Im Folgenden werden wir eine Folge mit einem Symbol a bezeichnen, d.h.,

a := (an)nœN.
Wir sagen, dass eine Folge (an)nœN definitiv konstant ist, falls ein N œ N

existiert, sodass aj = a für alle j Ø N .
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Beispiel 2.2.1
Zum Beispiel, falls die Zielmenge die Menge der natürlichen Zahlen ist, und falls
(an)nœN eine nach oben beschränkte Folge ist, d.h. dass es ein M œ N gibt, sodass
an Æ M für alle n œ N, die monotone steigend ist, d.h. an Æ an+1 für alle n œ N,
dann muss (an)nœN definitiv konstant sein. ˙

Nun nehmen wir als Zielmenge die Menge der Dezimalzahlen. Dann ist

a0 = p0. –01 –02 –03 . . .

a1 = p1. –11 –12 –13 . . .

a2 = p2. –21 –22 –23 . . .
...

eine Folge. Wir bemerken, dass eine solche Folge zu den Folgen, aus denen die obigen
Spalten bestehen, führt, d.h. zu den Folgen s0 := (p0, p1, p2, . . .) (Spalte 0), s1 :=
(–01, –11, –21, . . . , ) (Spalte 1), . . ., und im Allgemeinen sk := (–0k, –1k, –2k, . . .) =
(ank)nœN für alle k Ø 1 (Spalte k).

Definition 2.2.3
Wir sagen, dass die Folge der Dezimalzahlen (an)nœN stabilisiert ist, falls alle
Folgen s0, s1, s2, . . . der Spalten definitiv konstant sind, d.h.:

• es gibt ein N0 œ N und p œ Z, sodass pj = p für alle j Ø N0, und

• für jedes k Ø 1, es gibt Nk (die Notation Nk heißt, dass N von k abhängt)
und —k, sodass –jk = —k für alle j Ø Nk.

In diesem Fall, definieren wir die Dezimalzahl a := p.—1—2—2 . . ., und schreiben

an ◆ a

Also sieht eine stabilisierte Folge so aus:

a0 =p0. –01 –02 . . .

a1 =p1. –11 –12 . . .

a2 =p2. –21 —2 . . .

a3 =p. –31 —2 . . .

a4 =p. —1 —2 . . .

a5 =p. —1 —2 . . .
...



2.2. REELLE ZAHLEN ALS DEZIMALZAHLEN 79

Das folgende Lemma ist von grundlegender Bedeutung und wird, wenn auch etwas
anders, in zukünftigen Lektionen erneut diskutiert werden.

Lemma 2.2.1
Es sei (an)nœN eine Folge von nicht-negativen Dezimalzahlen, die

• nach oben beschränkt ist, d.h., es ein M œ Z gibt, sodass an Æ M für alle
n œ N, und

• monoton steigend ist, d.h., an Æ an+1 für alle n œ N.

Dann ist (an)nœN stabilisiert, d.h., es gibt eine Dezimalzahl a, sodass an ◆ a. Dazu
gilt an Æ a Æ M .

Beweis: Wir werden nur die Idee des Beweises geben, dass (an) stabilisiert ist. Wir
beginnen mit der Folge der ersten Spalte, s0 := (p0, p1, p2, . . .). Da diese Folge aus
ganzen Zahlen besteht, da sie nach oben beschränkt sind (weil an Æ M für alle
n œ N) und da s0 monoton steigend ist, dann muss s0 definitiv konstant sein (siehe
Beispiel 2.2.1). Es sei p diese Konstante und N0 die Zahl, sodass pj = p für alle
j Ø N0. Jetzt bemerken wir, dass die Folge s1 := (–01, –11, –21, . . .) der ersten Spalte
nicht unbedingt monoton steigend ist (z.B. ist 1.9 < 2.1 < 2.2 < · · · ). Aber, da
für alle n Ø N0, die Spalte s0 = (pn) konstant ist, impliziert die Ordnung auf den
Dezimalzahlen, dass s1 “definitiv monoton steigend ist”, d.h., –n1 Æ –n+1 1 für alle
n Ø N0. Aber –jk œ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} für alle j, k œ N. Also, da s1 definitiv
monoton steigend ist, müssen wir haben, dass s1 definitiv konstant ist. Es sei —1

diese Konstante, und N1 die Zahl, sodass –n 1 = —1 für alle n Ø N1.
Dann können wir die Argumentation für die Folge s1 wiederholen, und schließen,

dass s2 definitiv monoton steigend ist (nämlich, monoton steigend für alle n Ø N1),
und deshalb definitiv konstant; es sei —2 diese Konstante.

Das Wiederholen dieser Argumentation (oder genauer gesagt, Induktion sollte
verwendet werden) beweist, dass es für alle j ein —j œ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} gibt,
sodass sj definitiv konstant ist, und die Konstante genau —j ist. Dann haben wir
bewiesen, dass an ◆ a := p.—1—2—3 . . .

Mit der Hilfe dieses Lemmas können wir nun die Addition und Multiplikation
auf der Menge der Dezimalzahlen einführen.

Wir beginnen mit nicht-negativen Dezimalzahlen Zahlen a = p.–1–2 . . . und
b = q.—1—2 . . .. Aus diesen zwei Dezimalzahlen bilden wir zwei Folgen:

a(n) := p.–1–2 · · · –n0 0 · · · und b(n) := q.—1—2 · · · —n0 0 · · ·

Wir bemerken, dass a(n) und b(n) rationale Zahlen sind, und dass die Folgen (a(n))nœN
und (b(n))nœN monoton steigend sind. Dazu gilt a(n)

Æ a < p+1 und b(n)
Æ b < q +1

für alle n; also, sie sind nach oben beschränkt. Dann sagt uns Lemma 2.2.1, dass
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(a(n))nœN und (b(n))nœN stabilisiert sind, und in der Tat, gilt es genau, dass a(n) ◆ a
und b(n) ◆ b.

Nun bemerken wir, dass die Folgen (a(n) + b(n))nœN und (a(n)
· b(n))nœN auch

monoton steigend und nach oben beschränkt sind (warum?). Dann impliziert Lemma
2.2.1, dass es Dezimalzahlen s und p gibt, sodass a(n) + b(n) ◆ s und a(n)

· b(n) ◆ p.
Mit der obigen Notation definieren wir a + b als s und a · b als p. Mit einem

ähnlichen Verfahren können wir die Di�erenz und den Quotienten von zwei Dezi-
malzahlen definieren.
Übung 2.2.3
Bisher haben wir nur die Summe und Produkt zwischen zwei nicht-negativen reellen
Zahlen definiert. Benutzen Sie die Betragsfunktion, um die Summe und Produkt im
Allgemeinen zu definieren. ˝

Es ist nun nicht so schwer, aber eine lange und übergenaue Übung den folgen-
den Satz zu beweisen:
Satz 2.2.2
Die Menge der Dezimalzahlen, mit der Ordnung und den Operationen von Addition

und Multiplikation hier definiert, ist ein angeordneter Körper.

2.2.2 Die Ordnungsvollständigkeit
Wir möchten nun eine Idee geben, wie man beweist, dass der Körper R mit

Ordnung Æ ordnungsvollständig ist. Wie gesagt, wird dieses Konzept später in der
Vorlesung nochmal erklärt.

Satz 2.2.3
Es sei A eine nichtleere Teilmenge von R. Falls A nach oben beschränkt ist,

dann besitzt A ein Supremum.

Beweis: Die Idee ist, eine monoton steigende Folge {xn} zu bilden, damit xn ◆ x
für ein x œ R, und die Konstruktion von {xn} zu benutzen um zu beweisen, dass
x = sup A.

Da A nach oben beschränkt ist, gibt es y0 œ R, sodass a Æ y0 für alle a œ A.
Es sei x0 œ A. Schneiden wir das Intervall [x0, y0] = {x œ R | x0 Æ x Æ y0} in zwei
Hälften und erhalten die Intervalle [x0, c] und [c, y0], wobei c = x0+y0

2
. Falls [c, y0]

kein Element von A enthält, dann wählen wir das Intervall [x0, c], sonst wählen wir
[c, y0]. Wir bezeichnen das neue gewählte Intervall mit [x1, y1]. Dann wiederholen wir
dasselbe Verfahren und finden eine Folge von Intervallen [xn, yn] mit den folgenden
Eigenschaften:

• Die Folge {xn}nœN ist monoton steigend und nach oben beschränkt (in der Tat,
ist xn Æ y0 für alle n); dann gibt uns Lemma 2.2.1, dass es ein x œ R gibt, mit
xn ◆ x.
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• [xn, yn] fl A ”= ÿ und yn ≠ xn = y0≠x0
2n .

• yn Ø x für alle x œ A.

Der Punkt ist, dass die Konstruktion von x und die letzten zwei Eigenschaften,
implizieren, dass x das Supremum von A ist. Wir werden die Details in einer zu-
künftigen Vorlesung sehen.

Wir können diesen Abschnitt mit der folgenden Bemerkung schließen:
Sätze 2.2.2 und 2.2.3 sagen uns, dass die Menge der Dezimalzahlen, mit den

eingeführten Operationen von Addition und Multiplikation und mit der Ordnung Æ,
ein ordnungsvollständiger angeordneter Körper ist. Satz 2.1.9 sagt uns, dass bis auf
Isomorphismen ein solcher Körper eindeutig bestimmt ist. Dann werden wir sagen,
dass die reellen Zahlen die Dezimalzahlen sind (weil alle anderen Modelle von reellen
Zahlen isomorph zu diesem Modell sind).

Wir haben auch die reellen Zahlen “gebildet” als eine “Erweiterung” der ra-
tionalen Zahlen oder, genauer gesagt, die rationalen Zahlen sind ein Teilkörper2 der
reellen Zahlen.

Definition 2.2.4
Die Elemente der Menge R \ Q werden irrationale Zahlen genannt.

Bemerkung 2.2.1
Denken Sie jedoch nicht, dass irrationale Zahlen nur Lösungen einiger Gleichungen

des Typs sind

anxn + an≠1x
n≠1 + · · · + a0 = 0, mit ai œ Q, für alle i = 0, . . . , n.

Wenn eine Gleichung dieses Typs reelle Lösungen zulässt, werden diese reelle Zahlen
algebraisch (auf rationalen Zahlen) genannt. Es gibt aber auch reelle Zahlen, die
nicht algebraisch sind, und die transzendent genannt werden (sie sind in der Tat “viel
mehr” als algebraische Zahlen, siehe Übung 2.5.2). Zum Beispiel, fi ist transzendent
(diese Tatsache ist nicht trivial zu beweisen). ˚

Übung 2.2.4
Welche der folgenden Behauptungen ist wahr, und welche ist falsch, und warum ist
es so (also: wenn Sie denken, dass die Behauptung wahr ist, müssen Sie sie beweisen;
wenn falsch, müssen Sie ein Gegenbeispiel finden):

1. Die Summe von zwei rationalen Zahlen ist rational;

2. Die Summe von zwei irrationalen Zahlen ist irrational;
2
Ein Teilkörper K Õ

eines Körpers (K, +, ·) ist eine Teilmenge von K, der ein Körper bezüglich

der Einschränkungen der Operationen + und · auf K Õ
ist.
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3. Die Summe einer rationalen Zahl und einer irrationalen Zahl ist rational;

4. Das Produkt einer rationalen Zahl und einer irrationalen Zahl ist rational;

5. Das Produkt von zwei irrationalen Zahlen ist irrational.

˝

2.3 Weitere Eigenschaften und Definitionen von R
2.3.1 Das Archimedische Axiom und die Dichte von Q in R
Lemma 2.3.1

Der Körper R der reellen Zahlen erfüllt das Archimedische Axiom (siehe Definition
2.1.3): zu je zwei positiven reellen Zahlen a, b existiert eine natürliche Zahl n œ N
mit n · a > b.

In der nächsten Übung müssen Sie beweisen, dass diese Tatsache eine Konse-
quenz der Ordnungsvollständigkeit von R ist:

Übung 2.3.1 • Beweisen Sie, dass die Ordnungsvollständigkeit von R die fol-
gende Tatsache impliziert:

(*) Für jedes x œ R existiert n œ N, sodass n > x.

(Hinweis: Widerspruchbeweis. Nehmen Sie an, dass es ein x œ R existiert,
mit n Æ x für alle n œ N. Dann wäre die Menge {n œ N | n Æ x} nach oben
beschränkt. Es sei S œ R das Supremum, dann wäre S ≠ 1 kein Supremum,
und... ).

• Beweisen Sie, dass (*) äquivalent zum Archimedischen Axiom ist.
˝

Die Gaußklammernfunktion Â·Ê : R æ Z assoziiert jeder reellen Zahl die nächst-
liegende nicht größere ganze Zahl. Also, falls a = p.–1–2 · · · und p œ ZØ0, dann ist
ÂaÊ = p; falls p < 0 dann ist ÂaÊ = p ≠ 1. Zum Beispiel, Â3.547 · · · Ê = 3, und
Â≠3.547 · · · Ê = ≠4. Mit dieser Funktion kann man einfach das Folgende beweisen:

Übung 2.3.2
Beweisen Sie nochmal Lemma 2.3.1 mit der Hilfe der Gaußklammernfunktion (mit
n = Â

b
aÊ + 1). ˝

Lemma 2.1.5 gibt uns einige Konsequenzen dieser Tatsache.

Nun möchten wir eine wichtige Eigenschaft von Q erklären.
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Lemma 2.3.2
Die Menge der rationalen Zahlen Q ist dicht in R, d.h. zu je zwei x, y œ R mit

x < y, gibt es ein r œ Q, mit x < r < y.

Beweis: Wir stellen eine rationale Zahl mit p
q dar, wobei p œ Z und q œ N. Dann

müssen wir p œ Z und q œ N finden, sodass x < p
q < y gilt. Aus Lemma 2.1.3 folgt,

dass diese Ungleichheiten äquivalent zu qx < p < qy sind.
Da x < y haben wir y ≠ x > 0. Dann Lemma 2.1.5 1. sagt uns, dass es

ein q œ N existiert, sodass 1

q < y ≠ x. Aus dieser Ungleichheit erhalten wir, dass
1 < qy ≠ qx ≈∆ 1 + qx < qy. Dann haben wir q œ N gefunden, sodass

qx < qx + 1 < qy (2.3.1)

Wir können leider p als qx + 1 nicht definieren, da qx + 1 im Allgemeinen keine
ganze Zahl ist. Aber wir können die Gaußklammern benutzen, um eine ganze Zahl
zu finden, die “ziemlich nahe” der Zahl qx + 1 ist, und zwar können wir mit p :=
Âqx + 1Ê = ÂqxÊ + 1 versuchen. Zuerst bemerken wir, dass qx < ÂqxÊ + 1 Æ qx + 1.
Also, aus (2.3.1), erhalten wir genau, dass qx < ÂqxÊ + 1 < qx + 1.

Übung 2.3.3 (i) Beweisen Sie, dass die rationalen Zahlen dicht in Q sind, d.h.
zu je zwei x, y œ Q mit x < y, es ein r œ Q gibt, mit x < r < y.

(ii) Beweisen Sie, dass die irrationalen Zahlen dicht in R \ Q sind, d.h. zu je zwei
x, y œ R\Q mit x < y, es ein r œ R\Q gibt, mit x < r < y. (Hinweis: es könnte
sein, dass Sie Übung 2.2.4 und das vorherige Lemma benutzen sollten...).

(iii) Beweisen Sie, dass die irrationalen Zahlen dicht in Q sind, zu je zwei x, y œ Q
mit x < y, es ein r œ R \ Q gibt, mit x < r < y. (Hinweis: es seien x, y œ Q,
und nehmen wir xÔ

2
und yÔ

2
; dann, nach Lemma 2.3.2, es ein q œ Q gibt, mit

x
Ô

2
< q <

y
Ô

2
,

und dann...? )
˝

2.3.2 Potenzen und (Quadrat)wurzeln
Lemma 2.1.8 sagt uns, dass die Menge S = {x œ Q | x2 < 2} kein Supremum

hat. Falls wir die Menge S Õ := {x œ R | x2 < 2} betrachten, die Supremumseigen-
schaft, die von R erfüllt ist, impliziert, dass S Õ ein Supremum s œ R besitzt. Dann
kann man den Beweis des Lemmas 2.1.8 adaptieren, um zu beweisen, dass s2 weder
s2 < 2 noch s2 > 2 erfüllen kann. Dann muss das Supremum s von S Õ erfüllen:
s2 = 2.
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Übung 2.3.4
Widerholen Sie den gleichen Vorgang, um zu beweisen, dass für jede a œ RØ0 das

Supremum s der Teilmenge {x œ R | x2 < a} die Gleichheit s2 = a erfüllt, und
s œ RØ0. ˝

Wir bemerken auch, dass das Supremum eindeutig bestimmt ist (siehe Übung
2.1.6). Dann Übung 2.3.4 und die Eindeutigkeit des Supremums sagen uns, dass die
folgende Definition Sinn macht:

Definition 2.3.1
Die Quadratwurzel einer nicht-negativen Zahl a œ RØ0 ist das Supremum s

der Menge {x œ R | x2 < a}, erfüllt s2 = a, und wird mit
Ô

a, oder 2
Ô

a oder a
1
2

bezeichnet.

Ganz analog, für alle a œ RØ0 und n œ N \ {0}, wird die n-te Wurzel von a
als das Supremum der Teilmenge {x œ R | xn < a} definiert, und wird mit n

Ô
a oder

a
1
n bezeichnet. Wir setzen a0 := 1.

Es sei r := p
q œ Q. Dann möchten wir die Potenz ar definieren.

• Wir beginnen mit dem Fall, in dem p > 0 und q > 0. Dann setzen wir
ar = a

p
q := (a

1
q )p. Wir bemerken, dass diese Definition Sinn macht, für alle

a œ RØ0.

• Falls r < 0 schreiben wir r als ≠
p
q , wobei p œ N und q œ N\{0} und definieren

ar = a≠ p
q als (a≠1)

p
q . Wir bemerken, dass diese Definition nur Sinn macht,

falls a œ R>0.

Wir bemerken dass, im Prinzip, man nachprüfen sollte, dass die obigen Defi-
nitionen unabhängig von dem gewählten Element der Äquivalenzklasse von (p, q)
sind. (Denken Sie daran, dass die Elemente von Q als Äquivalenzklassen definiert
wurden, nämlich p

q = [(p, q)]...) Wir überlassen diese Überprüfung dem geduldigen
Studierenden.)

Endlich bemerken wir, dass mit den obigen Definitionen Folgendes gilt:

ar+s = aras, ars = (ar)s, (a · b)r = (ar) · (br), für alle a, b œ R>0 und r, s œ Q.

2.4 Mächtigkeit und Abzählbarkeit
Sobald das Konzept einer Menge eingeführt wurde, stellt sich die folgende

Frage: Wann haben sie zwei Mengen A und B “die gleiche Anzahl von Elementen”?
Anführungszeichen werden verwendet, da es nicht immer sinnvoll ist, über die “An-
zahl der Elemente einer Menge” zu sprechen.
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Tatsächlich haben wir das Konzept der Mächtigkeit, oder Kardinalität,
bereits eingeführt (Definitionen 1.3.1 und 1.3.2): Zwei Mengen haben dieselbe Mächtigkeit,
wenn beide leer sind oder wenn zwischen ihnen eine Bijektion besteht. Dieses
Konzept ist eine Verallgemeinerung dessen, was wir tun, um die Anzahl der Ele-
mente einer endlichen Menge zu zählen: Wir finden eine natürliche Zahl n und eine
Bijektion zwischen {1, 2, ...n} und der gegebenen Menge, die daher n Elemente hat.
3 Aber was ist, wenn die Mengen unendlich sind? Man könnte immer noch denken,
dass man, wenn die Anzahl der Elemente von A unendlich ist, diese Elemente immer
noch “zählen” kann, d.h. eine Funktion von N nach A, die daher bijektiv sein sollte.
Dies ist jedoch nicht immer möglich, wie wir gleich sehen werden. Beginnen wir also
mit einer Definition.

Definition 2.4.1
Eine Menge A heißt abzählbar, falls sie entweder endlich ist (A enthält endlich

viele Elemente) oder falls A die Mächtigkeit der Menge der natürlichen Zahlen
hat.

Die Mächtigkeit der Menge der natürlichen Zahlen wird durch ›0 bezeichnet (liest
“Aleph Null”, wobei “Aleph” der erste Buchstabe im hebräischen Alphabet ist).

Beispiel 2.4.1
Abgesehen von der Menge der natürlichen Zahlen sind zwei unendliche Mengen,

die abzählbar sind, die Mengen der geraden Zahlen 2N und die Menge der ganzen
Zahlen Z. Im ersten Fall, eine Bijektion f zwischen N und 2N ist gegeben durch
f(n) = 2n. Im zweiten Fall können wir die Bijektion so darstellen:

N : 0 1 2 3 4 5 · · ·

¿ ¿ ¿ ¿ ¿ ¿ · · ·

Z : 0 1 ≠1 2 ≠2 3 · · ·

Sie sollten nicht länger überrascht sein, wenn Sie feststellen, dass zwischen einer
Menge A und einer Teilmenge B ( A eine Bijektion besteht (oder ist es richtig,
immer noch ein wenig verwirrt zu sein?) ˙

Nun werden wir den folgenden Satz beweisen, dessen Beweis das erste Can-
torsche Diagonalargument verwendt.

3
Die Definition, die ich gegeben habe, “eine Menge mit einer endlichen Anzahl von Elementen

zu zählen”, scheint mühsam, aber genau das tun wir. Mir wurde klar, wie schwierig es ist,

einem Kind das Zählen beizubringen. Wenn ich es mit meinem Sohn tat, benutzte er oft nicht-

injiektive oder nicht-surjektive Funktionen ... aber um auf den Fehler hinzuweisen, konnte ich

diese Worte sicherlich nicht verwenden! Es müssen einfache Begri�e gefunden werden, um zu

erklären, was eine injiektive und surjektive Funktion ist, und es ist schwieriger als wir denken...
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Satz 2.4.1
Es sei {An}nœN eine abzählbare Familie von abzählbaren Mengen. Dann ist die
Vereinigung finœNAn abzählbar.

Beweis: Da jede Menge An nach Voraussetzung abzählbar ist, können wir ihre Ele-
mente mit natürlichen Zahlen auflisten, d.h.

An = {an1, an2, an3, . . .}.

Dann können wir eine Tabelle erstellen:

A1 : a11 a12 a13 a14 · · ·

A2 : a21 a22 a23 a24 · · ·

A3 : a31 a32 a33 a34 · · ·

A4 : a41 a42 a43 a44 · · ·

und die Elemente, wie in Abbildung 2.4.1, zählen. Natürlich, falls zwei Elemente
gleich sind (also, falls Ai fl Aj ”= ÿ für i ”= j), kann man das zweite gleiche Element
aussetzen. Diese Methode heißt “Cantorsches Diagonalargument”.

Figure 2.4.1: Erstes Cantorsches Diagonalargument

Also, wann immer man die Elemente einer Menge in einer Tabelle mit zwei
Einträgen auflisten kann, ist die Menge abzählbar. Durch Induktion kann dieses
Argument auf Tabellen mit n Einträgen verallgemeinert werden, wie im Beweis
dieses Satzes.
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Satz 2.4.2
Das Kartesische Produkt von endlich vielen abzählbaren Mengen ist abzählbar.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch Induktion. Es seien A1, . . . , Am die
abzählbaren Mengen. Falls m = 1 ist die Behauptung wahr nach Voraussetzung
(A1 ist nach Voraussetzung abzählbar). Nehmen wir an, dass A1 ◊ · · · ◊ Am≠1

abzählbar ist. Dann können wir ihre Elemente als {a1, a2, a3, . . .} auflisten. Es sei
{b1, b2, b3, . . .} die Menge Am. Dann, mit dem Cantorschen Diagonalargument, kann
man die Elemente von A1 ◊ · · · ◊ Am≠1 ◊ Am = (A1 ◊ · · · ◊ Am≠1) ◊ Am in einer
Tabelle mit zwei Einträgen darstellen:

(a1, b1) (a1, b2) (a1, b3) · · ·

(a2, b1) (a2, b2) (a2, b3) · · ·

(a3, b1) (a3, b2) (a3, b3) · · ·

(a4, b1) (a4, b2) (a4, b3) · · ·

Wir können nun das Cantorsche Argument benutzen, um zu beweisen, dass die
Elemente in dieser Tabelle abzählbar sind.

Als Folge dieses Arguments haben wir das Folgende:

Korollar 2.4.3
Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzählbar.

Beweis: Wir beweisen zuerst, dass Q>0 abzählbar ist. Aus Satz 2.4.2 wissen wir,
dass die Menge Z>0 ◊ Z>0 abzählbar ist. Die Elemente in Q>0 können als Äqui-
valenzklassen in Z>0 ◊ Z>0 dargestellt werden (siehe Definition 1.5.3). In jeder
Äquivalenzklasse [(p, q)] gibt es ein eindeutiges Element (p, q), sodass p und q tei-
lerfremd sind. Also kann Q>0 als Teilmenge von Z>0 ◊ Z>0 betrachtet werden.
Eine solche Teilmenge muss dann abzählbar sein; diese Tatsache benötigt einen
Beweis, aber kann direkt aus dem Diagonalargument gesehen werden, wobei wir
in der Zählung die Elemente (p, q) weglassen, wenn p und q nicht teilerfremd sind
(siehe Bild 2.4.2). Nun verwenden wir dasselbe Argument, das wir benutzt haben
um zu beweisen, dass Z abzählbar ist, um zu zeigen, dass Q abzählbar ist (Wenn
Sie nicht sofort verstehen, wie dieses adaptierte Argument funktioniert, klären Sie
bitte die Details.)

An diesem Punkt scheint das erste Diagonalargument zu beweisen, dass “alle
Mengen abzählbar sind”. Und doch ist es nicht so! Tatsächlich verwendete Cantor
eine ähnliche Methode, die als zweites Cantorsches Diagonalargument be-
zeichnet wird, um Folgendes zu demonstrieren:
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Figure 2.4.2: Q ist abzählbar. (Die unterstrichenen Elemente werden nicht gezählt.)

Satz 2.4.4
Die Menge R der reellen Zahlen ist nicht abzählbar.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz durch Widerspruch. Dann nehmen wir an, dass R
abzählbar ist. Wie oben erwähnt, ist eine Teilmenge einer abzählbaren Menge selbst
abzählbar; also wäre auch R>0 abzählbar. Es seien {a1, a2, a3, . . .} ihre Elemente.
Da für alle i œ N, ai eine Dezimalzahl ist, finden wir pi œ N und –ij, j œ N, sodass
ai = pi.–i1–i2–i3 . . .. Es sei b eine Dezimalzahl der Gestalt b = p.—1—2—3 . . ., wobei
p = 1, —i = 3 falls –ii œ {5, 6, 7, 8, 9}, und —i = 7 falls –ii œ {0, 1, 2, 3, 4}. Mit dieser
Methode ist b ”= ai, für alle i œ N, also kann die Liste der Elemente {a1, a2, a3, . . .}
nicht die ganze Menge der positiven reellen Zahlen sein, und wir bekommen einen
Widerspruch.

Übung 2.4.1
Beweisen Sie, dass die folgenden Mengen die gleichen Mächtigkeiten haben:

R, (0, 1), (0, 1], (a, b), (a, b], (a, +Œ), (≠Œ, b)

wobei a, b œ R und a < b. ˝

Es ist schwerer zu beweisen, dass in der Tat R und Rn die gleiche Mächtigkeit
haben, für alle n œ N.

Um größere Mächtigkeiten zu erhalten, kann der folgende Satz von Cantor
verwendet werden.
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Satz 2.4.5
Es sei X eine Menge. Dann ist |X| < |P(X)|, wobei P(X) die Potenzmenge

von X ist.

Übung 2.4.2
Beweisen Sie Satz 2.4.5. Diese Übung ist schwer und kommt mit Hinweisen:

(i) Falls X endlich ist, was ist |P(X)|? Können Sie vielleicht Induktion benutzen,
um zu beweisen, dass |X| < |P(X)|?

(ii) Nehmen wir an, dass X unendlich und nichtleer ist. Dann finden Sie eine
injektive Abbildung von X nach P(X) um zu beweisen, dass |X| Æ |P(X)|
(siehe Definition 1.3.2).

(iii) Sie müssen nun beweisen, dass |X| ”= |P(X)|. Durch Widerspruch: nehmen
Sie an, dass es eine bijektive Abbildung f : X æ P(X) gibt. Es sei Y die
Teilmenge {x œ X | x /œ f(x)}.
(a) Beweisen Sie, dass Y nichtleer ist (bemerken Sie, dass ÿ œ P(X)...);
(b) Da f surjektiv ist, und Y œ P(X), es sollte x0 œ X geben, sodass f(x0) =

Y . Aber dann....?

˝
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2.5 Zusätzliche Übungen
Übung 2.5.1
Zeigen Sie, dass die Zahlen

Ô
3 und

Ô
5 irrationale Zahlen sind. ˝

Übung 2.5.2 (a) Zeigen Sie, dass die Menge der irrationalen Zahlen nicht abzählbar
ist.

(b) Eine reelle Zahl x heißt algebraisch, wenn es rationale Zahlen a0, a1, . . . , an œ

Q, an ”= 0, gibt mit:
anxn + . . . + a1x + a0 = 0 .

Eine reelle Zahl, die nicht algebraisch ist, heißt transzendent.
Alle rationalen Zahlen sind algebraisch (warum?), aber es gibt auch irrationale
Zahlen, die algebraisch sind, wie zum Beispiel

Ô
2, 3Ô7 (Warum sind sie alge-

braisch?). Die Zahl fi ist ein klassisches Beispiel für eine irrationale transzen-
dente Zahl.
Zeigen Sie, dass die Menge der reellen algebraischen Zahlen abzählbar ist.

(c) Zeigen Sie, dass die Menge der irrationalen transzendenten Zahlen nicht abzählbar
ist.

˝

Übung 2.5.3
Sei A µ Q eine nach oben beschränkte Menge mit Supremum sup(A) . Sind die
folgenden Aussagen richtig oder falsch?

1. sup(A) ist rational.

2. sup(A) ist irrational.

3. Wenn sup(A) rational ist, dann ist es auch ein Maximum von A .

Rechtfertigen Sie Ihre Antworten. ˝

Übung 2.5.4
Welche der folgenden Menge hat Minimum 3?

1. {x œ R | ÂxÊ = 3}

2.
;

3 + 2
n + 1

<

nœN

3. {x œ R | x3
Ø 27}

˝
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Übung 2.5.5
Bestimmen Sie das Supremum bzw. das Infimum (sofern sie existieren) der folgenden
Teilmengen von R, und geben Sie an, ob dies ein Maximum bzw. ein Minimum der
jeweiligen Teilmenge ist.

1.
;

n ≠ 1
n + 1

<

nœN

2. {x œ R | x|x| < x2
} fi [≠1, 1)

3. {0}

4. {x œ R | 2 Æ x2 < 4} .

˝

Übung 2.5.6
Definieren Sie eine Bijektion zwischen den Intervallen (0, 1) und [0, 1] . ˝
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Wir haben schon bemerkt, dass in einem angeordneten Körper, die Gleichung
x2 + 1 = 0 keine Lösung hat (siehe Lemma 2.1.3, 8.). Wie bisher müssen wir
dann den Körper der reellen Zahlen auf dem der sogenannten komplexen Zahlen
erweitern, um diese Gleichung lösen zu können. Wir beobachten daher, dass es in
dieser Erweiterung nicht möglich sein wird, eine totale Ordnung zu definieren, die
mit ihrer algebraischen Struktur verträglich ist, da in diesem Körper die Gleichung
x2 + 1 Lösungen haben wird.

3.1 Der Körper der komplexen Zahlen C
Wir beginnen mit der Menge R2 := R ◊ R der geordneten Paaren von reellen

Zahlen, in der wir die folgenden Operationen einführen:

• Addition: (a, b) + (c, d) := (a + c, b + d), für alle (a, b), (c, d) œ R2;

• Multiplikation: (a, b) · (c, d) := (a ·c≠b ·d, a ·d+b ·c), für alle (a, b), (c, d) œ R2.

Falls (a, b) als ein Vektor betrachtet wird, wobei a und b die Komponenten sind,
dann sind, per definitionem der Addition, die Komponenten der Summe genau die
Summen der Komponenten. Aber warum ist die Multiplikation so definiert, und
nicht als (a, b) · (c, d) = (a · c, b · d)? Die Antwort hängt genau mit der Existenz von
Lösungen der Gleichung x2 + 1 = 0 zusammen, wie wir bald sehen werden. Zuerst
bemerken wir die folgenden Eigenschaften: für alle (a, b) œ R2 gilt

• (a, b)+(0, 0) = (a+0, b+0) = (a, b) (da 0 das neutrale Element in der Gruppe
(R, +) ist);

• (a, b) + (≠a, ≠b) = (a + (≠a), b + (≠b)) = (0, 0) (da ≠a das inverse Element
von a in (R, +) ist, und ähnlich für b);

• (a, b) · (1, 0) = (a · 1 ≠ b · 0, a · 0 + b · 1) = (a, b) (da 1 das neutrale Element in
der Gruppe (R \ {0}, ·) ist);

• (a, b) ·

A
a

a2 + b2
,

≠b

a2 + b2

B

= (1, 0), falls (a, b) ”= (0, 0) (Die Überprüfung bleibt

dem Leser überlassen).

Sowohl die Kommutativität und Assoziativität der Addition und Multiplikation, als
auch die Distributivität der Multiplikation über der Addition, kommen von denen
in R. Falls Sie noch Zweifel haben, bitte

Übung 3.1.1
Beweisen Sie, dass die Addition und Multiplikation, die wir auf R2 hier oben definiert
haben, kommutativ und assoziativ sind, und dass die Multiplikation distributiv über
der Addition ist. ˝
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Mit der Hilfe dieser Übung und der vorherigen Bemerkungen haben wir den
folgenden Satz schon bewiesen:

Satz 3.1.1
Die Menge R2, mit der obigen Addition und Multiplikation, ist ein Körper und
wird mit C bezeichnet.

Fragen 3.1.1
Es sei R2 mit der Addition +, die wir schon definiert haben, und mit einer “neuen”
Multiplikation:

(a, b) ¶ (c, d) := (a · c, b · d).
Ist (R2, +, ¶) ein Körper? ¸

Wir bezeichnen mit

• 0C := (0, 0) das neutrale Element der Addition,

• 1C := (1, 0) das neutrale Element der Multiplikation,

• ≠(a, b) := (≠a, ≠b) das inverse Element der Addition, und

• (a, b)≠1 :=
A

a

a2 + b2
,

≠b

a2 + b2

B

das inverse Element der Multiplikation, wobei

(a, b) ”= (0, 0).

Wir bemerken dazu, dass R als Teilkörper (siehe Fußnote auf Seite 81) von C
betrachtet werden kann: In der Tat bemerken wir, dass

(a, 0) + (b, 0) = (a + b, 0 + 0) = (a + b, 0)

und
(a, 0) · (b, 0) = (a · b ≠ 0 · 0, a · 0 + 0 · b) = (a · b, 0).

Diese Gleichheiten implizieren, dass die Menge (R ◊ {0}, +, ·) ein Teilkörper von
(C, +, ·) ist. Dazu behält die Funktion ÿ : R æ C, ÿ(a) := (a, 0), die Addition und
Multiplikation bei, nämlich ÿ(a + b) = ÿ(a) + ÿ(b) und ÿ(a · b) = ÿ(a) · ÿ(b), für
alle a, b œ R. Das heißt, dass als Körper, R mit ÿ(R) identifiziert werden kann
(oder mit anderen Worten, definiert ÿ einen Isomorphismus zwischen (R, +, ·) und
(R◊{0}, +, ·), wobei der letzte ein Teilkörper von C ist. Also kann R als Teilkörper
von C betrachtet werden (bemerken Sie, dass ÿ bijektiv ist).

Fragen 3.1.2
Ist ({0} ◊ R, +, ·) ein Teilkörper von (C, +, ·)? Also, könnten wir a œ R auch mit
(0, a) identifizieren, um eine zweite Identifizierung von R als Teilkörper von C zu
erhalten? ¸
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Vertiefungen 3.1.1
Sie werden häufig auf Funktionen mit Eigenschaften stoßen, wie sie von ÿ erfüllt
werden. Die mathematische Bedeutung ist die folgende: Es seien G1 und G2

(nichtleere) Mengen mit jeweiligen Verknüpfungen ¶1 und ¶2. Nehmen wir an, dass
diese Verknüpfungen der Mengen G1 und G2 eine spezifische Struktur geben (z. B.
(Gi, ¶i) ist eine Gruppe, ein Monoid, falls jede Gi zwei Verknüpfungen besitzt, ein
Körper, usw.). Es sei – : G1 æ G2 eine Funktion. Da die Definitionsmenge und
Zielmenge eine mathematische Struktur haben, möchten wir, dass die Funktion –
verträglich mit der Struktur ist. Was heißt das? Das heißt genau:

–(g ¶1 h) = –(g) ¶2 –(h). (3.1.1)

Warum wird eine solche Eigenschaft erfordert? Angenommen, zum Beispiel, die
Funktion – ist injektiv, und wir wollen G1 mit ihrer Struktur, also mit ¶1, mit
einer Teilmenge von G2 identifizieren, wobei die Verknüpfung auf –(G1) durch die
Beschränkung von ¶2 auf –(G1) gegeben ist. Die Tatsache, dass wir die Verknüpfung
¶2 von G2 verwenden möchten, um G1 mit ihrer Struktur mit einer Teilmenge von
G2 mit (der Einschränkung) der Verknüpfung ¶2 zu identifizieren, sagt uns genau,
dass, wenn wir vorher g ¶1 h betrachten, und es dann als Element von G2 sehen
(–(g ¶1 h)), wir dasselbe erhalten sollten, wenn wir zuerst g und h als Elemente
von G2 sehen und dann die Verknüpfung von G2 verwenden (–(g) ¶2 –(h)). Mit
mathematischen Symbolen, ist diese Eigenschaft genau (3.1.1).

Im Allgemeinen (also, ohne Injektivität von –) ist (3.1.1) genug zu beweisen,
dass, zum Beispiel, falls (Gi, ¶i) Gruppen sind mit jeweiligen neutralen Elementen
ei, für i = 1, 2, dann ist

–(e1) = e2 und –(g)≠1 = –(g≠1), für alle g œ G1.

¸

Der Grund, warum wir die Multiplikation wie oben (und nicht als, zum Beispiel,
(a, b)·(c, d) = (a·c, b·d)) definiert haben, ist genau, weil jetzt die Gleichung x2+1 = 0
eine Lösung in C hat. In der Tat bemerken wir, dass

(0, 1) · (0, 1) = (0 · 0 ≠ 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0) = (≠1, 0) = ≠(1, 0).

Da wir das Element (1, 0) mit 1 œ R identifiziert haben, sagen uns die obigen
Gleichheiten, dass (0, 1)2 = ≠1 oder, mit anderen Worten, dass (0, 1)2 + 1 = 0.
Dieses Element ist sehr wichtig und hat daher das Recht auf einen Namen.

Definition 3.1.1
Das Element (0, 1) heißt imaginäre Einheit, und wird mit dem Symbol i
bezeichnet.
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Wie schon erwähnt, haben wir eine reelle Zahl a mit dem Paar (a, 0) identifiziert.
Ähnlich ist ai genau (a, 0) · (0, 1) = (0, a). Also erhalten wir

a + i b = (a, 0) + (0, b) = (a, b), für alle a, b œ R.

Mit dieser Identifikation werden dann die Addition und Multiplikation sehr einfach
zu betrachten, da, für beliebige ai œ R und bi œ R, i = 1, 2, ist es leicht zu sehen,
dass

(a1 + i b1) + (a2 + i b2) = a1 + a2 + i (b1 + b2), und

(a1 + i b1) · (a2 + i b2) = (a1 · a2 ≠ b1 · b2) + i (a1 · b2 + a2 · b1) =
= a1 · a2 + i a1 · b2 + i a2 · b1 + i 2b1 · b2 .

Daher können wir eine komplexe Zahl (a, b) mit a+i b bezeichnen und die Additions-
und Multiplikationsoperationen durchführen, indem wir a + i b als Polynom (ersten
Grades) in reellen Koe�zienten behandeln, wobei i 2 berücksichtigt wird ≠1.

Definition 3.1.2
Für eine beliebige komplexe Zahl z = a + i b, wobei a, b œ R, heißt

• a der Realteil von z, und wird mit Re z bezeichnet, und

• b der Imaginärteil von z, und wird mit Im z bezeichnet.

Und noch eine

Definition 3.1.3
Die Abbildung von C nach C gegeben durch z = a + i b ‘æ z = a ≠ i b heißt
komplexe Konjugation. Die Zahl z heißt der komplex konjugierte von z.

Die komplexe Konjugation ist ein Körperautomorphismus. Was bedeutet dieses
Wort? Sie ist ein Automorphismus von C (eine Bijektion von C nach C) die mit der
Körperstruktur verträglich ist (siehe Vertiefungen 3.1.1), d.h.

z + w = z + w, und (3.1.2)
z · w = z · w. (3.1.3)

Dazu gilt
(z) = z. (3.1.4)

Übung 3.1.2
Beweisen Sie, dass die komplexe Konjugation verträglich mit der Körperstruktur
von C ist. ˝
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Definition 3.1.4
Gegeben eine komplexe Zahl z = x + i y, ist der Betrag |z| von z die reelle Zahl

|z| :=
Ò

x2 + y2

Bemerkung 3.1.1
Wenn man die komplexe Zahl x+i y als Punkt (x, y) œ R2 in der Euklidischen Ebene
betrachtet, dann ist der Betrag von z genau der Abstand vom Ursprung. (Dies ist
eine Folge des Satzes von Pythagoras, siehe Abbildung 3.1.1).

txt §g
G. Y) -

- x*iy

¥
Figure 3.1.1

Wir bemerken dazu, dass für eine beliebige komplexe Zahl z, ist |z| Ø 0, und
Gleichheit gilt genau dann, wenn z = 0. ˚

Wir bemerken dazu, dass
z · z = |z|

2 . (3.1.5)

In der Tat haben wir

z · z = (x + i y) · (x ≠ i y) = x2 + i (yx ≠ xy) ≠ i 2y2 = x2 + y2 = |z|
2 .

Lemma 3.1.2
Für beliebige komplexe Zahlen z, w œ C gelten die folgenden:

1. Re z = z + z

2 ;

2. Im z = z ≠ z

2i ;
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3. z = z ≈∆ z œ R (wobei R als Teilkörper von C betrachtet wird);

4. falls z ”= 0, ist z≠1 genau z

|z|2
;

5. |z| = |z|;

6. |Re z| Æ |z| und |Im z| Æ |z|;

7. |z · w| = |z| · |w|;

8. (Dreiecksungleichung) |z + w| Æ |z| + |w|.

9. ||z| ≠ |w|| Æ |z + w|.

Beweis: Die (Un)Gleichheiten in 1., 2., 3., 5. und 6. sind leicht zu beweisen, und
ihre Überprüfung bleibt dem Leser überlassen.

Um 4. zu beweisen, bemerken wir, dass das Multiplizieren beider Seiten von
z · z = |z|

2 (siehe (3.1.5)) mit z≠1 ergibt z = |z|
2z≠1. Da z ”= 0, ist |z|

2
”= 0,

und daher können wir beide Seiten mit (|z|
2)≠1 multiplizieren und erhalten, dass

z≠1 = z
|z|2 .

Wir beweisen nun 7. mit der Hilfe von (3.1.5). Wir haben dann, dass

|z · w|
2 = (z · w) · (z · w) = (z · w) · (z · w) = (z · z) · (w · w) = |z|

2
|w|

2 ,

wobei die zweite Gleichung aus (3.1.3) kommt. Die Gleichheit in 7. ist dann eine
Folgerung der Tatsache, dass |z| Ø 0 für alle komplexen Zahlen z.

Nun beweisen wir die Dreiecksungleichung. Zuerst bemerken wir, dass (3.1.3),
(3.1.4) und 1. in diesem Lemma implizieren, dass

z · w + w · z = z · w + z · w = 2Re (z · w) Æ 2|z · w|,

wobei die letzte Gleichung aus 6. aus diesem Lemma kommt. Mit der Hilfe der
obigen Gleichheit, für die Dreiecksungleichung, genügt es dann zu bemerken, dass

|z + w|
2 (3.1.5)= (z + w)(z + w) (3.1.2)= (z + w)(z + w) = z · z + z · w + w · z + w · w

(3.1.5)= |z|
2 + |w|

2 + 2Re (z · w)
6.
Æ |z|

2 + |w|
2 + 2|z · w|

= |z|
2 + |w|

2 + 2|z||w|
5.= |z|

2 + |w|
2 + 2|z||w| = (|z| + |w|)2.

Nun genügt es zu bemerken, dass falls a, b œ R nichtnegativ sind, dann a Æ b ≈∆

a2
Æ b2 (Warum gilt diese Äquivalenz? Siehe Lemma 2.1.3...und warum impliziert

diese Tatsache die Dreiecksungleichung?).
9. Übung für Sie.
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Übung 3.1.3
Beweisen Sie, dass für alle z œ C \ {0} ist

z≠1 = (z)≠1.

˝

Übung 3.1.4
Visualisieren Sie die Ungleichungen in 8. und 9. von Lemma 3.1.2 mit Hilfe der
Abbildung 3.1.2. ˝

Figure 3.1.2

3.2 Die Polarform der komplexen Zahlen
Es ist bekannt (oder leicht zu beweisen), dass ein Punkt in der kartesischen

Ebene, der nicht der Ursprung (0, 0) ist, entweder durch seine Abszisse und Ordinate
(x, y) oder durch seine Polarkoordinaten (r, ◊) bestimmt wird:

• Für jedes P = (x, y) definieren wir als r den Abstand von P vom Ursprung
und nennen diesen Abstand den Betrag oder den Radius;

• Der Winkel ◊ ist genau der Winkel, den die Halb-Gerade ¸ durch den Ursprung
und P , und die Halbachse der positiven Abszisse bildet (siehe Abbildung).

Bemerkung 3.2.1 (a) Wir bemerken, dass der Winkel ◊ nur bis auf ganzzahlige
Vielfache von 2fi bestimmt, da die Winkel ◊ + 2fik, für k œ Z, den gleichen
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Punkt P beschreiben. Da dies verwirrend sein kann, ist es in einigen Situ-
ationen nützlich, den Winkel auf Werte im Intervall [0, 2fi) oder (≠fi, fi] zu
beschränken.

(b) Gegeben zwei Punkte in Polarkoordinaten, (r1, ◊1) und (r2, ◊2), wann stellen
sie denselben Punkt in der Ebene dar? Genau dann, wenn

r1 = r2, und ÷ k œ Z, sodass ◊1 = ◊2 + 2fik.

˚

Die Formeln zum Umschalten von polar zu kartesischen Koordinaten lauten
wie folgt:

x = r · cos ◊

y = r · sin ◊

und vice versa

r =
Ò

x2 + y2

cos ◊ = x
Ô

x2 + y2
, sin ◊ = y

Ô
x2 + y2

.

Da wir eine komplexe Zahl (x, y) mit x + i y bezeichnet haben, erhalten wir
die Polarform einer komplexen Zahl:

x + i y = r(cos ◊ + i sin ◊)
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Das Produkt und der Quotient zweier komplexer Zahlen lassen sich sehr einfach
veranschaulichen, wenn wir die Zahlen in Polarkoordinaten ausdrücken. In der Tat,
gegeben zwei nicht-nulle komplexe Zahlen in Polarkoordinaten, z1 = r1(cos ◊1 +
i sin ◊1) und z2 = r2(cos ◊2 + i sin ◊2), wir erhalten

z1z2 = r1r2(cos ◊1 + i sin ◊1) · (cos ◊2 + i sin ◊2)
= r1r2[(cos ◊1 cos ◊2 ≠ sin ◊1 sin ◊2) + i (cos ◊1 sin ◊2 + sin ◊1 cos ◊2)]
= r1r2[cos (◊1 + ◊2) + i sin (◊1 + ◊2)].

(3.2.1)
Die letzte Gleichheit folgt aus der bekannten Formel:

cos (◊1 ± ◊2) = cos ◊1 cos ◊2 û sin ◊1 sin ◊2

sin (◊1 ± ◊2) = sin ◊1 cos ◊2 ± cos ◊1 sin ◊2.

Also: der Betrag eines Produktes zweier komplexer Zahlen ist das Produkt der Be-
träge, und der Winkel ist die Summe der Winkel.

Übung 3.2.1
Aus (3.2.1), prüfen Sie nach, dass gegeben z = r(cos ◊ + i sin ◊) ”= 0, ist

z≠1 = r≠1(cos (≠◊) + i sin (≠◊)) = r≠1(cos ◊ ≠ i sin ◊),

und dass, gegeben z1 = r1(cos ◊1 + i sin ◊1) und z2 = r2(cos ◊2 + i sin ◊2), ist
z1

z2

= r1

r2

[cos (◊1 ≠ ◊2) + i sin (◊1 ≠ ◊2)].

˝

Formel (3.2.1) kann durch Induktion verallgemeinert werden (wie?): Gegeben
(nichtnulle) komplexe Zahlen zj = rj(cos ◊j + i sin ◊j), für j = 1, . . . , n, ihr Produkt
ist durch die folgende Formel

z1z2 · · · zn = r1r2 · · · rn(cos (◊1 + ◊2 + · · · + ◊n) + i sin (◊1 + ◊2 + · · · + ◊n))

gegeben. Falls zj = z = r(cos ◊ + i sin ◊) für alle j = 1, . . . , n, dann erhalten wir die
Formel von de Moivre

zn = rn(cos (n◊) + i sin (n◊)). (3.2.2)

Jetzt wollen wir (ohne Beweis) eine grundlegende Eigenschaft komplexer Zahlen
angeben, die die Bedeutung und Notwendigkeit der Einführung dieser Erweiterung
reeller Zahlen verdeutlicht. Beginnen wir zunächst mit einer Definition. Sei P (z)
ein Polynom vom Grad n mit komplexen Koe�zienten, das heißt, dass P (z) =
a0 + a1z + · · · + anzn, mit ai œ C für alle i = 1, . . . , n. Sei z0 seine Nullstelle, das
heißt P (z0) = 0. Mit Hilfe der Polynomdivision kann es bewiesen werden, dass es
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ein Polynom Q1(z) gibt, sodass P (z) = (z ≠ z0)Q1(z). Es kann dann sein, dass z0

auch eine Nullstelle von Q1 ist. Dann, nach Wiederholung des vorherigen Verfahres,
erhalten wir ein Polynom Q(z), mit Q(z0) ”= 0, sodass

P (z) = (z ≠ z0)kQ(z).

Bemerken Sie, dass Q(z) konstant sein könnte (falls P (z) = a(z ≠ z0)n), und dass
0 < k Æ n. Die natürliche Zahl k heißt Vielfachheit der Nullstelle z0.

Satz 3.2.1
(Fundamentalsatz der Algebra)

Es sei P (z) ein nicht konstantes Polynom vom Grad n mit komplexen
Koe�zienten

P (z) = a0 + a1z + · · · + anzn, ai œ C, n Ø 1.

Dann hat P (z) eine komplexe Nullstelle, d. h. es gibt eine komplexe Zahl z0,
so dass P (z0) = 0 gilt. Genauer gilt, dass die Anzahl der Nullstellen, wenn sie
mit den richtigen Vielfachheiten gezählt werden, insgesamt gleich n ist.

Der letzte Satz in der Aussage des Satzes 3.2.1 bedeutet, dass eine Nullstelle der
Vielfachheit k, genau k-mal gezählt werden muss. Der Beweis dieses grundlegenden
Ergebnisses erfordert Methoden, die uns nicht zur Verfügung stehen, und wird in
zukünftigen Vorlesungen behandelt. Wir wollen diese Aussage nur im Einzelfall
beweisen.

Proposition 3.2.2
Es sei w0 œ C und n œ N, n Ø 1. Dann hat das Polynom P (z) := zn

≠ w0 genau
n Nullstellen, wenn sie mit ihrer Vielfachheit gezählt werden. Insbesondere, falls
w0 ”= 0 und w0 = r(cos ◊ + i sin ◊), sind die Nullstellen gegeben durch

zj = r
1
n (cos ◊j + i sin ◊j), wobei ◊j = ◊ + 2fij

n
, j = 0, 1, . . . , n ≠ 1. (3.2.3)

Beweis: Falls w0 = 0, dann ist 0 eine Nullstelle mit Vielfachheit n. Nehmen wir an,
dass w0 ”= 0 und w0 = r(cos ◊ + i sin ◊). Da die Nullstellen in diesem Fall nicht Null
sind, suchen wir eine komplexe Zahl 0 ”= z = R(cos Ï+i sin Ï), sodass zn = w0. Mit
der Hilfe der Formel von de Moivre und Bemerkung 3.2.1 (b), erhalten wir, dass

Rn = r und nÏ = ◊ + 2fi k, für k œ Z.

Die erste Gleichung gibt uns, dass R = r
1
n gilt. Die zweite Gleichung sagt uns, dass

Ï = ◊+2fi k
n , für k œ Z. Es sei, für alle j œ Z,

zj := r
1
n

A

cos
A

◊ + 2fi j

n

B

+ i sin
A

◊ + 2fi j

n

BB

.
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Wir müssen beweisen, dass die verschiedenen Werte der zjs genau die sind, die durch
j = 0, 1, . . . , n ≠ 1 gegeben sind, selbst wenn j über die gesamte Menge der ganzen
Zahlen Z läuft. In dieser Hinsicht reicht es aus, zu beachten, dass gegeben j œ Z es
ein jÕ

œ {0, 1, . . . , n ≠ 1} gibt, sodass j = nm + jÕ, für ein m œ Z (warum ist das
so?), und dass

zj = r
1
n

A

cos
A

◊ + 2fi j

n

B

+ i sin
A

◊ + 2fi j

n

BB

= r
1
n

A

cos
A

◊ + 2fi (nm + jÕ)
n

B

+ i sin
A

◊ + 2fi (nm + jÕ)
n

BB

= r
1
n

A

cos
A

◊ + 2fi jÕ

n

B

+ i sin
A

◊ + 2fi jÕ

n

BB

= zjÕ .

Aus der Form der n-ten Wurzeln einer komplexen Zahl w, die durch (3.2.3)
gegeben ist, ist leicht zu erkennen, dass sie, wenn sie auf der Ebene dargestellt wer-
den, die Eckpunkte eines regelmäßigen Polygons von n Seiten bilden. Zum Beispiel
sei n = 4 und w = ≠1. Da eines der möglichen Argumente von w fi ist, sind die
Lösungen der Gleichung z4 = w gegeben durch

zj = cos
3

fi

4 + k
fi

2

4
+ i sin

3
fi

4 + k
fi

2

4
, k = 0, 1, 2, 3

Also bekommen wir ein Quadrat. Im Allgemeinen, falls w = r(cos ◊ + i sin ◊), dann
sind Lösungen von zn = w die Eckpunkte eines Polygons, die auf einem Kreis von
Radius r

1
n und Zentrum des Ursprungs liegen (siehe Bild unten).
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Übung 3.2.2
Es sei P (z) = az2 + bz + c, wobei a, b, c œ C und a ”= 0. Finden Sie alle Lösungen
der Gleichung P (z) = 0.

(Hinweis: Beginnen Sie mit der Bemerkung, dass az2 + bz + c = 0 genau dann,
wenn z2 + —z + “ = 0, wobei — = b

a und “ = c
a . Dann schreiben Sie z2 + —z + “ als

z2 + 2—
2
z + (—

4
)2 + “ ≠ (—

4
)2. Und dann? Sie haben ein “Quadrat fast ergänzt”...) ˝

Übung 3.2.3
Es sei P (z) = anzn + an≠1zn≠1 + · · · + a0, mit aj œ R und an ”= 0.

• Beweisen Sie, dass falls z0 eine Nullstelle von P (z) ist (also P (z0) = 0), dann
ist auch z0 eine Nullstelle von P (z).

• Beweisen Sie, dass falls n ungerade ist, besitzt P (z) mindestens eine reelle
Nullstelle.

˝

Übung 3.2.4 • Es sei z0 eine komplexe Zahl, sodass |z0| = 1. Geben Sie eine
geometrische Beschreibung der Funktion D : C æ C, D(z) := z0 · z.

• Beweisen Sie, dass die Wurzeln der Gleichung zn = 1 eine kommutative Gruppe
bezüglich der Multiplikation in C bilden.

˝
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3.3 Zusätzliche Übungen
Übung 3.3.1 1. Skizzieren Sie in der komplexen Ebene alle Punkte z = (r, ◊), so

dass:
• r = 3
• ◊ = fi

3
• Re(z) Ø ≠1 und Im(z) < 3
• Re(z2) > k (k œ R)

• Im
11

z

2
= k (k œ R)

2. Es seien a und b zwei verschiedene Punkte in der komplexen Ebene. Skizzieren
Sie in der komplexen Ebene alle Punkte z, so dass

|z ≠ a| = |z ≠ b|

gilt. Geben Sie eine geometrische Beschreibung dieser Punktmenge an.
˝

Übung 3.3.2
Es seien z und w zwei verschiedene komplexe Zahlen, die beide verschieden von Null
sind. Zeigen Sie, dass die Fläche des Dreiecks mit den Eckpunkten 0, z und w gleich

1
2 | Im(z̄w)|

ist.
˝

Übung 3.3.3
Drücken Sie die folgenden komplexen Zahlen in kartesischen Koordinaten aus:

1. (1 + i)20

2. (1 ≠ i)11

˝

Übung 3.3.4
Stellen Sie die Lösungen der Gleichung z6 = ≠1 in der komplexen Ebenen dar. ˝

Übung 3.3.5
Zeigen Sie, dass die Gleichung einer Geraden in der komplexen Ebenen in der fol-
genden Form

az + āz̄ + c = 0 mit a œ C und c œ R
geschrieben werden kann.

˝
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Übung 3.3.6
Zeigen Sie, dass die Gleichung eines Kreises in der komplexen Ebenen in der folgen-
den Form

azz̄ + bz + b̄z̄ + c = 0 mit a, b œ C und c œ R

geschrieben werden kann.
˝

Übung 3.3.7
Untersuchen Sie die Auswirkung der Transformation z æ 1/z, die die komplexe
Ebene ohne den Ursprung auf sich selbst abbildet. Beweisen Sie, dass das Bild einer
Geraden unter dieser Transformation eine Gerade oder ein Kreis ist und dass das
Bild eines Kreises unter dieser Transformation eine Gerade oder ein Kreis ist.

˝

Übung 3.3.8 1. Die lexikographische Ordnung Ælex auf C wird wie folgt definiert.
Seien z = a + ib und w = c + id komplexe Zahlen, dann setzt man z <lex w,
wenn:

a < c oder (a = c und b < d) .

Zeigen Sie, dass die lexikographische Ordnung mit der algebraischen Struktur
des Körpers der komplexen Zahlen nicht verträglich ist.

2. Zeigen Sie, dass es keine totale Ordnung gibt, die mit der algebraischen Struk-
tur des Körpers der komplexen Zahlen verträglich ist.

˝

Die Lösung kubischer Gleichungen (Scipione dal Ferro (1515), Girolamo Car-
dano (1545)). Jede Gleichung dritten Grades

y3 + by2 + cy + d = 0

kann als
x3 + px + q = 0 (3.3.1)

geschrieben werden, indem man y durch x ≠ b/3 ersetzt. Wir suchen nach u und v,
so dass eine Lösung der Gleichung 3.3.1 die Form u + v hat. Unter der Annahme
dass u + v eine Lösung der Gleichung 3.3.1 ist, können wir zeigen, dass u und v die
Gleichungen

uv = ≠
p

3 und u3 + v3 = ≠q

erfüllen. Wenn wir die erste Gleichung kubieren, finden wir heraus, dass u3 und v3

Lösungen der quadratischen Gleichung

z2 + qz ≠ p3/27 = 0



108 KAPITEL 3. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

sind. Mit anderen Worten:

u3 = ≠
q

2 +
Û

q2

4 + p3

27 und v3 = ≠
q

2 ≠

Û
q2

4 + p3

27 .

Wir schließen daraus, dass

x =
3

ı̂ıÙ
≠

q

2 +
Û

q2

4 + p3

27 +
3

ı̂ıÙ
≠

q

2 ≠

Û
q2

4 + p3

27 . (3.3.2)

Die Gleichung 3.3.2 stellt neun Zahlen dar, weil jede Kubikwurzel drei Werte hat.
Aber diejenigen, die Gleichung 3.3.1 lösen, sind nur drei, weil uv = ≠p/3 gelten
muss. Wenn uk (k = 1, 2, 3) die Werte der ersten Kubikwurzel sind, sind die Lösun-
gen der Gleichung 3.3.1

xk = uk ≠
p

3uk
(k = 1, 2, 3) .

Übung 3.3.9
Bestimmen Sie die Lösungen der folgenden Gleichungen:

1. x3
≠ 3x ≠ 4 = 0

2. x3
≠ 9x + 10 = 0

˝



KAPITEL 4

FOLGEN
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4.1 Folgen: Allgemeine Eigenschaften

Definition 4.1.1
Eine Folge komplexer (bzw. reeller) Zahlen ist eine Funktion, deren Definitions-
menge die Menge der natürlichen Zahlen ist, und deren Zielmenge die Menge
komplexer (bzw. reeller) Zahlen ist, d.h. a : N æ C (bzw. a : N æ R).

Das Bild a(n) wird durch an bezeichnet und die Folge a wird oft durch (an)nœN
bezeichnet. Aber beachten Sie, dass (an)nœN nicht als eine Menge betrachtet werden
sollte, weil die Ordnung der Elemente bezüglich n œ N eine wichtige Rolle spielt.
Diese Tatsache wird deutlich, wenn der Grenzwert oder Limes der Folge berück-
sichtigt wird.

4.1.1 Das Konzept von Grenzwert und Konvergenter Folgen
Der Begri� des Grenzwertes ist in seiner Gesamtheit sehr schwer zu verste-

hen, da er irgendwie den Begri� der Unendlichkeit enthält, der seiner Definition
nach in seiner Gesamtheit unserem Intellekt entgeht. Einer der Gründe, warum es
schwierig war, reelle Zahlen einzuführen, war genau, weil sie untrennbar mit dem
Konzept des Grenzwertes verbunden sind, das wir noch nicht eingeführt hatten und
konnten. Der Grenzwert ist daher zusammen mit dem der reellen Zahl eines der
ersten “wahren Konzepte der Analyse”, die in der sogenannten Infinitesimalrech-
nung von grundlegender Bedeutung sind. Es hat Jahre gedauert, um Definitionen
zu haben, die heute allgemein als “präzise” akzeptiert werden, und die Geschichte
ihrer Einführung ist sehr lang und definitiv nicht einfach. Was wir hier sehen, sind
die “sauberen” Konzepte, das Endprodukt langer Diskussionen, die wir hier nicht
aufnehmen können.

Beginnen wir mit dem Konzept des Grenzwertes.

Definition 4.1.2
Eine Folge a : N æ C heißt konvergent, falls es eine l œ C gibt, sodass

’‘ > 0, ÷n0 = n0(‘), sodass |an ≠ l| < ‘ für alle n Ø n0. (4.1.1)

Der Wert l heißt Grenzwert oder Limes der Folge (an)nœN, und wir schreiben

lim
næŒ

an = l oder an æ l.

Eine Folge, die nicht konvergent ist, heißt divergent.

Eine Folge, die nach Null konvergiert (l = 0) heißt Nullfolge.
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Bemerkung 4.1.1
Wir bemerken, dass um die Konvergenz nachzuprüfen, es genügt (4.1.1) zu beweisen
für kleine Werte von ‘. In der Tat, angenommen, zum Beispiel, dass (4.1.1) für alle
‘ Æ 1 gilt; dann erhalten wir für alle anderen Werte ‘Õ > 1

|an ≠ l| < ‘ < ‘Õ für alle n Ø n0(‘).

Also kann man n0(‘Õ) als n0(‘) definieren, und dann gilt (4.1.1) auch für ‘ > 1. ˚

Bevor wir einige Beispiele sehen, versuchen wir, die geometrische Bedeutung
dieser Definition zu verstehen. Um dies zu verstehen, ist es unbedingt erforderlich,
das Konzept von (o�ener) Umgebung einzuführen. Wir beobachten in dieser Hin-
sicht, dass gegeben l œ C und ‘ œ R mit ‘ > 0, die Punkte, deren Abstand von l
kleiner als ‘ ist, durch diese Menge beschrieben werden:

D‘(l) := {z œ C | |z ≠ l| < ‘} ™ C (4.1.2)

(Warum ist es so?). Diese Menge ist daher die Menge von Punkten innerhalb einer
Kreislinie des ‘-Radius, also eine o�ene Kreisscheibe. Die oben angegebene Defini-
tion des Grenzwertes l bedeutet Folgendes:

Egal wie klein die Umgebung von l ist ( ’‘ > 0 ),
ab einem bestimmten Punkt ( ’n Ø n0, wobei n0 von ‘ abhängt, also n0 = n0(‘) )

befinden sich alle Werte von a in dieser Umgebung ( |an ≠ l| < ‘ ).

Also, abgesehen von einer endlichen Anzahl von Werten von a, “ab einem be-
stimmten Punkt”, liegen alle Werte von a nahe bei l, so nah wie wir wollen.

u

A3

←

÷÷i÷: .L beg 2

a . As
a
4 •

A
,
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Bemerkung 4.1.2
Falls die Folge nur reelle Werte hat, dann ist D‘(l) ein o�enes Intervall, d.h.

D‘(l) = {x œ R | l ≠ ‘ < x < l + ‘} = (l ≠ ‘, l + ‘).

˚

Beispiel 4.1.1
Hier sehen wir Beispiele von konvergenten und divergenten Folgen.

1. Die (reelle) Folge an := (≠1)n ist divergent.
In der Tat, bemerken wir, dass an = 1, falls n gerade ist, und an = ≠1, falls n
ungerade ist. Da |an≠an+1| = 2 für alle n œ N, das heißt, dass die Werte von an

nicht “näher und näher kommen”. Präziser gesagt: wenn es einen Grenzwert
geben würde, für jedes ‘ > 0 sollten wir ein n0 = n0(‘) finden, sodass |an≠l| < ‘
für alle n Ø n0. Aber das ist ein Widerspruch, weil |an ≠ an+1| = 2, und, wenn
(an) konvergent wäre, sollten wir haben |an ≠an+1| Æ |an ≠ l|+ |an+1 ≠ l| Æ 2‘,
für alle n Ø n0(‘). (Also kann diese Gleichung nicht gelten, falls ‘ < 1).
Warum gelten die vorherigen Ungleichungen?

2. Die (reelle) Folge an := 1

n , definiert für alle n Ø 1, konvergiert gegen 0.
Wir müssen beweisen, dass wir für jedes ‘ > 0 eine n0 = n0(‘) finden können,
sodass |

1

n | < ‘. Da 1

n > 0 für alle n œ N, |
1

n | = 1

n , und ist 1

n < ‘ genau dann,
wenn n > 1

‘ (welches Lemma lässt uns sagen, dass die zwei Ungleichungen
äquivalent sind?). Dann können wir n0(‘) als Â

1

‘ Ê + 1 wählen.

3. Die (reelle) Folge an := n divergiert, aber in diesem Fall sagt man, dass sie
gegen +Œ divergiert (siehe Definition 4.1.3).

˙

Bemerkung 4.1.3
In Kapitel 2 haben wir stabilisierte Folgen definiert (siehe Definition 2.2.3). Es ist
einfach zu sehen, dass, falls an ◆ a, dann ist a der Grenzwert von (an)nœN. ˚

Bevor wir die Ergebnisse auf Folgen mit reellen Werten spezialisieren, sehen
wir uns einige Eigenschaften an, die im Allgemeinen gelten, auch wenn die Folge
komplexe Werte aufweist.

Lemma 4.1.1
Es sei a = (an)nœN eine komplexe Folge, die nach l œ C konvergiert. Dann, für alle
‘ > 0, gibt es ein n0 = n0(‘), sodass für alle n Ø n0 gilt

|l| ≠ ‘ < |an| < |l| + ‘ . (4.1.3)
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Beweis: Wir bemerken, dass, nach der Konvergenz der Folge und Lemma 3.1.2 9.,
erhalten wir, dass für alle ‘ > 0, es ein n0 = n0(‘) gibt, so dass für alle n Ø n0

||an| ≠ |l|| < |an ≠ l| < ‘

Die Behauptung folgt aus Übung 2.1.3 (ii).

Übung 4.1.1
Finden Sie einen geometrischen Beweis der Ungleichung (4.1.3), d.h. finden Sie eine
Abbildung, die (4.1.3) erklärt. ˝

Proposition 4.1.2
Es sei a = (an)nœN eine komplexe Folge.

(i) Falls (an)nœN konvergiert, ist der Grenzwert eindeutig bestimmt.

(ii) Falls (an)nœN konvergiert, dann ist (an)nœN beschränkt, d.h. dass ein R œ R,
R > 0 existiert, sodass |an| < R für alle n œ N.

(iii) Falls (an)nœN gegen l ”= 0 konvergiert, dann gibt es ein N œ N, sodass an ”= 0
für alle n > N .

Man kann Eigenschaft (ii) so interpretieren: es gibt eine o�ene Kreisscheibe
DR(0) mit Zentrum 0 und Radius R, die alle Werte von a enthält.

Beweis: (i) Nehmen wir an, dass es zwei verschiedene Grenzwerte l1 und l2 gibt.
Dann müssen wir einen Widerspruch finden. Wir bemerken, dass d := |l1 ≠ l2|
positiv ist, weil l1 ”= l2. Darüber hinaus, da l1 und l2 Grenzwerte von (an)nœN
sind, sollten wir erhalten, dass

• ’‘ > 0, ÷n1 = n1(‘), sodass |an ≠ l1| < ‘ für alle n Ø n1, und gleichzeitig

• ’‘ > 0, ÷n2 = n2(‘), sodass |an ≠ l2| < ‘ für alle n Ø n2.

Aber dann, für alle ‘ > 0, gegeben N(‘) := max{n1(‘), n2(‘)}, wäre

d = |l1 ≠ l2| = |l1 ≠ an + an ≠ l2| Æ |an ≠ l1| + |an ≠ l2| < 2‘.

Dies ist jedoch ein Widerspruch, da d eine feste positive reelle Zahl ist, während
‘ eine reelle Zahl ist, die so klein genommen werden kann, wie wir möchten.
Präziser gesagt, erhalten wir einen Widerspruch, jedes Mal ‘ < d

2
(zum Beispiel

für ‘ = d
3
), weil in diesem Fall wäre

d < 2‘ < d .
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(ii) Für ‘ = 1, impliziert Lemma 4.1.1, dass es ein n0 gibt, sodass für alle n Ø n0

ist
|an| < |l| + 1.

Wir sind fast fertig, denn die restlichen Werte von an sind endlich! An diesem
Punkt besteht der Trick darin, genau R als max{|a1|, . . . , |an0≠1|, |l| + 1} zu
nehmen und wir erhalten

|an| Æ max{|a1|, . . . , |an0≠1|, |l| + 1} = R, für alle n œ N.

(iii) Es sei ‘ > 0, sodass ‘ < |l| (zum Beispiel, ‘ = |l|
2

). Aus Lemma 4.1.1 erhalten
wir, dass |an| > |l| ≠ ‘ > 0 für alle n Ø n0(‘), und deshalb ist an ”= 0, für alle
n Ø n0.

Im Beispiel 4.1.1 haben wir (nur) ein Beispiel berechnet, und es könnte im
Allgemeinen schwierig sein, einen Grenzwert zu finden. Im Folgenden führen wir
algebraische Regeln ein, die uns helfen werden, die Berechnung der Grenzwerte
durchzuführen.

Proposition 4.1.3
Es seien (an)nœN und (bn)nœN zwei konvergente Folgen, mit an æ l und bn æ lÕ.
Dann gelten

1. an + bn æ l + lÕ;

2. ⁄an æ ⁄l, für alle ⁄ œ C;

3. an · bn æ l · lÕ;

4. Falls lÕ
”= 0, existiert ein N , sodass die Folge an

bn
wohldefiniert ist für alle

n Ø N , und gegen l
lÕ konvergiert.

Beweis: 1. Wir müssen beweisen, dass für alle ‘ > 0, es ein N0 = N0(‘) gibt,
sodass |an + bn ≠ (l + lÕ)| < ‘ für alle n Ø N0. Da (an) und (bn) konvergieren,
können wir n0 = n0(‘) und nÕ

0
= nÕ

0
(‘) finden, sodass

|an ≠ l| <
‘

2 für alle n Ø n0 und |bn ≠ lÕ
| <

‘

2 für alle n Ø nÕ
0
.

(Bemerken Sie, dass in der Definition des Grenzwertes, ‘ durch ‘
2
, oder ‘

3
,...,

ersetzt werden kann; eine beliebige positive Zahl kann als ‘, und auch als
‘
2
, oder ‘

3
, .... , geschrieben werden.) Dann ist, für alle n Ø max{n0, nÕ

0
},

|an ≠ l| + |bn ≠ lÕ
| < ‘

2
+ ‘

2
= ‘, und

|an + bn ≠ (l + lÕ)| Æ |an ≠ l| + |bn ≠ lÕ
| < ‘

für alle ‘ > 0, und alle n Ø max{n0, nÕ
0
} =: N0.
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2. Übung für Sie.

3. Wir bemerken zunächst, dass

|an bn ≠ l lÕ
| = |an bn ≠ an lÕ + an lÕ

≠ l lÕ
| = |an(bn ≠ lÕ)| + |lÕ(an ≠ l)|.

Da (an) konvergiert, gibt uns Proposition 4.1.2 2. , dass ein R > 0 existiert,
sodass |an| < R für alle n œ N. Dann sei L := max{R, |lÕ

|} > 0. Wir erhalten,
dass

|an(bn ≠ lÕ)| + |lÕ(an ≠ l)| = |an||bn ≠ lÕ
| + |lÕ

||an ≠ l| Æ L(|bn ≠ lÕ
| + |an ≠ l|).

Dann, für alle ‘ > 0, gibt es eine n0 = n0(‘) und eine nÕ
0

= nÕ
0
(‘), sodass

|an ≠ l| <
‘

2L
für alle n Ø n0 und |bn ≠ lÕ

| <
‘

2L
für alle n Ø nÕ

0
.

(Lesen Sie die Bemerkung hier oben im Beweis von 1.) Wir können schließen,
dass für alle ‘ > 0 und alle n Ø max{n0(‘), nÕ

0
(‘)} =: N0(‘) wir erhalten

|an bn ≠ l lÕ
| Æ L(|bn ≠ lÕ

| + |an ≠ l|) < ‘,

und zwar, dass an bn æ l lÕ.

4. Proposition 4.1.2 (iii) sagt uns, dass die Folge an
bn

wohldefiniert ist, für alle
n > N . Um die zweite Behauptung zu beweisen, durch diese Proposition, Teil
(iii), genügt es zu beweisen, dass 1

bn
gegen 1

lÕ konvergiert.
Wir bemerken zuerst, dass nach der Konvergenz und aus Lemma 4.1.1 folgt,
dass für alle ‘ > 0 (und ‘ klein, siehe Bemerkung 4.1.1), es eine n0 = n0(‘)
gibt, sodass |bn ≠ lÕ

| < ‘ und |bn| > |lÕ
| ≠ ‘. Nehmen wir an, dass ‘ < |lÕ|

2
(das

macht Sinn, weil lÕ
”= 0 nach Voraussetzung). Wir werden in einem Moment

sehen, dass diese Annahme nicht einschränkend ist. Dann haben wir , dass
|bn| > |lÕ

| ≠ ‘ > |lÕ|
2

ist, und

----
1
bn

≠
1
lÕ

---- =
-----
bn ≠ lÕ

bnlÕ

----- <
2‘

|lÕ|2
.

Dann haben wir bewiesen, dass es für alle ‘ < |lÕ|
2

, ein n0 = n0(‘) gibt, sodass
die obige Ungleichheit gilt. Ist das genug? Ja. Die kurze Erlärung ist, dass
die Funktion von ‘, die durch 2‘

|lÕ|2 definiert wird, so klein wie möglich gemacht
werden kann, und Bemerkung 4.1.1 sagt uns, dass kleine Werte von dieser
Funktion genug sind. Die längere Erklärung ist die folgende: Es sei ‘ :=
‘Õ|lÕ|2

2
. Dann ist die Bedingung ‘ < |lÕ|

2
äquivalent zu ‘Õ < 1

|lÕ| . Mit dem obigen
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Verfahren haben wir bewiesen, dass für alle ‘Õ < 1

|lÕ| , es ein n0 = n0(‘Õ) gibt
(das ist genau n0(‘)), sodass für alle n Ø n0 gilt

----
1
bn

≠
1
lÕ

---- < ‘Õ.

Bemerkung 4.1.1 sagt uns, dass die Bedingung ‘Õ < 1

|lÕ| nicht einschränkend ist.

4.1.2 Reelle Folgen
In diesem Abschnitt lernen wir Eigenschaften von Folgen mit reellen Werten.

Also, sei a = (an)nœN eine Folge a : N æ R. Zuerst bemerken wir, dass

|an ≠ l| < ‘ ist äquivalent zu ≠ ‘ < an ≠ l < ‘ .

(Warum ist das so?)

Lemma 4.1.4
Es seien (an) und (bn) zwei reelle Folgen, die gegen l (bzw. lÕ) konvergieren. Nehmen
wir an, dass an Æ bn für alle n Ø N , für ein N œ N. Dann ist l Æ lÕ.

Beweis: Wir beweisen dieses Lemma durch Widerspruch. Nehmen wir an, dass
l > lÕ. Es sei ‘, sodass 0 < ‘ < l≠lÕ

2
. Dann ist lÕ + ‘ < l ≠ ‘, und durch Konvergenz

hätten wir, dass bn < lÕ + ‘ < l ≠ ‘ < an, für alle n Ø max{N, n0(‘), nÕ
0
(‘)}. Aber

das ist ein Widerspruch, weil wir angenommen haben, dass für alle n Ø N , an Æ bn

ist.

Bemerkung 4.1.4
Bemerken Sie, dass es nicht wahr ist, dass an < bn impliziert, dass l < lÕ! Zum
Beispiel, es seien an = 0 für alle n œ N und bn = 1

n+1
. Dann gilt an < bn für alle

n œ N, aber die Grenzwerte sind l = lÕ = 0. ˚

Noch ein Lemma für reelle Folgen:

Lemma 4.1.5
Es sei (an) eine reelle Folge, die nach l > 0 konvergiert. Dann gibt es ein N œ N,
sodass für alle n Ø N , gilt an > 0.

Beweis: Übung
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Für reelle Folgen kann das folgende Konzept eingeführt werden:

Definition 4.1.3
Eine reelle Folge (an)nœN heißt bestimmt divergent gegen +Œ (bzw. gegen
≠Œ), falls

für alle N œ R, ÷n0 œ N, sodass an > N (bzw. an < N), für alle n Ø n0.

Wir schreiben an æ Œ (bzw. an æ ≠Œ) oder lim
næ+Œ

an = +Œ

(bzw. lim
næ+Œ

an = ≠Œ).

Das impliziert, dass, falls an æ Œ, für n groß genug, die Werte an beliebig groß
sind (und falls an æ ≠Œ, für n groß genug, alle Werte von ≠an = |an| beliebig groß
sind). Zum Beispiel ist es einfach nachzuprüfen, dass die Folgen {n}, {n2

} bestimmt
divergent gegen +Œ sind.

Übung 4.1.2
Beweisen Sie, dass falls an æ +Œ, oder an æ ≠Œ, dann ÷N œ N, sodass an ”= 0
für alle n Ø N , und dass die Folge 1

an
, die definiert für alle n Ø N ist, eine Nullfolge

ist, d.h. 1

an
æ 0. ˝

Satz 4.1.6 (i) (Einschnürungssatz)
Es seien (an)nœN, (bn)nœN und (cn)nœN reelle Folgen, mit an Æ bn Æ cn für
alle n Ø N , für ein N œ N. Falls an æ l und cn æ l, dann ist auch
(bn)nœN konvergent, und gilt bn æ l.

(ii) Es seien (an)nœN und (bn)nœN reelle Folgen, mit an Æ bn für alle n Ø N ,
für ein N œ N. Dann, falls an æ +Œ, wir haben bn æ +Œ, und falls
bn æ ≠Œ, wir haben an æ ≠Œ.

Beweis: (i) Da an æ l und cn æ l, für alle ‘ > 0 gibt es ein n0(‘) und nÕ
0
(‘),

sodass für alle n Ø max{n0(‘), nÕ
0
(‘)} gelten sowohl l ≠ ‘ < an < l + ‘ als auch

l ≠ ‘ < cn < l + ‘. Da, nach Voraussetzung, an Æ bn Æ cn für alle n Ø N , wir
erhalten, dass für jedes ‘ > 0 und jedes n Ø max{n0(‘), nÕ

0
(‘), N} gelten

l ≠ ‘ < an Æ bn Æ cn < l + ‘ ,

und zwar, dass bn æ l.

(ii) Übung für Sie.
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Bemerkung 4.1.5
Bemerken Sie, dass, falls in an Æ bn Æ cn, eine oder beide Æ mit < ersetzt werden,
würde die Behauptung des Einschnürungssatzes noch gelten. ˚

Beispiel 4.1.2
Wichtige Beispiele:

1. Es sei a œ R eine positive reelle Zahl und (an)nœN die Folge an := n
Ô

a. Dann
n
Ô

a æ 1.

Es gibt drei Fälle:
• Falls a = 1, dann ist die Behauptung trivial;
• Falls a > 1: Wir können n

Ô
a als 1 + xn schreiben, wobei xn > 0 ist1. Wir

müssen zeigen, dass xn æ 0. Es genügt die Bernoullische Ungleichung
(Satz 2.1.4) und den Einschnürungssatz zu benutzen. In der Tat, Satz
2.1.4 gibt uns, dass a = (1 + xn)n

Ø 1 + nxn, also xn Æ
a≠1

n . Da a≠1

n æ 0
(warum?) und dazu 0 < xn Æ

a≠1

n , der Einschnürungssatz impliziert,
dass xn æ 0.

• Falls a < 1: wir definieren einfach b als 1

a , die größer als 1 ist. Nach (ii)
erhalten wir, dass n

Ô
b æ 1. Da n

Ô
a = 1

nÔb
, Proposition 4.1.3 gibt uns,

dass n
Ô

a æ 1.

2. Die Folge { n
Ô

n} konvergiert, und präziser gesagt,
n
Ô

n æ 1.

Um diesen Grenzwert zu beweisen schreiben wir n
Ô

n als 1 + xn, mit xn > 0
(Warum können wir n

Ô
n so schreiben?). Dann implizieren der Binomische

Lehrsatz (Satz 1.4.6) und die Tatsache, dass xn > 0 ist, dass

n = (1 + xn)n =
nÿ

k=0

A
n

k

B

xk
n Ø

A
n

2

B

x2

n = n(n ≠ 1)
2 x2

n.

Dann, für alle n > 1 gilt 0 < xn Æ

Ò
2

n≠1
, und der Einschnürungssatz im-

pliziert, dass xn æ 0, und deshalb n
Ô

n æ 1.

3. (Geometrische Folge) Es sei q œ R und {qn
}nœN die sogenannte geometrische

Folge. Dann

lim
næ+Œ

qn =

Y
_____]

_____[

0 falls |q| < 1
1 falls q = 1
+Œ falls q > 1
existiert nicht falls q Æ ≠1.

1
Warum? Man sollte zuerst beweisen, dass x > 1 genau dann, wenn xn > 1; und dann...?
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Wir beweisen nur, dass qn
æ 0 falls 0 < q < 1. Die anderen Fälle sind eine

Übung für Sie. Wir schreiben q als 1

1+p mit p > 0. Dann impliziert die
Bernoullische Ungleichung (Satz 2.1.4), dass

0 < qn = 1
(1 + p)n

Æ
1

1 + np
<

1
np

und da 1

np æ 0, erhalten wir aus dem Einschnürungssatz, dass qn
æ 0.

˙

Eine wichtige Klasse von Folgen ist gegeben durch die Folgenden:

Definition 4.1.4
Es sei (an)nœN eine Folge reeller Zahlen. Dann heißt sie

• monoton wachsend oder steigend, falls an Æ an+1 für alle n œ N;

• monoton fallend, falls an Ø an+1 für alle n œ N.

Die Wichtigkeit dieser Klasse von Folgen liegt im folgenden Ergebnis:

Satz 4.1.7
Es sei (an)nœN eine reelle monoton wachsende oder monoton fallende Folge.

(i) Dann ist (an) beschränkt genau dann, wenn sie konvergiert. In diesem
Fall, es sei l der Grenzwert. Dann ist

l =

Y
__]

__[

sup{an, n œ N} falls (an) monoton wachsend ist und

inf{an, n œ N} falls (an) monoton fallend ist.

(ii) Falls (an)nœN nicht beschränkt ist, dann an æ +Œ, falls sie monoton
wachsend ist und an æ ≠Œ, falls sie monoton fallend ist.

Wir bemerken zuerst, dass, falls (an) beschränkt ist, ist die Ordnungsvollständigkeit
von R ein wesentlicher Bestandteil des Beweises dieses Satzes.

Beweis: (i) Wir haben schon bewiesen, dass eine konvergente Folge immer beschränkt
ist (siehe Proposition 4.1.2 (ii)). Die überraschendste Tatsache ist also, dass
falls eine monoton wachsende Folge beschränkt ist, sie konvergiert. (Die Vo-
raussetzung, dass (an) monoton wachsend oder fallend ist, ist essenziell, weil
im Allgemeinen beschränkte Folgen nicht konvergent sind, siehe z. B. Beispiel
4.1.1, 1.).
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Es sei dann (an) eine monoton wachsende, beschränkte Folge. Wir müssen be-
weisen, dass sie konvergiert und dass der Grenzwert genau sup{an, n œ N} =: l
ist. Per definitionem von Supremum haben wir, dass
(a) an Æ l für alle n œ N und
(b) für alle ‘ > 0, es ein n0 œ N gibt, sodass l ≠ ‘ < an0 .

Da nach Voraussetzung (an) monoton wachsend ist, erhalten wir aus (a) und
(b), dass für alle ‘ > 0, es ein n0 œ N gibt, sodass für alle n Ø n0 gilt

l ≠ ‘ < an0 Æ an Æ l ,

und zwar, dass an æ l.
Für monoton fallende Folgen genügt es zu bemerken, dass (an) monoton fallend
ist genau dann, wenn (≠an) monoton wachsend ist und dass
inf{an, n œ N} = sup{≠an, n œ N} (Warum ist es so?).

(ii) Übung.

Eulersche Zahl

Der folgende Satz erlaubt uns eine wichtige (irrationale, transzendente) Zahl
zu definieren, und zwar die Eulersche Zahl.

Satz 4.1.8
Die Folge (an)nœN\{0} definiert als

an :=
3

1 + 1
n

4n

ist konvergent. Der Grenzwert wird Eulersche Zahl genannt und mit “e” bezeich-
net.

Wie so oft in der Mathematik, berechtigt uns das Ergebnis eines Satzes zu
einer neuen Definition. In diesem Fall ist der durch diese Folge definierte Grenzwert
(der dank des Satzes existiert und endlich ist) die wichtige Eulersche Zahl e. Wie wir
später sehen werden, ist dies nicht die einzige Möglichkeit, diese Zahl einzuführen
(siehe Beispiel 6.2.1). Es wurde von Bernoulli im 17. Jahrhundert auf diese Weise
eingeführt. Seine Irrationalität wurde von Euler im 18. Jahrhundert demonstriert,
und einige Jahre später bewies Hermite seine Transzendenz. Wie wir später sehen
werden, ist diese Zahl für die Analysis, und im Allgemeinen für die Mathematik,
von grundlegender Bedeutung, beispielsweise als Basis von Logarithmen.

Beweis: Dank Satz 4.1.7 reicht es aus zu beweisen, dass (an) monoton (wachsend)
und beschränkt ist.
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(i) (an)nØ1 ist monoton wachsend.
Wir bemerken zuerst, dass a1 = (1 + 1)1 = 2, und dass für alle n Ø 2 wir
haben:

an

an≠1

=

1
1 + 1

n

2n

1
1 + 1

n≠1

2n≠1
=

3
n + 1

n

4n 3
n ≠ 1

n

4n≠1

=

Ë1
n+1

n

2 1
n≠1

n

2Èn

n≠1

n

=

=

1
n2≠1

n2

2n

n≠1

n

=

1
1 ≠

1

n2

2n

1 ≠
1

n

.

Wir möchten nun die Bernoullische Ungleichung (Satz 2.1.4) benutzen. Wir
brauchen jedoch eine stärkere Ungleichung als die, die wir bewiesen haben,
und zwar:

(1 + x)n > 1 + nx (4.1.4)
für alle n œ N, n Ø 2, und alle x œ R mit 1 + x Ø 0 und x ”= 0. Der Beweise
kann aus dem Beweis des Satzes 2.1.4 adaptiert werden, und wir überlassen
ihn dem gewissenhaften Leser. Wir bemerken dann, dass 1≠

1

n2 Ø 0 (warum?),
und (4.1.4) impliziert, dass für alle n Ø 2 gilt

3
1 ≠

1
n2

4n

> 1 ≠ n ·
1
n2

= 1 ≠
1
n

(4.1.5)

Mit der Hilfe der obigen Gleichheiten und (4.1.5) haben wir bewiesen, dass für
alle n Ø 2 gilt

an

an≠1

=

1
1 ≠

1

n2

2n

1 ≠
1

n

>
1 ≠

1

n

1 ≠
1

n

= 1 ,

oder, mit anderen Worten, dass an > an≠1 für alle n Ø 2. Also ist (an)nØ1

monoton wachsend.

(ii) (an)nØ1 ist beschränkt.
Wir definieren die folgende Folge (bn)nØ1,

bn :=
3

1 + 1
n

4n+1

.

Mit einem ähnlichen Verfahren wie dem vorherigen, ist es leicht zu beweisen
(oder, mit anderen Worte, dies ist eine Übung für Sie), dass für alle n Ø 2 ist

bn

bn≠1

=

1
1 + 1

n

2n+1

1
1 + 1

n≠1

2n =

1
1 + 1

n

2

1
1 + 1

n2≠1

2n .
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Aus (4.1.4) folgt es, dass
3

1 + 1
n2 ≠ 1

4n

> 1 + n

n2 ≠ 1

und o�ensichtlich 1 + n

n2 ≠ 1 > 1 + n

n2
= 1 + 1

n
, und wir können schließen,

dass
bn

bn≠1

=

1
1 + 1

n

2

1
1 + 1

n2≠1

2n <
1 + 1

n

1 + 1

n

= 1,

und deshalb bn < bn≠1 für alle n Ø 2. Dazu bemerken wir, dass b1 = 4, also
bn Æ 4 für alle n Ø 1.
Endlich bemerken wir, dass 1 + 1

n > 1 impliziert, dass an < bn für alle n Ø 1,
also

2 = a1 Æ an < bn Æ b1 = 4 , (4.1.6)
und (an)nØ1 ist beschränkt.

Eigentlicht folgt aus (4.1.6), dass an < bk für alle k Ø n, und kann man die Werte
von bn benutzen, um den Grenzwert e anzugleichen. Eine grobe Annäherung an e
(aber denken Sie daran, dass e irrational ist!) ist gegeben durch

e = 2.7182818284 . . .

(aber die Punkte bleiben müssen, weil e irrational ist! Sie bedeuten in diesem Fall,
dass die Folge von Dezimalstellen nicht periodisch fortgesetzt wird).

4.2 Häufungspunkte und Bolzano-Weierstraß
Nun führen wir das Konzept vom Häufungspunkt ein.

Definition 4.2.1
Es sei (an)nœN eine komplexe Folge. Dann ist a œ C ein Häufungspunkt der
Folge (an)nœN falls,

(*) für jedes ‘ > 0 gibt es unendlich viele Elemente der Folge (an) in D‘(a).

Bemerkung 4.2.1
Später in dieser Vorlesung werden wir ein anderes Konzept des Häufungspunktes
einführen, das sehr unterschiedlich vom Konzept des Häufungspunktes für Folgen
ist, d.h. das Konzept von Häufungspunkt für eine Teilmenge von C 2:
Gegeben eine Teilmenge A von C, wir sagen, dass z0 ein Häufungspunkt für A ist,
wenn

2
oder im Allgemeinen, für Teilmengen einer Menge, wo das Konzept von Umgebung definiert

werden kann.
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(**) für alle ‘ > 0, enthält D‘(a) \ {a} ein Element von A.

Mit dieser Definition können wir wirklich sehen, dass die Punkte der Teilmenge A
sich nahe a anhäufen (siehe Abbildung 4.2.1).

Dela)

-
( 4L

• ( j.
I-• • " • - I• • . ) . • )
a

Figure 4.2.1

Andererseits ist diese Anhäufung für die Häufungspunkte einer Folge möglicher-
weise nicht sichtbar, wenn die Werte der Folge auf der komplexen Ebene dargestellt
werden. Zum Beispiel, falls (an)nœN die konstante Folge ist, d.h. es ein a œ C ex-
istiert, sodass an = a für alle n œ N, der einzige Häufungspunkt der Folge ist a
(warum ist es so?), aber es gibt keine Punkte in D‘(a) \ {a}, für alle ‘ > 0. Also
wäre in diesem Fall a kein Häufungspunkt der Teilmenge der Werte von (an)N, die
genau {a} ist. In der Tat besitzt die Teilmenge {a} keine Häufungspunkte.

Wenn Sie etwas verwirrt sind, ist das wie immer ein gutes Zeichen. Aber in
diesem Fall müssen Sie die nächsten zwei Minuten damit verbringen, “Ihre mentalen
Knoten zu lösen”.

˚

In diesem Abschnitt sehen wir jedoch nur das Konzept der Häufungspunkte
für eine Folge.

Beispiel 4.2.1 • Der (einzige) Häufungspunkt der Folge
1

1

n+1

2

nœN
ist 0. In der

Tat enthält die Umgebung D‘(0) alle Elemente an mit n Ø Â
1

‘ Ê. (Warum?)
Ich lasse Sie beweisen, dass 0 der einzige Häufungspunkt ist.

• Für die Folge (≠1)n sind die Häufungspunkte 1 und ≠1. (Bitte prüfen Sie
diese Tatsachen nach.)

• Für die Folge an = sin(nfi), was sind die Häufungspunkte?

• Besitzt die Folge sin(n) Häufungspunkte?
˙
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Im Allgemeinen ist es nicht einfach, die Häufungsspunkte explizit zu finden.
In der Mathematik besteht ein erster Schritt darin, zu wissen, dass diese Punkte
sicherlich existieren (ein anderes Problem besteht darin sie später explizit zu finden).
Dies ist der Inhalt eines wichtigen Satzes, für den wir ein neues Konzept benötigen,
das eng mit dem Konzept des Häufungspunktes verbunden ist.

Definition 4.2.2
Es sei (an)nœN eine komplexe Folge und {nk}kœN eine Folge von natürlichen
Zahlen, sodass nk < nk+1 für alle œ N. Dann heißt (ank

)kœN eine Teilfolge von
(an)nœN.

Aus der Definition folgt, dass nk æ +Œ, für k æ +Œ.
Zum Beispiel, falls nk := 2k+1, ist (ank

) = {a1, a3, a5, . . .} eine Teilfolge. Also,
muss die Folge der Indizes strikt monoton wachsend sein, d.h. nk+1 > nk für alle
k œ N (und nicht nur nk+1 Ø nk).

Der nächste wichtige Satz erklärt uns die Rolle der Teilfolgen.

Satz 4.2.1
Es sei (an)nœN eine komplexe Folge. Dann ist a œ C ein Häufungspunkt der
Folge (an)nœN genau dann, wenn eine Teilfolge (ank

)kœN existiert, die gegen a
konvergiert.

Eine wichtige Bemerkung ist, dass es sein kann, dass die ganze Folge (an)nœN gegen
a nicht konvergiert. Es gibt sehr viele Beispiele dieser Tatsache und wir haben schon
eins gesehen: Die Folge ((≠1)n)nœN ist nicht konvergent (siehe Beispiel 4.1.1 1.), aber
die Teilfolgen ((≠1)2k)kœN (hier nk = 2k) und ((≠1)2k+1)kœN (hier nk = 2k + 1) sind
konvergent, weil sie konstant sind ((≠1)2k = 1 und (≠1)2k+1 = ≠1 für alle k œ N).
Können Sie mehr Beispiele finden?

Übung 4.2.1
Beweisen Sie, dass falls an gegen l konvergiert, dann konvergiert gegen l auch eine
beliebige Teilfolge. ˝

Beweis: • Wir beweisen zuerst die Implikation “ =∆ ”: Also, es sei a ein Häu-
fungspunkt der Folge (an)nœN; wir müssen eine Teilfolge finden, die gegen a
konvergiert. Es sei ‘n = 1

n+1
und D‘n(a) = {z œ C | |z ≠ a| < ‘n}, die

o�ene Kreisscheibe mit Zentrum a und Radius ‘n. Da a ein Häufungspunkt
von (an)nœN ist, gibt es in D‘n(a) unendlich viele Elemente der Folge (an)nœN;
es sei an1 ein Element, das D‘1(a) gehört, für ein n1 œ N. Nehmen wir nun
D‘2(a): da D‘2(a) unendlich viele Elemente der Folge (an)nœN enthält, können
wir ein n2 œ N finden, sodass n2 > n1 und an2 œ D‘2(a). Gehen wir also so
weiter, aber genauer gesagt, verwenden wir die Induktion: Nehmen wir an, wir
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haben Elemente anh
gefunden, für h = 1, . . . , k ≠ 1, sodass anh

œ D‘h
(a) für

alle h = 1, . . . , k ≠ 1und nk≠1 > nk≠2 > · · · > n1. Dann, per definitionem von
Häufungspunkt, besitzt D‘k

(a) unendlich viele Elemente von (an)nœN; es sei Ik

die Indexmenge dieser Elemente, die unendlich ist. Dann besitzt die Menge
Ik \ {n1, n2, . . . , nk≠1} ein Element l, sodass l > nk≠1 ist (Warum ist es so?).
Es sei nk ein solches Element. Dann haben wir ein Element ank

gefunden,
sodass ank

œ D‘k
(a), und sodass nk > nk≠1 > nk≠2 > · · · > n1.

Was zu beweisen bleibt, ist, dass (ank
)kœN gegen a konvergiert. Zuerst be-

merken wir, dass D‘kÕ (a) ( D‘k
(a) für alle kÕ

œ N mit kÕ > k und für alle
k œ N. Dann ist ankÕ œ D‘k

(a) für alle kÕ > k und alle k œ N. Per definitionem
von D‘k

(a), heißt dies, dass

|ankÕ ≠ a| < ‘k, für alle kÕ > k.

Reicht dies aus, um zu beweisen, dass (ank
)kœN gegen a konvergiert? Fast.

Wir müssen im Prinzip alle ‘ > 0 erlauben und nicht nur die Werte der Folge
(‘k)kœN, wobei ‘k = 1

k+1
. Aber diese Folge konvergiert gegen 0 und deshalb

sind ihre Werte so klein wie wir wollen. In der Tat, für alle ‘ > 0, gibt es ein
k = k(‘), sodass 1

k+1
< ‘ (was ist genau k?). Dann haben wir bewiesen, dass

es für alle ‘ > 0 ein k = k(‘) gibt, sodass für alle kÕ > k ist

|ankÕ ≠ a| < ‘k < ‘, für alle kÕ > k ,

und endlich erhalten wir die Konvergenz von (ank
)kœN gegen a.

• Nun beweisen wir “ ≈= ”: Es sei (ank
)kœN eine Teilfolge, die gegen a kon-

vergiert. Das heißt, dass es für alle ‘ > 0 ein k = k(‘) gibt, sodass

|ankÕ ≠ a| < ‘, für alle kÕ > k.

Das bedeutet, dass D‘(a) unendlich viele Elemente von (an)nœN besitzt und
zwar die Elemente ankÕ , für alle kÕ > k = k(‘). Dann ist a ein Haufungspunkt
von (an)nœN.

Übung 4.2.2
Es ist immer eine gute Übung in den Vorlesungen von Mathematik, die Beweise
für einige konkrete Beispiele zu wiederholen. Versuchen Sie das obige Verfahren zu
wiederholen, für die Folgen (an)nœN, wobei an = a für alle n œ N, oder an = (≠1)n

für alle n œ N, oder an = 1

n+1
für alle n œ N. ˝

Natürlich, in den Folgen der obigen Übung, haben wir schon bemerkt, dass
die Folgen einen Häufungspunkt besitzen (oder, dass sie eine konvergente Teilfolge
besitzen). Aber gibt es eine Kategorie von Folgen, für die wir sicher sind, dass sie
Häufungspunkte besitzen? (oder, dass sie eine konvergente Teilfolge besitzen?)
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Wie bereits erwähnt, gibt es einen großen Unterschied zwischen dem Au�nden
eines Häufungspunktes und dem Wissen, dass er existiert. Manchmal muss man sich
in der Mathematik auf wichtige Theoreme berufen, um zu wissen, dass ein Objekt
existiert, anstatt zu versuchen, es explizit zu finden. Der nächste Satz ist von
grundlegender Bedeutung, um die Existenz von Häufungspunkten (oder konvergen-
ten Teilfolgen) zu kennen und wir werden in unserem mathematischen Leben viele
Beispiele dafür sehen.

Satz 4.2.2 (Bolzano-Weierstraß)
Jede beschränkte reelle Folge (an)nœN besitzt eine konvergente Teilfolge und des-
halb einen Häufungspunkt.

Zum Beispiel erlaubt uns der Satz von Bolzano-Weierstraß zu sagen, dass die
Folge {sin(n)}nœN einen Häufungspunkt besitzt (weil ≠1 Æ sin(n) Æ 1 für alle
n œ N), selbst wenn es nicht einfach ist, ihn explizit zu finden.

Beweis: Auch der Beweis dieses Satzes, wie der des Satzes 4.1.7, wird die Ord-
nungsvollständigkeit von R nutzen.

Wir beginnen mit der Definition der folgenden Folge: Für jede n œ N definieren
wir An := {an, an+1, an+2, . . .} und bn := inf An. Da An ´ An+1, wir haben bn Æ bn+1

für alle n œ N (siehe Übung 2.1.7). Dann ist die Folge (bn)nœN monoton wach-
send. Dazu ist (an)nœN beschränkt und deshalb ist (bn)nœN (Warum? Diese Tatsache
benötigt einen kleinen Beweis, der für Sie eine Übung ist). Dann, aus Satz 4.1.7,
können wir schließen, dass bn gegen ein b œ R konvergiert. Die Behauptung ist, dass
es eine Teilfolge von (an)nœN gibt, die nach b konvergiert. Im nächsten Abschnitt
erstellen wir diese Teilfolge.

Per definitionem von Infimum der Teilmenge A0 wissen wir, dass b0 + 1 keine
untere Schranke von A0 ist. Deshalb gibt es ein n1 œ {0, 1, 2, . . .}, sodass an1 < b0+1.
Nehmen wir nun bn1+1 = inf An1+1. Da bn1+1 + 1

2
keine untere Schranke von An1+1

ist, gibt es ein n2 œ {n1 + 1, n1 + 2, . . .} (also, ist n2 > n1), sodass an2 < bn1+1 + 1

2
.

Durch Wiederholen dieser Prozedur können wir eine Teilfolge von (an)nœN aus den
Indizes nk konstruieren, die gegen b konvergiert.

Genauer gesagt kann Induktion verwendet werden, um die Teilfolge (ank
)kœN

zu konstruieren und zwar:

• Wir haben schon n1 und an1 oben definiert.

• Angenommen, dass es Indizes n1, n2, . . . , nk gibt, sodass nk > nk≠1 > · · · > n1

und sodass
anh

< bnh≠1+1 + 1
h

für alle h = 1, . . . , k .

Dann werden wir nk+1 so definieren: Weil bnk+1 + 1

k+1
kein Infimum der Menge

Ank+1 = {ank+1, ank+2, . . .} ist, gibt es einen Index in {nk + 1, nk + 2, . . .}, den
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wir mit nk+1 bezeichnen, sodass ank+1 < bnk+1 + 1

k+1
. Wir bemerken, dass

nk+1 > nk.

Es sei dann (ank
)kœN die Teilfolge, die von den Indizes (nk) definiert wird und wir

bemerken, dass

bnk
Æ ank

< bnk≠1+1 + 1
k

, für alle k œ N, k Ø 1 .

Nun genügt es zu bemerken, dass (bnk
)kœN und (bnk≠1+1)kœN Teilfolgen von (bn)nœN

sind und deshalb gegen b konvergieren (siehe Übung 4.2.1); dazu 1

k+1
æ 0. Dann

erlauben uns der Einschnürungssatz (Satz 4.1.6 (i)), zusammen mit Bemerkung
4.1.5, zu schließen, dass (ank

)kœN nach b konvergiert.
Die Existenz eines Häufungspunktes wird garantiert durch Satz 4.2.1.

Korollar 4.2.3
Jede beschränkte komplexe Folge (an)nœN besitzt eine konvergente Teilfolge und
deshalb, einen Häufungspunkt.

Beweis: Es sei an := xn + i yn, wobei xn, yn œ R, für alle n œ N. Da (an)nœN
beschränkt ist, sind auch die reellen Folgen (xn)nœN und (yn)nœN beschränkt. In der
Tat, falls |an| < R für ein R > 0, dann sind auch |xn| < R und |yn| < R. (Warum?)

Aus dem Satz 4.2.2 von Bolzano-Weierstraß können wir eine Teilfolge von
(xn)nœN finden, (xnk

)kœN, die gegen x œ R konvergiert. Wir bemerken, dass die
Teilfolge (ynk

)kœN beschränkt ist (aber nicht unbedingt konvergent) und deshalb,
aus Satz 4.2.2 können wir eine Teilfolge von (ynk

)kœN finden, (ynkh
)hœN, die gegen

ein y œ R konvergiert. Da auch die Teilfolge (xnkh
)hœN gegen x konvergiert (Übung

4.2.1), schließen wir, dass die Teilfolge (ankh
= xnkh

+ i ynkh
)hœN der Folge (an)nœN

nach x + i y konvergiert.

Eine weitere wichtige Kategorie von Folgen ist die von Cauchy-Folge gegebene:

Definition 4.2.3
Eine komplexe Folge (an)nœN wird Cauchy-Folge genannt, falls

’‘ > 0, ÷n0 = n0(‘), sodass |an ≠ am| < ‘ für alle n, m Ø n0. (4.2.1)

In einer Cauchy-Folge kommen dann die Werte von an immer näher, wenn n groß
wird. Dies ist auch ein Phänomen, das wir von konvergenten Folgen erwarten; in
der Tat gilt das folgende Ergebnis:

Proposition 4.2.4
Jede konvergente komplexe Folge ist eine Cauchy-Folge.
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Beweis: Da (an)nœN konvergent ist, gibt es ein l œ C, sodass es für alle ‘ > 0 ein
n0 = n0(‘) gibt, mit |an ≠ l| < ‘

2
, für alle n Ø n0. Dann, für alle n, m Ø n0(‘)

erhalten wir

|an ≠ am| = |an ≠ l + l ≠ am| Æ |an ≠ l| + |am ≠ l| < ‘ .

Wir stellen fest, dass wir in dieser Proposition nicht die Ordnungsvollständigkeit
von R ausgenutzt haben, auf die wir stattdessen in Sätzen 4.1.7 und 4.2.2 zurück-
gegri�en haben.

Die Umkehrung dieser Proposition ist ebenfalls wahr, aber ihre Gültigkeit
hängt stark von der Ordnungsvollständigkeit von R ab.

Satz 4.2.5
Jede komplexe Cauchy-Folge ist konvergent.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz in zwei Schritten:

• Wir beweisen zuerst, dass jede Cauchy-Folge (an)nœN beschränkt ist.
Es sei ‘ = 1 und n0, sodass für alle n, m Ø n0, |an ≠ am| < 1. Dann erhalten
wir, dass

|an| = |an ≠ an0 + an0 | Æ |an ≠ an0| + |an0| < 1 + |an0| für alle n Ø n0.

Also ist die Folge (an) für n groß genug (n Ø n0) beschränkt. Aber die anderen
Werte (a0, . . . , an0≠1) sind endlich, deshalb können wir schließen, dass

|an| Æ max{|a0|, |a1|, . . . , |an0≠1|, 1 + |an0 |}, für alle n œ N.

Weil (an)nœN beschränkt ist, impliziert der Satz 4.2.2 von Bolzano-Weiertraß (oder,
präziser gesagt, Korollar 4.2.3), dass es eine konvergente Teilfolge (ank

)kœN gibt. Es
sei l œ C, sodass ank

æ l. Der zweite Schritt ist, das Folgende zu beweisen:

• Falls eine Cauchy-Folge eine konvergente Teilfolge besitzt, mit Grenzwert l,
dann konvergiert die ganze Folge gegen l.
(a) Da (an)nœN Cauchy ist, wissen wir, dass es für alle ‘ > 0 ein n0 = n0(‘)
gibt, sodass für alle n, m Ø n0 ist |an ≠ am| < ‘

2
.

(b) Da (ank
)kœN nach l konvergiert, wissen wir, dass es für alle ‘ > 0 ein

k0 = k0(‘) gibt, sodass für alle k Ø k0 ist |ank
≠ l| < ‘

2
. Wir bemerken, dass,

aus der Definition einer Teilfolge, k Ø k0 ist genau dann, wenn nk Ø nk0 ist.
Es sei dann k œ N, sodass nk Ø max{nk0(‘), n0(‘)}. Dann für alle n Ø n0(‘)
haben wir

|an ≠ l| Æ |an ≠ ank
| + |ank

≠ l| <
‘

2 + ‘

2 = ‘
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Wir möchten noch einmal unterstreichen, dass in diesem Satz die Ordnungsvoll-
ständigkeit von R verwendet wurde (weil wir Satz 4.2.2 verwendet haben).

4.3 Zurück in die Vergangenheit
Aus Kapitel 2 erinnern wir uns daran, dass uns nach Einführung der Menge

der reellen Zahlen R als Dezimalzahlen ein genauer Beweis fehlte, um zu beweisen,
dass R ein ordnungsvollständig angeordneter Körper war (Satz 2.2.3). An diesem
Punkt sind wir bereit für einen strengen Beweis von Satz 2.2.3, den wir hier nochmal
schreiben:

Satz 4.3.1
Es sei A eine nichtleere Teilmenge von R, definiert als die Menge der Dezi-

malzahlen. Falls A nach oben beschränkt ist, dann besitzt A ein Supremum.

Beweis: Die Idee ist, eine beschränkte monoton wachsende Folge (xn) zu bilden,
damit, aus Lemma 2.2.1, xn ◆ x für ein x œ R und die Konstruktion von (xn) zu
benutzen um zu beweisen, dass x = sup A.

Da A nach oben beschränkt ist, gibt es y0 œ R, sodass a Æ y0 für alle a œ A.
Es sei x0 œ A. Schneiden wir das Intervall [x0, y0] = {x œ R | x0 Æ x Æ y0} in zwei
Hälften und erhalten die Intervalle [x0, c] und [c, y0], wobei c = x0+y0

2
. Falls [c, y0]

kein Element von A enthält, dann wählen wir das Intervall [x0, c], sonst wählen wir
[c, y0]. Wir bezeichnen das neue gewählte Intervall mit [x1, y1]. Dann wiederholen wir
dasselbe Verfahren und finden eine Folge von Intervallen [xn, yn] mit den folgenden
Eigenschaften:

(a) [x0, y0] ´ [x1, y1] ´ · · · ´ [xn, yn] ´ · · · (Intervallschachtelung);

(b) Die Folge {xn}nœN ist durch Konstruktion monoton wachsend und nach oben
beschränkt (in der Tat, ist xn Æ y0 für alle n); dann gibt uns Lemma 2.2.1,
dass es ein x œ R gibt, mit xn ◆ x;

(c) Durch Konstruktion ist [xn, yn] fl A ”= ÿ und yn ≠ xn = y0≠x0
2n ;

(d) yn Ø x für alle x œ A.

Wir bemerken dazu, dass durch Konstruktion xn < yk für alle n, k œ N ist und
deshalb ist xn Æ x Æ yk, für alle n, k œ N. Endlich erhalten wir, dass

xn Æ x Æ yn. (4.3.1)

Um zu beweisen, dass sup A = x, müssen wir beweisen, dass x die kleinste obere
Schranke ist.
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• x ist eine obere Schranke für A, nämlich, x < x für alle x œ A. Nehmen wir
an, dass dies nicht der Fall ist: Es sei y œ A, sodass x < y. Da yn Ø y für
alle n œ N (Eigenschaft (d)), y > x nach Voraussetzung und x Ø xn für alle
n œ N, wir sollten haben, dass y ≠ x < yn ≠ xn für alle n œ N. Aber das ist
nicht möglich, weil die Länge des Intervalls [xn, yn] gegen Null geht. Präziser
gesagt, es gibt ein ñ, sodass yñ ≠ xñ = y0≠x0

2ñ < y ≠ x, weil die Folge ( 1

2n )nœN
eine Nullfolge ist und das ist ein Widerspruch.

• x ist die kleinste obere Schranke: es sei ‘ > 0 beliebig; wir müssen beweisen,
dass es ein x œ A gibt, sodass x > x ≠ ‘. Nach (4.3.1) erhalten wir, dass für
alle n œ N, x ≠ xn Æ yn ≠ xn. Da yn ≠ xn gegen Null geht, gibt es ein ñ = ñ(‘),
sodass yñ ≠ xñ < ‘. Deshalb ist x ≠ xñ < ‘ oder, mit anderen Worten, ist
x ≠ ‘ < xñ. Nun genügt es zu bemerken, dass das Intervall [xñ, yñ] durch
Konstruktion immer Elemente von A enthält.

4.3.1 Mathematische Chronologie
Eine der Schwierigkeiten bei der Einführung reeller Zahlen besteht darin, sie

nur mit den schon definierten Konzepten einzuführen. Wir gingen wie folgt vor:

1. Wir haben zunächst das abstrakte Konzept des ordnungsvollständig angeord-
neten Körpers eingeführt und alle Eigenschaften abgeleitet, die sich aus den
Axiomen, die ihn definieren, ableiten lassen. (Abschnitt 2.1 und Abschnitt
2.1.1).

2. Satz 2.1.9 sagt uns, dass ein solcher Körper, bis auf Isomorphismen, eindeutig
ist und wir haben ihn den Körper reeller Zahlen genannt. Um letz-
teren einzuführen, war es daher ausreichend, ein konkretes Modell eines ord-
nungsvollständig angeordneten Körpers einzuführen, den wir als Menge von
Dezimalzahlen gewählt haben.

3. Im Lemma 2.2.1 haben wir tatsächlich gezeigt, dass eine beschränkte monoton
wachsende Folge stabilisiert ist; dies impliziert, dass die Folge tatsächlich einen
Grenzwert hat (Bemerkung 4.1.3) Es ist erwähnenswert zu bemerken, dass
nicht alle konvergenten Folgen stabilisiert sind, daher haben wir in Kapitel 2
ein restriktiveres Konzept der Konvergenz verwendet.

4. Wir haben Lemma 2.2.1 verwendet, um zu beweisen, dass R ordnungsvoll-
ständig ist (Satz 4.3.1).

5. Aus der Ordnungsvollständigkeit von R haben wir gezeigt, dass jede beschränkte
monoton wachsende Folge einen Grenzwert besitzt (Satz 4.1.7), die durch das
Supremum gegeben ist.
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6. Durch die Anpassung des Beweises des Satzes 4.3.1 wird sofort gezeigt (wie?),
dass die Ordnungsvollständigkeit eine Konsequenz der folgenden Tatsache ist
(die daher als Axiom betrachtet werden muss): Jede beschränkte, monoton
wachsende Folge besitzt einen Grenzwert.
Daraus können wir schließen:
Wenn wir davon ausgehen, dass alle beschränkte monoton wachsende Folgen
einen Grenzwert zulassen, kann die Ordnungsvollständigkeit von R nachgewiesen
werden.
Wenn die Ordnungsvollständigkeit angenommen wird, kann es gezeigt werden,
dass alle monoton wachsenden Folgen einen Grenzwert zulassen.
Diese beiden Konzepte sind daher äquivalent.

4.3.2 Andere Möglichkeiten zur Einführung reeller Zahlen
Wie bereits erwähnt, ist die Einführung reeller Zahlen besonders schwierig,

da zu Beginn der Vorlesung nur wenige Begri�e zur Verfügung stehen. Jetzt, da
wir noch ein paar mehr haben, möchte ich Ihnen nur eine grobe Vorstellung davon
geben, wie diese numerische Menge abwechselnd definiert werden kann:

(i) Es sei (an)nœN eine monoton wachsende, nach oben beschränkte Folge, mit
Werten in Q.
Ähnlich wie bei der Einführung der Dezimalzahlen möchten wir sagen, dass
der Grenzwert dieser Folge die reelle Zahl ist, die wir definieren möchten. Das
Problem ist, dass der Grenzwert selbst in Q möglicherweise nicht existiert:
Tatsächlich ist ihr Grenzwert genau das Supremum (siehe Satz 4.1.7), für das
derzeit nicht immer eine Definitionsmenge festgelegt ist, und daher können
wir nicht darüber sprechen. Wir können jedoch sagen, dass “die Folge selbst”
unsere reelle Zahl ist. Es gibt ein “Aber”: Es könnte zwei verschiedene Fol-
gen geben, die den gleichen Grenzwert haben. Wie gehen wir vor, um diese
Bedingung anzufordern, ohne den Grenzwert zu erwähnen? Der Trick ist zu
sagen, dass die beiden Folgen die gleiche Menge von oberen Schranken haben
müssen; Dies impliziert, dass ihre Suprema dieselbe sind.
Wir haben (ho�entlich) die folgende Definiton erklärt:
Die Menge der reellen Zahlen ist die Quotientenmenge der Menge der nach
oben beschränkten monoton wachsenden Folgen (an)nœN mit der folgenden
Äquivalenzrelation ≥:
(an)nœN ≥ (bn)nœN : ≈∆ für jedes r œ Q

(an < r für alle n œ N) ≈∆ (bn < r für alle n œ N) .
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Sie verstehen gut, dass diese Definition für Studenten/Studentinnen bei den
ersten Vorlesungen von Analysis I möglicherweise weniger intuitiv ist und Sie
möglicherweise mehr verwirrt hätten als bereits.

(ii) Wie könnte man sonst eine reelle Zahl als Grenzwert einführen, ohne den
Grenzwert zu erwähnen? Man könnte Satz 4.2.5 verwenden. Also, wir kön-
nten eine reelle Zahl uns als eine Cauchy Folge vorstellen, da diese Folgen in R
konvergent sein sollten (Folgerung aus der Ordnungsvollständigkeit!). Aber,
wie vorher, müssen wir zwei solche Folgen identifizieren, wenn sie “denselben
Grenzwert” haben. Wie kann man dieses Konzept formalisieren, ohne Grenzw-
erte zu erwähnen? Wir könnten einfach sagen, dass an ≠ bn æ 0 konvergieren
muss. Also:
Die Menge der reellen Zahlen ist die Quotientenmenge der Menge der Cauchy
Folgen in Q, wobei zwei Cauchy Folgen, (an)nœN und (bn)nœN, äquivalent sind
genau dann, wenn an ≠ bn æ 0 oder, mit anderen Worten, wenn

’‘ > 0, ÷N = N(‘) œ N, sodass ’n Ø N, |an ≠ bn| < ‘ .

(Bemerken Sie, dass hier ‘ œ Q ist.)

(iii) Wir haben gesehen, dass es keine rationale Zahl x gibt, sodass x2 = 2 (Lemma
2.1.7). Deshalb gilt die folgende:

{x œ Q | x2 < 2} fi {x œ Q | x2 > 2} = Q .

Es seien dann A die Menge {x œ Q | x2 < 2} und B die Menge {x œ Q | x2 >
2}, und wir bemerken, dass sie die folgenden Eigenschaften haben:

– A ”= ÿ, B ”= ÿ,
– A fl B = ÿ,
– A fi B = Q.
– a Æ b für alle a œ A und b œ B.

Zwei Mengen A und B mit den oben aufgeführten Eigenschaften führen zu
einem Schnitt (oder, genauer gesagt, zu einem Dedekindschen Schnitt von
Q. Das “Trennelement” (in diesem Fall

Ô
2, das auch das Supremum von A

ist, oder das Infimum von B) ist die reelle Zahl, die dieser Schnitt definiert.
Aber wie können wir über das Trennelement sprechen, wenn der Zweck dieser
Konstruktion darin besteht, die Definitionsmenge dort zu definieren, wo es
lebt? Eine reelle Zahl ist dann definiert als der (Dedekindsche) Schnitt selbst.
O�ensichtlich gibt es hier auch eine Äquivalenzrelation. In dem Fall, in dem
das Trennelement rational ist, gibt es zwei mögliche Schnitte:
A = (≠Œ, r]Q = {x œ Q | x Æ r} und B = (r, +Œ)Q = {x œ Q | x > r}, oder
A = (≠Œ, r)Q = {x œ Q | x < r} und B = [r, +Œ)Q = {x œ Q | x Ø r}.
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Dann sagen wir, dass falls es ein r œ Q gibt, mit a Æ r für alle a œ A und
r Æ b für alle b œ B, die folgenden Schnitte

A fi {r}, B \ {r} und A \ {r}, B fi {r}

äquivalent sein müssen.
Die Menge der reellen Zahlen ist die Quotientenmenge der (Dedekindschen)
Schitte, mit der Äquivalenzrelation hier oben eingeführt.

Was sollen wir noch überprüfen? In den in (i), (ii), (iii) definierten Quotien-
tenmengen sollten wir eine Addition, eine Multiplikation und eine totale Ordnung
definieren, und wir sollten überprüfen, ob diese Mengen mit diesen Operationen und
dieser Ordnung einen vollständigeen angeordneten Körper bilden. An diesem Punkt
wird Satz 2.1.9 uns sagen, dass sie als angeordnete Körper isomorph sind und daher
der Körper der reeller Zahlen sind.
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4.4 Zusätzliche Übungen und Beispiele
Beispiel 4.4.1
limnæ+Œ(

Ô
n + 1≠

Ô
n); um den Grenzwert dieses unbestimmten Ausdrucks Œ≠Œ

zu bestimmen, bemerken wir, dass
Ô

n + 1 ≠
Ô

n ≠ 1 = 2
Ô

n + 1 +
Ô

n ≠ 1
.

Somit ist dies eine Nullfolge.
˙

Beispiel 4.4.2
Wir vergleichen die Folgen (

Ô
n) und (an) (a > 1). Setze a = 1 + h (h > 0), dann

gilt
Ô

n

an
=

Ô
n

(1 + h)n
Æ

Ô
n

1 + nh
Æ

1
h

Ô
n

≠æ 0 .

Wir schließen daraus, dass

lim
næŒ

Ô
n

an
= 0 .

˙

Beispiel 4.4.3
Betrachten Sie die Folge (na≠n) (a > 1) . Wir überprüfen jetzt, dass

lim
næŒ

na≠n = 0 (a > 1)

gilt.
Es gilt na≠n = (

Ô
nb≠n)2, wobei b =

Ô
a. Aus der Übung 4.4.2 schließen wir,

dass in der Tat
lim

næŒ
na≠n = 0

gilt.
Allgemeiner gilt, dass

nka≠n = (nb≠n)k

mit b = a1/k. Wir folgern, dass

lim
næŒ

nka≠n = 0

für alle ganzen Zahlen k Ø 1.
Nun gilt, dass

nÂ–Ê
Æ n–

Æ nÂ–Ê+1

für alle – > 0, somit
lim

næŒ
n–a≠n = 0 .

˙
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Beispiel 4.4.4
Sei (pn) eine Folge positiver reeller Zahlen, die gegen +Œ divergiert. Dann gilt:

lim
næŒ

p–
n

apn
= 0, – > 0, a > 1 .

Wir zeigen zuerst, dass
lim

næŒ

Ô
pn

apn
= 0 .

Setze a = 1 + h, dann erhalten wir
Ô

pn

apn
=

Ô
pn

(1 + h)pn
Æ

Ô
pn

(1 + h)ÂpnÊ

Æ

Ô
pn

(1 + ÂpnÊh) Æ
1

h
Ò

ÂpnÊ

+ 1
hÂpnÊ

æ 0 .

Mit einem ähnlichen Verfahren wie der Übung 4.4.3, kann man den allgemeinen Fall
beweisen.

˙

Beispiel 4.4.5
Wir zeigen, dass

lim
næŒ

an

n! = 0 (a > 1)

gilt. Setze h := a/(ÂaÊ + 1) und n := ÂaÊ + m (für n Ø a), somit

an

n! = a

1 ·
a

2 · · ·
a

ÂaÊ
·

a

ÂaÊ + 1 · · ·
a

ÂaÊ + m
< aÂaÊhm .

Zusammen mit 0 < h < 1 folgt daraus

lim
næŒ

an

n! = 0 .

˙

Beispiel 4.4.6
Es gilt

lim
næŒ

n!
nn

= 0 .

Das Ergebnis folgt, indem man zeigt, dass

n!
nn

= 1
n

·
2
n

·
3
n

· · ·
n

n
Æ

1
n

.

˙
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Übung 4.4.1
Zeigen Sie direkt mittels der Definition des Grenzwertes:

1. limnæŒ
n2

n2 + 1 = 1

2. limnæŒ
Ô

n ≠ 1 = Œ

˝

Übung 4.4.2
Sei (an) eine Folge positiver reeller Zahlen.

1. Zeigen Sie, dass wenn es eine reelle Zahl k, 0 < k < 1, gibt, so dass

n
Ô

an < k

gilt, dann
lim

næŒ
an = 0

gilt.

2. Zeigen Sie, dass wenn es eine reelle Zahl k, k > 1, gibt, so dass

n
Ô

an > k

gilt, dann
lim

næŒ
an = Œ

gilt.

˝

Übung 4.4.3
Sei (an) eine Folge positiver reeller Zahlen, so dass

lim
næŒ

n
Ô

an = l œ R fi {Œ}

gilt. Zeigen Sie mit Hilfe der vorherigen Übung, dass:

• wenn l < 1, dann limnæŒ an = 0

• wenn l > 1, dann limnæŒ an = +Œ .

Untersuchen Sie den Fall l = 1 .
˝

Übung 4.4.4
Sei (an) eine Folge positiver reeller Zahlen.
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• Zeigen Sie, dass wenn es eine reelle Zahl k, 0 < k < 1, gibt, so dass
an+1

an
< k

gilt, dann
lim

næŒ
an = 0

gilt.

• Zeigen Sie, dass wenn es eine reelle Zahl k, k > 1, gibt, so dass
an+1

an
> k

gilt, dann
lim

næŒ
an = Œ

gilt.

˝

Übung 4.4.5
Sei (an) eine Folge positiver reeller Zahlen, so dass

lim
næŒ

an+1

an
= l œ R fi {Œ}

gilt. Zeigen Sie mit Hilfe der vorherigen Übung, dass:

• wenn l < 1, dann limnæŒ an = 0

• wenn l > 1, dann limnæŒ an = +Œ .

Untersuchen Sie den Fall l = 1 .
˝

Übung 4.4.6
Benutzen Sie die vorherige Übung um zu zeigen, dass

lim
næŒ

an

n! = 0

für a > 1 gilt. ˝

Übung 4.4.7
Bestimmen Sie die Grenzwerte der folgenden Folgen

1.
Ô

n · sin
1 1

n–

2
(– œ R+). Hinweis: limnæŒ n · sin

1 1
n

2
= 1 .
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2. n!
(n + 1)! ≠ (n ≠ 1)!

3. 3Ôn6 ≠ n– + 1 ≠ n2 (– œ R+) .

4. n–

1 + 2 + . . . + n
(– œ R+) .

5. 1 + 3 + 5 + . . . + 2n + 1
1 + 2 + . . . + n

.

6. n + 2n

n + n!

˝

Übung 4.4.8
Zeigen Sie mittels Einschnürungssatz:

1.
lim

næ+Œ

3 1
n2 + 1 + . . . + 1

n2 + n

4
= 0

2.
lim

næ+Œ

3 1
Ô

n2 + 1
+ . . . + 1

Ô
n2 + n

4
= 1

˝

Übung 4.4.9
Zeigen Sei, dass wenn

lim
næŒ

an = l œ R

gilt, dann
lim

næŒ

(a1 + . . . + an)
n

= l

gilt.
˝
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Zuerst definieren wir die Menge Rn als
n-Mal˙ ˝¸ ˚

R ◊ · · · ◊ R. In diesem Kapitel werden
wir eine Topologie auf der Definitionsmenge und Zielmenge einer Funktion definieren,
um die Begri�e der sogenannten Stetigkeit einer Funktion einzuführen.

Wir beginnen mit einigen Definitionen.

Definition 5.0.1
Es sei D eine nichtleere Teilmenge. Dann heißt eine Funktion f : D æ R (bzw.
f : D æ C), deren Zielmenge die Menge der reellen Zahlen (bzw. die Menge
der komplexen Zahlen) ist, eine reellwertige (bzw. eine komplexwertige)
Funktion.

Wenn für die Zielmenge Y einer Funktion eine Operation definiert ist, kön-
nen wir dieselbe Operation für die Menge der Funktionen, deren Zielmenge Y ist,
“punktweise” definieren. Zum Beispiel, für reellwertige oder komplexwertige Funk-
tionen, besitzen die Zielmengen verschiedene Operationen (Summe, Multiplikation,
komplexe Konjugation), und deshalb machen die folgenden Definitionen Sinn: Es
seien f : D æ Y und g : D æ Y zwei reellwertige oder komplexwertige Funktionen,
also ist Y entweder R oder C. Dann können wir definieren

(f + g) : D æ Y (f · g) : D æ Y
f

g
: DÕ

æ Y

(f + g)(x) := f(x) + f(x) (f · g)(x) := f(x) · g(x)
A

f

g

B

(x) := f(x)

g(x)

wobei in der letzen Definition ist DÕ
™ D die Menge, wo g(x) ”= 0 für alle x œ DÕ.

Dazu, falls f komplexwertig ist, können wir punktweise die komplexe konjugierte
Funktion f : D æ C definieren:

f(x) := f(x)

.

5.1 Euklidische Norm und Abstandsfunktion
Um das Konzept der Stetigkeit einzuführen, ist es nun wesentlich, eine “Topolo-

gie” sowohl in der Definitionsmenge als auch in der Zielmenge einzuführen.
Aber was ist eine Topologie? Das Wort “Topologie” kommt aus dem Griechi-

schen (tópos, “Ort” und lógos, “Lehre”) und meint wörtlich “Lehre vom Ort”. Sie
handelt von der Form geometrischer Objekte, die topologischen Räume genannt
werden. Und was ist dann ein topologischer Raum? In einem sogenannten “topolo-
gischen Raum” wird die Vorstellung von “Nähe” verallgemeinert, also das Konzept
von “Umgebung”, das wir schon in Kapitel 4 gesehen haben. In diesem Kapitel
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werden wir uns nicht mit dem Konzept der Topologie in seiner Gesamtheit be-
fassen, sondern in den folgenden Semesterstunden. Wir werden jedoch versuchen zu
veranschaulichen, welche Begri�e notwendig und grundlegend sind, um Stetigkeit
einzuführen und ihre Konsequenzen abzuleiten.

Wie schon erwähnt, in Kapitel 4 (4.1.2) haben wir “o�ene Umgebungen”
definiert: Mit der Hilfe der Betragsfunktion | · | auf C, wobei |z| der Abstand des
Punktes z in der komplexen Ebene vom Ursprung ist, ist eine “typische” Umgebung
eines Punktes a œ C das Innere einer Kreislinie, eine “o�ene Scheibe” mit Radius
R > 0:

DR(a) := {z œ C | |z ≠ a| < R}.

Also, um das Konzept von Umgebung einzuführen, brauchen wir den Begri� von
“Abstandsfunktion”. In R und C haben wir diese Konzepte schon definiert:

• In R, kann der Betrag benutzt werden, um den Abstand d(x, y) zwischen zwei
Punkten x, y œ R zu definieren: d(x, y) := |x ≠ y|. Wir bemerken, dass

|x ≠ y| =
Ò

(x ≠ y)2.

• In C haben wir auch einen Betrag definiert (siehe Definition 3.1.4). Dann ist
im Allgemeinen der Abstand zwischen z = x1 + i y1 und w = x2 + i y2 durch

|z ≠ w| =
Ò

(x1 ≠ x2)2 + (y1 ≠ y2)2

gegeben.

In beiden Fällen erfüllt der Betrag die folgenden Eigenschaften: Zunächst be-
merken wir, dass R und C Vektorräume über R sind (Zu diesem Zeitpunkt sollten
Sie dieses Konzept bereits in der Vorlesung für lineare Algebra gesehen haben.)
Bezeichnen wir R oder C einfach mit V . Dann haben wir

1. |x| Ø 0, und |x| = 0 genau dann, wenn x = 0 (es folgt einfach aus der
Definition), für alle x œ V ;

2. |–·x| = |–|·|x|, für alle – œ R und x œ V (nochmal, einfach aus der Definition);

3. |x + y| Æ |x| + |y|, für alle x, y œ V (Dreiecksungleichung1)

Gegeben ein Vektorraum V über R, eine Funktion |·| : V æ R, die die Eigenschaften
1., 2. und 3. erfüllt, wird Norm genannt. Wir werden das folgende Standardbeispiel
von Norm behandeln:

1
Siehe Lemma 2.1.6 für den Fall V = R und Lemma 3.1.2 8. für V = C. Warum können wir

Lemma 2.1.6 für den Fall V = C nicht benutzen?
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Definition 5.1.1
Die euklidische Norm eines Punktes x = (x1, . . . , xn) in Rn ist als

|x| :=
Ò

x2
1 + · · · + x2

n

definiert.

Bemerkung 5.1.1
Wenn wir den Satz von Pythagoras mehrmals anwenden, schließen wir, dass |x|

genau der Abstand des Punktes x vom Ursprung ist (siehe Abbildung 5.1.1). ˚

%
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-
•

.
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Mmm a
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Lx
,

Figure 5.1.1

Wir bemerken, dass aus der Definition der euklidischen Norm folgt, dass Eigen-
schaften 1. und 2. gelten. Die Dreiecksungleichung gilt auch, aber das braucht einen
Beweis, den wir später sehen werden.

Es ist sinnvoll zu bemerken, dass die Normen auf R und C, die wir schon
definiert hatten, genau die euklidischen Normen auf R und R2 sind (für den Fall
V = C, identifizieren wir C mit R2 durch x + i y ‘æ (x, y)). Wie Sie vielleicht
befürchten, gibt es, neben den oben aufgeführten Standardbeispielen, auch andere
“weniger Standard”-Beispiele von Normen. Aber ich möchte nicht übertreiben, und
ich werde hier aufhören.
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Die Bedeutung der Norm und ihrer Eigenschaften besteht darin, dass wir eine
Abstandsfunktion definieren können. Im Allgemeinen, gegeben eine Norm | · | auf
V , die dazugehörige Abstandsfunktion d : V ◊ V æ R ist als

d(x, y) := |x ≠ y|

definiert. Dann, aus Eigenschaften 1., 2. und 3., folgt es, dass

1’. d(x, y) Ø 0, und d(x, y) = 0 genau dann, wenn x = y, für alle x, y œ V .

2’. d(x, y) = d(y, x) für alle x, y œ V .

3’. d(x, y) Æ d(x, z) + d(z, y), für alle x, y, z œ V .

(Um 3’. aus 3. zu erhalten, genügt es x ≠ y als (x ≠ z) + (z ≠ y) zu schreiben).

Definition 5.1.2
Der euklidische Abstand d(x, y) zwischen x = (x1, . . . , xn) und y = (y1, . . . , yn)
in Rn ist die Abstandsfunktion, die der euklidischen Norm zugeordnet ist, d.h.

d(x, y) := |x ≠ y| =
Ò

(x1 ≠ y1)2 + · · · + (xn ≠ yn)2.

Dann können wir die Verallgemeinerung einer o�enen Scheibe definieren, und
zwar:

Definition 5.1.3
Für jedes ‘ > 0, ist eine o�ene ‘-Umgebung von x in Rn, oder o�ene ‘-
Kugel, oder o�ener ‘-Ball, die Menge

U‘(x) := {y œ Rn
| d(x, y) < ‘} = {y œ Rn

| |x ≠ y| < ‘}.

Wir bemerken, dass für n = 1, U‘(x) das o�ene Intervall (x ≠ ‘, x + ‘) ist, und für
n = 2, U‘(x) genau die o�ene Kreisscheibe mit Zentrum x und Radius ‘ ist. Im
Allgemeinen folgt aus der Definition der euklidischen Abstandsfunktion, dass eine
o�ene Umgebung eines Punktes x œ Rn genau das Innere einer n-dimensionalen
Sphäre (oder Kugel) ist.

5.2 Stetigkeit
Falls die Definitionsmengen und Zielmengen einer Funktion f eine Abstands-

funktion besitzen, können wir das Konzept von Stetigkeit einführen. In unserem
Fall, es sei D ™ Rn eine nichtleere Menge mit euklidischer Abstandsfunktion d, wie
in Definition 5.1.2. Die folgende ist von grundlegender Bedeutung:
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Definition 5.2.1 • Es sei f : D æ R (bzw. f : D æ C) eine reellwertige
(bzw. komplexwertige) Funktion, mit D ™ Rn. Es sei x0 œ D. Wir sagen,
dass f stetig in x0 ist, falls

(*) ’‘ > 0, ÷ ” = ”(‘), sodass für alle x œ D mit |x ≠ x0| < ”, ist
|f(x) ≠ f(x0)| < ‘.

• Eine Funktion f : D æ R (bzw. f : D æ C) heißt stetig, falls sie stetig in
x ist, für alle x œ D.

Wir sagen, dass eine Funktion, die in x0 nicht stetig ist, unstetig in x0 ist.
Wir bemerken, dass die obige Definition sinvoll wäre, falls die Zielmenge eine

Teilmenge von Rm ist, für ein m Ø 1.
Mal sehen, was diese Definition bedeutet, wenn f : D ™ R æ R. In diesem

Fall erhalten wir, dass f stetig in x0 ist, falls

(**) ’‘ > 0, ÷ ” = ”(‘), sodass für alle x œ D fl (x0 ≠ ‘, x0 + ‘), ist
f(x) œ (f(x0) ≠ ‘, f(x0) + ‘).

oder, mit anderen Worten, falls

(***) ’‘ > 0, ÷ ” = ”(‘), sodass für alle x œ D, x0 ≠ ‘ < x < x0 + ‘, ist
f(x0) ≠ ‘ < f(x) < f(x0) + ‘.

Also, für alle ‘ > 0, müssen wir ein ” = ”(‘) > 0 finden, sodass

Graph(f) ™ (x0 ≠ ”, x0 + ”) ◊ (f(x0) ≠ ‘, f(x0) + ‘),

siehe Abbildung 5.2.1.
Dies bedeutet, dass um x0 der Graph von f keine “Sprünge” haben kann, er

muss eben “stetig” sein. In der Tat, wenn f(x) am Punkt x0 von L > 0 “springen
würde”, wäre f in x0 nicht stetig: es genügt ‘ < L in der obigen Definition zu
wählen, damit für alle ” > 0, existiert x œ (x0 ≠”, x0 +”), sodass das Bild f(x) nicht
in (f(x0) ≠ ‘, f(x0) + ‘) ist, siehe Abbildung 5.2.2.
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Graph If)

ya
f-Cx.HE •e⇒¥÷f÷÷÷i÷•

'

to & . Y
Xo- f Xo Xotf x

Figure 5.2.1: f ist stetig in x0.

GraphCf )
t

::¥÷÷÷÷÷÷÷i÷÷
Figure 5.2.2: Egal wie klein ” > 0 ist, der Graph links von x0 befindet sich niemals

im orangefarbenen Rechteck.
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Eine äquivalente Formulierung der Definition 5.2.1 der Stetigkeit in x0 ist die
folgende:

Definition 5.2.2
Es sei f : D æ R (bzw. f : D æ C) eine reellwertige (bzw. komplexwertige)
Funktion, mit D ™ Rn. Es sei x0 œ D. Wir sagen, dass f stetig in x0 ist, falls

für alle o�enen Umgebungen U‘(f(x0)) von f(x0), gibt es eine o�ene
Umgebung U”(x0) von x0, sodass

f(U”(x0) fl D) ™ U‘(f(x0)).

In dieser Definition haben wir nicht benutzt, dass die Zielmenge entweder R
oder C ist. Also gilt diese Definition für den Fall, dass die Zielmenge Rm ist, für
eine beliebige m œ N.

Übung 5.2.1
Überzeugen Sie sich selbst, dass diese Bedingung tatsächlich der Definition 5.2.1
entspricht. ˝

Bemerkung 5.2.1
Wir bemerken die folgende wichtige Eigenschaft der Stetigkeit: sie ist eine lokale
Eigenschaft, d.h.:
Es seien f, g : D æ R (bzw. f, g : D æ C) zwei Funktionen und a œ D, sodass f
und g gleich in einer Umgebung von a sind, oder mit anderen Worten

÷”̃ > 0, sodass f(x) = g(x), für alle x œ U”̃(a)
.

Dann ist f in a stetig genau dann, wenn g in a stetig ist.
Um diese Bemerkung zu beweisen, genügt es zu bemerken, dass für alle ” < ”̃, ist
f = g in U”(a), weil U”(a) ™ U”̃(a).

Falls f stetig in a ist, wissen wir, dass für jedes ‘ > 0, es ein ” = ”(‘) gibt,
sodass für alle x œ U”(a), f(x) œ U‘(f(a)) ist. Wir können dann ” = ”(‘) mit
einem kleineren ”Õ = ”Õ(‘) ersetzen, sodass ”Õ

Æ ”̃ (zum Beispiel, nehmen wir ”Õ :=
min{”, ”̃}); mit diesem Trick ist U”Õ(a) ™ U”̃(a), und deshalb, für alle x œ U”Õ(a),
haben wir f(x) = g(x). Also ist die Stetigkeit von g in a eine Folgerung der Stetigkeit
von f in a. Bemerken Sie, dass genau dieselbe Argumentation beweist, dass die
Stetigkeit von g in a die von f impliziert. ˚

Welche Funktionen sind stetig und welche nicht?

Zunächst bezeichnen wir die Menge der stetigen reellwertigen (bzw. komplex-
wertigen) Funktionen in D mit C0(D;R) (bzw. C0(D;C)).
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Beispiel 5.2.1
Beginnen wir mit Beispielen von stetigen Funktionen, falls D ™ R ist:

(i) Die konstante Funktion f : D µ R æ R: es gilt in der Tat 0 = |f(x)≠f(x0)| <
‘, für beliebige x, x0 œ D.

(ii) Die Identität f : R æ R: für ein beliebiges ‘, kann ” = ”(‘) als ‘ gewählt
werden, weil für alle |x ≠ x0| < ‘ ist, per definitionem von f , |f(x) ≠ f(x0)| =
|x ≠ x0| < ‘.

(iii) Die Funktionen sin : R æ R und cos : R æ R. Wir beweisen die Stetigkeit der
Funktion “sin”; die Stetigkeit der Funktion “cos” ist für Sie eine Übung.
Erinnern wir uns zunächst an die folgende Formel: für beliebige –, — œ R ist

sin(–) ≠ sin(—) = 2 cos
A

– + —

2

B

sin
A

– ≠ —

2

B

(5.2.1)

Dazu ist
| sin(h)| Æ |h| für alle h œ R (5.2.2)

Bemerken Sie, dass in den obigen Definitionen die Winkel in Radianten2

gemessen werden. Deshalb kann diese Ungleichheit mit der Hilfe der Ab-
bildung 5.2.3 erklärt werden.
Aus | cos(–)| Æ 1 für alle –, (5.2.1) und (5.2.2), erhalten wir

| sin(x)≠sin(x0)|
(5.2.1)=

----2 cos
3

x + x0

2

4
sin

3
x ≠ x0

2

4---- Æ 2
----sin

3
x ≠ x0

2

4----
(5.2.2)

Æ |x≠x0|.

Es sei nun ‘ > 0 eine beliebige (kleine) positive Zahl. Können wir ein ” = ”(‘)
finden, sodass |x ≠ x0| < ” impliziert, dass | sin(x) ≠ sin(x0)| < ‘? Mit den
obigen Ungleichheiten erhalten wir, dass für ” = ‘, |x≠x0| < ‘ impliziert, dass
| sin(x) ≠ sin(x0)| < ‘.
Bemerken Sie, dass x0 in der obigen Argumentation beliebig ist, deshalb ist
die Funktion sin : R æ R stetig R.

(iv) Die Funktionen f : R æ R, die diese Eigenschaft erfüllen:
÷L > 0, sodass für alle x1, x2 œ R wir haben

|f(x1) ≠ f(x2)| Æ L|x1 ≠ x2| . (5.2.3)

Eine solche Funktion heißt lipschitzstetig (mit Konstanten L). Das vorherige
Beispiel (die Funktion “sin”) zeigt an, dass alle lipschitzstetigen Funktionen

2
Was ist ein Radiant?
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Figure 5.2.3
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eigentlich stetig sind. In der Tat es sei ‘ > 0. Dann, für alle |x ≠ x0| < ‘
L

impliziert (5.2.3), dass |f(x) ≠ f(x0)| < ‘.
Die geometrische Interpretation der Ungleichheit (5.2.3) lautet wie folgt: Die
Steigung der Geraden, die durch zwei verschiedene Punkte des Graphen von
f verlaufen, ist beschränkt, siehe Abbildung 5.2.4.

#graph f

Figure 5.2.4: Eine Funktion, die lipschitzstetig ist.

Es ist aber nicht wahr, dass alle stetigen Funktionen lipschitzstetig sind, siehe
Abbildung 5.2.5.

˙

In obigen Beispielen sind die Funktionen in allen Punkten der Definitionsmenge
D stetig.

• Ein typisches Beispiel für eine Funktion, die nicht immer stetig ist, ist die
Gaußklammerfunktion Â·Ê : R æ R, die wir in Abschnitt 2.3.1 eingeführt
haben: ÂxÊ ist die nächstliegende nicht größere ganze Zahl. Der Graph ist
in Abbildung 5.2.6.
Wir beobachten sofort, dass der Graph “springt”, wenn x0 eine ganze Zahl
ist (siehe auch Abbildung 5.2.2), und deshalb ist die Gaußklammerfunktion in
allen x0 œ Z unstetig. Genauer gesagt, es sei ‘ < 1. Dann es ist einfach zu
sehen, dass links von x0 (also, für x < x0), die Gaußklammerfunktion genau
x0 ≠1 ist, und rechts von x0, sie x0 ist. Also, für alle x < x0 in einer beliebigen
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Hi.
Figure 5.2.5: Eine Funktion, die stetig aber nicht lipschitzstetig ist.
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kleinen Umgebung von x0, ist |ÂxÊ ≠ Âx0Ê| = |(x0 ≠ 1) ≠ x0| = 1, und kann
deshalb nicht beliebig klein gemacht werden.

• Hier ist das abstruse Beispiel einer Funktion f : R æ R, die in keinem Punkt
stetig ist und deren Graph nicht genau gezeichnet werden kann:

f(x) =

Y
]

[
1 falls x œ Q
0 falls x œ R \ Q.

– Es sei x0 œ Q. Die Behauptung ist, dass für alle ” > 0, das Intervall
(x0 ≠”, x0 +”) immer irrationale Zahlen enthält. Das ist eine Konsequenz
der Übung 2.3.3 (ii) und (iii) (und wenn Sie diese Übung noch nicht
ausprobiert haben, versuchen Sie es jetzt). Dann, für alle irrationalen
x œ (x0 ≠ ”, x0 + ”) haben wir |f(x) ≠ f(x0)| = |0 ≠ 1| = 1, und deshalb
kann diese Di�erenz nicht beliebig klein gemacht werden. Also ist f
unstetig in allen rationalen Zahlen.

– Es sei x0 œ R \ Q. Die Dichte von Q in R impliziert, dass für alle ” > 0,
das Intervall (x0 ≠ ”, x0 + ”) immer rationale Zahlen enthält. Deshalb ist
|f(x) ≠ f(x0)| = |1 ≠ 0| = 1 für alle rationalen Zahlen x in (x0 ≠ ”, x0 + ”)
und sie kann nicht beliebig klein gemacht werden. Also ist f unstetig
auch in allen irrationalen Zahlen x0.

Wir werden sehen, dass das folgende Kriterium zum Feststellen der Stetigkeit
einer Funktion sehr nützlich ist, um neue stetige Funktionen aus alten zu erzeugen.

Zuerst bemerken wir, dass gegeben eine Funktion f : D æ R (bzw. f : D æ C)
und eine Folge (an)nœN in D, ist (f(xn))nœN eine Folge in R (bzw. C). Wir nehmen
an, dass D eine Teilmenge von R oder C ist.

Satz 5.2.1
Es sei f : D æ R (bzw. f : D æ C) eine Funktion und x0 œ D. Dann sind die
folgenden Bedingungen äquivalent:

(i) f ist stetig in x0;

(ii) Für alle Folgen (an)nœN mit an æ x0, gilt f(an) æ f(x0).

Beweis: • (i) =∆ (ii).
Da f stetig ist, gibt es für alle ‘ > 0 ein ” = ”(‘), sodass

für alle x mit |x ≠ x0| < ”, ist |f(x) ≠ f(x0)| < ‘.

Dazu, da an æ x0,



152 KAPITEL 5. STETIGKEIT UND TOPOLOGIE AUF RN

für alle ” > 0 es ein N gibt, sodass |an ≠ x0| < ” für alle n Ø N .

Das heißt, dass es für jedes ‘ > 0 ein N gibt, sodass die Folgenglieder an,
mit n Ø N , in der Umgebung U”(x0) liegen. Aber für die Punkte x dieser
Umgebung gilt |f(x) ≠ f(x0)| < ‘, und deshalb

für alle n Ø N gilt |f(an) ≠ f(x0)| < ‘.

Schließlich haben wir bewiesen, dass es für alle ‘ > 0 ein N gibt, sodass für
alle n Ø N gilt |f(an) ≠ f(x0)| < ‘, d.h. f(an) æ f(x0).

• (ii) =∆ (i). Indirekter Beweis: Nehmen wir an, dass f in x0 nicht stetig ist.
Wir müssen beweisen, dass (ii) nicht gelten kann. (Erinnern Sie sich daran,
dass P =∆ Q äquivalent zu ¬Q =∆ ¬P ist.) Was ist dann die Verneinung
der Stetigkeit in x0:

’‘ > 0, ÷” > 0, sodass ’x œ D mit |x≠x0| < ” wir haben |f(x)≠f(x0)| < ‘ ?

Die Verneinung ist:

÷‘̃ > 0, ’” > 0, ÷x œ D mit |x ≠ x0| < ” wir haben |f(x) ≠ f(x0)| Ø ‘̃.

Für ein solches festes ‘̃, es sei (”n)nœN die Folge ”n = 1

n und xn in D das
Element, das |xn ≠ x0| < ”n = 1

n erfüllt. Wir bemerken, dass für alle nÕ
Ø n

|xnÕ ≠ x0| <
1
nÕ Æ

1
n

,

oder, äquivalent gesagt, dass ’nÕ > n ist xnÕ œ Ux0( 1

n). Dann sei es ‘ > 0 und
n œ N, sodass 1

n < ‘ (ein solches ‘ immer existiert, dank des Lemmas 2.1.5 1.
und des Lemmas 2.3.1). Für alle nÕ

Ø n haben wir

|xnÕ ≠ x0| <
1
nÕ Æ

1
n

< ‘

oder, mit anderen Worten, xn æ x0. Auf der anderen Seite, ist |f(xn) ≠

f(x0)| Ø ‘̃ für alle n œ N, weil wir angenommen haben, dass f in x0 nicht
stetig ist (siehe oben). Aber dann widersprachen wir (ii): wir haben eine Folge
(xn)nœN gefunden, sodass xn æ x0, aber f(xn) nicht gegen f(x0) konvergiert.

Dieser Satz ermöglicht es uns, die bereits für Folgen bewiesenen Ergebnisse zu
verwenden, um neue stetige Funktionen zu erzeugen.
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Satz 5.2.2
Es seien f : D æ R und g : D æ R (bzw. f : D æ C und g : D æ C) stetige
Funktionen. Dann sind die folgenden Funktionen stetig:

1. f + g : D æ R (bzw. f + g : D æ C);

2. ⁄ · f : D æ R für alle ⁄ œ R (bzw. ⁄ · f : D æ C für alle ⁄ œ C);

3. f · g : D æ R (bzw. f · g : D æ C);

4. f

g
: DÕ

æ R (bzw. f

g
: DÕ

æ C), wobei DÕ := {x œ D | g(x) ”= 0}.

Beweis: Mit dem vorherigen Satz (Satz 5.2.1), können wir Proposition 4.1.3 be-
nutzen, um Satz 5.2.2 zu beweisen: Es sei (xn)nœN eine beliebige Folge in D, die nach
x0 konvergiert (für den letzten Fall, muss die Folge in DÕ liegen). Dann impliziert
Satz 5.2.1 (insbesondere (i) =∆ (ii)), dass die Folge (f(xn))nœN (bzw. (g(xn))nœN)
nach f(x0) (bzw. nach g(x0)) konvergiert. Proposition 4.1.3 impliziert, dass die
folgenden Konvergenzen gelten:

(f(xn) + g(xn))nœN, (⁄ · f(xn))nœN, (f(xn) · g(xn))nœN, (f(xn)

g(xn)
)nœN

¿ ¿ ¿ ¿

f(x0) + g(x0) ⁄ · f(x0) f(x0) · g(x0) f(x0)

g(x0)

Wir verwenden nochmal Satz 5.2.1 (jetzt die Implikation (ii) =∆ (i)) um zu schließen,
dass die Stetigkeit der Funktionen f + g, ⁄ · f , f · g, f

g in einem beliebigen Punkt
x0 œ D gilt (für die Funktion f

g , ist x0 ein beliebiger Punkt in DÕ).

Vertiefungen 5.2.1
Für die Studenten, die schon wissen, was ein Vektorraum ist, kann Satz 5.2.2 benutzt
werden, um zu beweisen, dass C0(D;R) ein Vektorraum über R ist (bzw. C0(D;C)
ein Vektorraum über C ist.) Warum? Übung? ¸

Mit der Hilfe der vorherigen Beispiele von stetigen Funktionen, erlaubt Satz
5.2.2 zu schließen, dass alle polynomiale Funktionen

P : C æ C
z ‘æ anzn + an≠1zn≠1 + · · · + a0

stetig sind, für beliebige ai œ C, i = 0, . . . , n. Allgemeiner, alle rationale Funktionen

P

Q
: D æ C

z ‘æ
anzn + an≠1zn≠1 + · · · + a0

bmzm + bm≠1zm≠1 + · · · + b0
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sind stetig, für beliebige ai œ C für i = 0, . . . , n, bi œ C für i = 0, . . . , m, und mit
D := {z œ C | bmzm + bm≠1zm≠1 + · · · + b0 ”= 0}.

Eine weitere Konsequenz von Satz 5.2.1 ist das Analogon von Satz 4.1.6 (i) in
diesem Zusammenhang:

Satz 5.2.3
Es seien f, g, h drei reellwertige Funktionen mit Definitionsmenge D ™ R (bzw.
D ™ C). Nehmen wir an, dass f und h stetig in x0 œ D sind. Falls es eine
Umgebung U”(x0) gibt, sodass für alle x œ U”(x0) die folgende die Ungleichheit
gilt:

f(x) Æ g(x) Æ h(x),

dann ist auch g in x0 stetig.

Übung 5.2.2
Beweisen Sie diesen Satz, mit der Hilfe von Satz 4.1.6 (i) und Satz 5.2.1 oder mit
einem direkten Beweis (siehe Tutorium 5). ˝

Noch eine Folgerung des Satzes 5.2.1:

Satz 5.2.4
Es seien D und E Teilmengen von C, und f : D æ C, g : E æ C Funktionen,
die verknüpft werden können (also, f(D) ™ E). Dann, falls f in x0 stetig ist,
und g in f(x0) stetig ist, ist auch g ¶ f in x0 stetig.

Beweis: Es sei (xn)nœN eine beliebige Folge, die gegen x0 konvergiert. Dann, aus
der Stetigkeit von f , ist (f(xn))nœN eine Folge in C, die gegen f(x0) konvergiert.
Wir bemerken, dass (f(xn))nœN eine Folge in der Definitionsmenge von g ist (da
f(D) ™ E). Deshalb, aus der Stetigkeit von g, konvergiert die Folge (g(f(xn)))nœN
gegen g(f(x0)). Da die Folge (xn)nœN beliebig ist, erlaubt uns Satz 5.2.1 zu schließen,
dass g ¶ f stetig in x0 ist.

5.3 Grenzwerte von Funktionen
Das Konzept der Stetigkeit ist eng mit dem Konzept des Grenzwertes ver-

bunden. Um letzteres einzuführen, müssen wir das Konzept eines Häufungspunktes
einer Menge einführen.

Definition 5.3.1
Es sei D eine nicht leere Teilmenge von Rn.
Ein Punkt x0 œ Rn heißt Häufungspunkt von D, falls für jedes ‘ > 0 die
Menge U‘(x0) \ {x0} einen Punkt von D enthält oder, mit anderen Worten, falls
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die Menge (U‘(x0) \ {x0}) fl D nicht leer ist.
Ein Punkt x0 œ D, der kein Häufungspunkt ist, heißt isoliert, also:

x0 ist isoliert in D genau dann, wenn existiert eine Umgebung U(x0), sodass
Ux0 fl D = {x0}.

Bemerkung 5.3.1
(Sehen Sie auch Bemerkung 4.2.1). Es ist zu beachten, dass sich diese Definition
stark von der Definition eines Häufungspunkts einer Folge unterscheidet: Wenn x0

ein Häufungspunkt der Menge D ist, gibt es –und wir können sie “sehen”– unendlich
viele Punkte von D, die sich um x0 häufen. Dies kann folgendermaßen demonstri-
ert werden: Nehmen Sie die Folge ( 1

n)nœN. Wir stellen fest, dass die Umgebung
U 1

nÕ
(x0) in U 1

n
(x0) enthalten ist, für alle nÕ > n. Es sei xn ein Punkt, der der

Menge (U 1
n
(x0) \ {x0}) fl D gehört, und wir definieren ” seinen Abstand von x0.

Da xn ”= x0, ist ” positiv. Gegeben nÕ
œ N mit 1

nÕ < ” (warum gibt es ein solches
nÕ?), ist xn /œ U 1

nÕ
(x0). Dann kann dasselbe Verfahren wiederholt werden, um einen

Punkt xnÕ zu finden, der der Menge (U 1
nÕ

(x0)\{x0})flD gehört, und eine Umgebung
U 1

nÕÕ
(x0) zu finden, sodass xnÕ /œ U 1

nÕÕ
(x0). Und so weiter. Das heißt: Wir haben eine

Folge von Punkten in D definiert, deren Elemente alle unterschiedlich sind, und
liegen in D \ {x0}. Dies beweist dazu, dass die Folge gegen x0 konvergiert, und dass
x0 ein Häufungspunkt für diese Folge ist. Also wir können schließen, dass falls x0

ein Häufungspunkt einer Menge D ™ Rn ist, kann eine Folge definiert werden, die
nach x0 konvergiert, und sodass x0 ein Häufungspunkt der Folge ist.

Umgekehrt: Es ist nicht wahr, dass ein Häufungspunkt einer Folge (an)nœN
auch Häufungspunkt der Menge der Werte der Folge {an, n œ N} ist. Zum Beispiel,
falls (an)nœN die konstante Folge ist, an = a für alle n œ N, dann ist die Konstante
a ein Häufungspunkt der Folge, aber kein Häufungspunkt für die Menge {a}. In
der Tat, aus der Definition 5.3.1 folgt, dass die Menge {a} keinen Häufungspunkt
besitzt, und dass a isoliert ist. ˚

Wir bemerken dazu, dass falls x0 ein Häufungspunkt für D ist, dann kann x0

in D liegen, oder nicht, wie die folgende Übung zeigt:

Übung 5.3.1 • Finden Sie alle Häufungspunkte der Folge ( 1

n)nœN\{0} und der
Menge {

1

n , n œ N \ {0}}. Finden Sie alle Häufungspunkte der Menge {
1

n , n œ

N \ {0}} fi {0}.

• Beweisen Sie, dass die Menge der Häufungspunkte des “o�enen” Intervalles
(0, 1) das “abgeschlossene” Intervall [0, 1] ist.

• Beweisen Sie, dass die Menge Z, betrachtet als Teilmenge von R, keine Häu-
fungspunkte besitzt.
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•

•
U exo)

:
.

n
'

Figure 5.3.1: Es gibt eine Folge von Punkten in D, die sich um x0 häufen.

• Finden Sie die Menge der Häufungspunkte von Q ™ R und (R \ Q) ™ R.
˝

In der folgenden Definition, es sei D eine Teilmenge von Rn.

Definition 5.3.2
Es sei f : D æ R (bzw. f : D æ C) eine Funktion, und x0 ein Häufungspunkt
von D. Dann, wenn l œ R (bzw. l œ C) existiert, sodass

’‘ > 0, ÷” = ”(‘) > 0, sodass für alle x œ (U”(x0)\{x0})flD ist f(x) œ U‘(l)
(5.3.1)

sagen wir, dass l der Grenzwert von f für x gegen x0 ist, und schreiben

lim
xæx0

f(x) = l .

Warum brauchen wir, dass x0 ein Häufungspunkt für die Definitionsmenge D ist?
Weil, wenn es nicht der Fall wäre, könnte die Menge (U”(x0) \ {x0}) fl D leer sein,
und deshalb wäre die Bedingung in (5.3.1) eine “leere Bedingung”.

Wie für die Stetigkeit, gibt es eine Umformulierung der Bedingung (5.3.1):
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’‘ > 0, ÷” = ”(‘) > 0, sodass für alle x œ D, 0 < |x≠x0| < ”, ist |f(x)≠l| < ‘.
(5.3.2)

Warum möchten wir f(x) evaluieren, nur für die Punkte x œ D, die unterschiedlich
von x0 sind? Weil es im Begri� des Grenzwertes nicht wichtig ist, was die Funktion
am Punkt x0 tut; es ist nur wichtig zu wissen, was die Funktion um x0 tut, also, in
einer Umgebung von x0 (aber nicht in x0).

Beispiel 5.3.1

Es sei f die Funktion f(x) = x2
≠ 4

x ≠ 2 . Dann kann die Definitionsmenge von f den
Punkt x0 = 2 nicht enthalten, da die Fraktion für x0 = 2 nicht definiert ist. Aber

wir können x2
≠ 4

x ≠ 2 als (x ≠ 2)(x + 2)
x ≠ 2 schreiben und, für alle x ”= 2, können wir

sagen, dass (x ≠ 2)(x + 2)
x ≠ 2 = x + 2. Deshalb

lim
xæ2

x2
≠ 4

x ≠ 2 = lim
xæ2

x + 2 = 4.

Die erste Gleichheit gilt, weil wir in der Definition des Grenzwertes, die Funktion f
nur in allen Punkten x ”= 2 berücksichtigt müssen. Die zweite Gleichheit gilt, weil
die Funktion x ‘æ x + 2 stetig ist. ˙

Mit der Definition des Grenzwertes, kann das Konzept von Stetigkeit so um-
formuliert werden:

Satz 5.3.1
Es sei f : D æ R (bzw. f : D æ C) eine Funktion, und x0 œ D. Dann ist f
stetig in x0 genau dann, wenn entweder

• x0 ein Häufungspunkt von D ist, und lim
xæx0

f(x) = f(x0), oder

• x0 kein Häufungspunkt von D ist.

Übung 5.3.2
Beweisen Sie Satz 5.3.1. ˝

Wir bemerken, dass falls x0 kein Häufungspunkt ist, also, falls x0 œ D isoliert ist,
dann ist eine beliebige Funktion f , deren Definitionsmenge D ist, stetig.

Der folgende Satz ist sehr ähnlich zu Satz 5.2.1, und der Beweis bleibt dem
Leser überlassen:
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Satz 5.3.2
Es sei f : D æ R (bzw. f : D æ C) eine Funktion, und x0 ein Häufungspunkt
von D. Dann sind die folgenden äquivalent:

(i) lim
xæx0

f(x) = l;

(ii) Für alle Folgen (an)nœN mit an æ x0 und an ”= x0 für alle n œ N, gilt
lim

næ+Œ
f(an) = l.

Für Grenzwerte gelten Ergebnisse, die ähnlich zu den Ergebnissen in Sätzen
5.2.2 und 5.2.4 sind:

Satz 5.3.3
Es sei f : D æ R und g : D æ R Funktionen (bzw. f : D æ C und g : D æ C)
und x0 ein Häufungspunkt von D.

Dann, falls lim
xæx0

f(x) (bzw. lim
xæx0

g(x)) existiert und gleich l (bzw. lÕ) ist,
haben wir

(i) lim
xæx0

(f + g)(x) = l + lÕ;

(ii) lim
xæx0

(⁄ · f)(x) = ⁄ · l, für alle ⁄ œ R (bzw. ⁄ œ C);

(iii) lim
xæx0

(f · g)(x) = l · lÕ;

(iv) Falls lÕ
”= 0, es gibt eine Umgebung U von x0 mit g(x) ”= 0 für alle x œ U ,

und gilt lim
xæx0

f

g
(x) = l

lÕ .
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Satz 5.3.4
Es seien f : D æ R und g : DÕ

æ R Funktionen, sodass g(DÕ) ™ D und es sei
f ¶ g : DÕ

æ R die Verknüpfung. Es sei x0 ein Häufungspunkt für DÕ, oder +Œ,
oder ≠Œ. Dann, wenn

lim
xæx0

g(x) = l ,

wobei g(x) ”= l für alle x in einer Umgebung von x0 und

lim
yæl

f(y) = lÕ ,

dann gilt auch
lim

xæx0
f(g(x)) = lÕ .

Hier sind l, lÕ entweder reelle Zahlen oder +Œ, oder ≠Œ.

Die Beweise sind dem Leser überlassen.

5.3.1 Grenzwerte für Funktionen von R nach R
Die Definition des Grenzwerts erklärt nicht, wie die Grenzwerte konkret berech-

net werden können. Die Berechnung von Grenzwerten kann besonders schwierig
sein, wenn die Funktion von einer Teilmenge von Rn definiert ist. Wir wollen nicht
auf diese Schwierigkeiten eingehen und beschränken uns in diesem Abschnitt auf
Funktionen von (Teilmengen von) R nach R.

Nehmen wir zunächst an, dass f : D ™ R æ R eine Funktion ist, wobei die
Definionsmenge nach oben unbeschränkt ist, d.h. : Für alle N œ R gibt es ein x œ D,
sodass x > N . Dann kann in diesem Fall der folgende Begri� definiert werden:

Definition 5.3.3
Es sei f : D ™ R æ R eine Funktion, wobei D nach oben unbeschränkt ist.
Dann

lim
xæ+Œ

f(x) = l œ R : ≈∆ ’‘ > 0, ÷N = N(‘), sodass für alle x œ D, x > N ,
gilt |f(x) ≠ l| < ‘.

Falls D nach unten unbeschränkt ist, d.h. dass, für alle N œ R gibt es ein x œ D,
sodass x < N , dann kann ähnlich der folgende Grenzwert definiert werden:

Definition 5.3.4
Es sei f : D ™ R æ R eine Funktion, wobei D nach unten unbeschränkt ist.
Dann
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lim
xæ≠Œ

f(x) = l œ R : ≈∆ ’‘ > 0, ÷N = N(‘), sodass für alle x œ D, x < N ,
gilt |f(x) ≠ l| < ‘.

Ein Beispiel einer Funktion, die einen beschränkten Grenzwert für x æ +Œ besitzt,
ist in Abbildung 5.3.2 gegeben.

y

+
lte →

Graph (f)

.fi#ni,l -E i

N X

fins fan .

- e

Figure 5.3.2

Die Gerade {(x, y) œ R2
| y = l} ist in diesem Fall eine Waagerechte Asymptote.

In ähnlicher Weise können wir die folgenden Grenzen definieren:

Definition 5.3.5

• Es sei f : D ™ R æ R eine Funktion, und x0 ein Häufungspunkt von D.
Dann

lim
xæx0

f(x) = +Œ (bzw. ≠ Œ) : ≈∆ ’L œ R, ÷” = ”(L), sodass für alle
x œ D, 0 < |x ≠ x0| < ”, gilt f(x) Ø L (bzw. f(x) Æ L).

• Es sei f : D ™ R æ R eine Funktion, wobei D nach oben unbeschränkt
ist. Dann



5.4. ÜBERBLICK ÜBER DIE EUKLIDISCHE TOPOLOGIE 161

lim
xæ+Œ

f(x) = +Œ (bzw. ≠ Œ) : ≈∆ ’L œ R, ÷N = N(L), sodass für
alle x œ D, x > N , gilt f(x) Ø L (bzw. f(x) Æ L).

• Es sei f : D ™ R æ R eine Funktion, wobei D nach unten unbeschränkt
ist. Dann

lim
xæ≠Œ

f(x) = +Œ (bzw. ≠ Œ) : ≈∆ ’L œ R, ÷N = N(L), sodass für
alle x œ D, x < N , gilt f(x) Ø L (bzw. f(x) Æ L).

5.4 Überblick über die euklidische Topologie
Im vorherigen Abschnitt haben wir schon einige Begri�e einer Topologie einge-

führt (zum Beispiel, was eine o�ene Umgebung ist), und wir haben schon den Grund
gesehen, warum diese Konzepte für den Begri� der Stetigkeit so wichtig sind. In
diesem Abschnitt werden wir noch weitere Konzepte der (euklidischen) Topologie
einführen, und werden sehen, welche Rolle sie in der Stetigkeit spielen.

Wir beginnen mit einigen Definitionen. In Definition 5.1.2 haben wir die
euklidische Abstandsfunktion definiert, und folglich den zusammenhängenden Be-
gri� von (‘-)Umgebung. Aus dem Konzept von Umgebung können folgende Eigen-
schaften eines Punktes x œ Rn definiert werden:

Definition 5.4.1
Es sei A eine nicht-leere Menge in Rn, und x ein Punkt in Rn. Der Punkt ist
ein

• innerer Punkt von A, falls eine o�ene Umgebung U‘(x) von x existiert,
die ganz in A liegt, d. h.

÷‘ > 0, sodass U‘(x) ™ A ;

• äußerer Punkt von A, falls x ein innerer Punkt des Komplementes ist,
d. h.

÷‘ > 0, sodass U‘(x) ™ Rn
\ A ;

• Randpunkt von A, wenn jede Umgebung U‘(x) wenigstens einen Punkt
mit A und einen Punkt mit Rn

\ A gemeinsam hat, d. h.

’‘ > 0, U‘(x) fl A ”= ÿ und U‘(x) fl (Rn
\ A) ”= ÿ .

Die Menge der inneren Punkte von A wird durch
¶
A bezeichnet, und wird

Innere von A genannt. Die Menge der Randpunkte wird durch ˆA bezeichnet, und
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wird Rand von A genannt. Natürlich gilt es, dass die Menge der äußeren Punkte
von A genau das Innere von (Rn

\ A) ist.

Übung 5.4.1
Mit der Hilfe der gegebenen Definitionen beweisen Sie, dass für eine beliebige Teil-
menge A ™ Rn gelten:

1. ˆA = ˆ(Rn
\ A);

2.
¶
A™ A;

3. Rn =
¶
A fiˆAfi

¶
(Rn

\ A), wobei diese Vereinigung eine Vereinigung zwischen
disjunkten Mengen ist;

4. A ™
¶
A fiˆA;

5. A fi ˆA =
¶
A fiˆA, wobei die letzte Vereinigung eine Vereinigung zwischen

disjunkten Mengen ist.

˝

Beispiel 5.4.1 1. Es sei (a, b) das (sogenannte) o�ene Intervall in R. Dann ist
jeder Punkt in (a, b) ein innerer Punkt von (a, b). Wir beweisen diese Tatsache.
Wir schreiben zunächst (a, b) als (x0≠R, x0+R), wobei x0 = a+b

2
und R = b≠a

2
.

Deshalb
x œ (a, b) ≈∆ |x ≠ x0| < R ≈∆ x œ UR(x0) .

Dann sei es ” > 0, sodass |x≠x0| = R≠”. Wir möchten eine ganze Umgebung
von x finden, die ganz in UR(x0) enthalten ist.
Für alle Punkte y œ R, sodass |y ≠ x| < ”

2
gilt

|y ≠ x0| Æ |y ≠ x| + |x ≠ x0| <
”

2 + R ≠ ” = R ≠
”

2 < R ,

wobei wir die Dreiecksungleichung benutzt haben. Wir können dann schließen,
dass die ganze o�ene Umgebung von x gegeben durch (x ≠

”
2
, x + ”

2
) enthalten

in (x0 ≠ R, x0 + R) ist (siehe Abbildung 5.4.1).
Es ist leicht zu zeigen, dass ˆ(a, b) = {a, b}. In der Tat, für jedes ‘ > 0,
enthählt das Intervall (a ≠ ‘, a + ‘) Punkte von (a, b) (die genau die Punkte
in (a, a + ‘) sind) und Punkte des Komplementes (die genau die Punkte in
(a ≠ ‘, a] sind). Ähnlich für jede Umgebung von b (siehe nochmal Abbildung
5.4.1).
Ähnlich gilt für das Intervall (a, b], dass das Innere von (a, b] genau (a, b) ist,
und der Rand genau {a, b}.
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Figure 5.4.1

2. Es sei A = Rn. Dann ist jeder Punkt ein innerer Punkt, und ˆRn = ÿ für alle
n Ø 1.

3. Jeder Punkt der o�enen Kugel UR(x0) ™ Rn ist ein innerer Punkt in UR(x0),
für jeden R > 0, x0 œ Rn und n Ø 1.
Das ist für Sie eine Übung. (Bitte benutzen Sie dasselbe Verfahren, das wir für
o�ene Intervalle von R benutzt haben, mit der Hilfe der Dreiecksungleichung
für den euklidischen Abstand in Rn, die wir nicht bewiesen haben.)
Ähnlich wie beim 1-dimensionalen Fall, ist der Rand von UR(x0) genau die
(n ≠ 1)≠dimensionale Sphäre mit Zentrum x0 und Radius R:

ˆUR(x0) = {x œ Rn
| d(x, x0) = R} .

Diese Tatsache kann mit der Hilfe der Abbildung 5.4.2 bewiesen werden.

4. Die Dichte von Q in R (siehe Lemma 2.3.2) und von R \Q in R (siehe Übung
2.3.3) kann benutzt werden, um zu beweisen, dass das Innere von Q, betrachtet
als Teilmenge von R, leer ist, und dass ˆQ = R.

5. Es sei A die Gerade {(x, y) œ R2
| y = x} (oder eine beliebige Gerade in R2).

Dann ist das Innere von A, die eine Teilmenge von R2 ist, leer! Warum ist das
so? Weil es keine “2-dimensionale Umgebungen” gibt, die in A enthalten ist,
siehe Abbildung 5.4.3. Dazu ist ˆA = A.

˙

Eine Beziehung zwischen Häufungspunkten, isolierten Punkten und
inneren oder Randpunkten.
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i÷÷÷
,

Figure 5.4.2

Figure 5.4.3
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Gegeben eine Teilmenge A ™ Rn, bezeichnen wir durch HP (A) die Menge der
Häufungspunkte von A.

Es sei x0 ein innerer Punkt der Menge A. Dann folgt es aus der Definition,
dass x0 ein Häufungspunkt der Menge A ist (Warum?), also

¶
A™ HP (A) .

Aber die umgekehrte Richtung gilt nicht: ein Häufungspunkt von A gehört nicht
unbedingt der Menge A (also nicht unbedingt

¶
A). Zum Beispiel ist 0 ein Häu-

fungspunkt der Menge A = {
1

n+1
, n œ N} ™ R, aber 0 /œ A. Dazu bemerken wir,

dass der Rand von A ™ R genau A fi {0} ist, und dass alle Punkte in A isoliert sind.
Eine Menge A ™ Rn heißt diskret, falls sie keine Häufungspunkte besitzt, also

falls HP (A) = ÿ. Zum Beispiel ist die Menge N, betrachtet als Teilmenge von R,
diskret.

Es sollte klar sein, dass alle Punkte einer diskreten Teilmenge isoliert sind
(siehe Definition 5.3.1), aber die umgekehrte Richtung gilt nicht: Alle Punkte in
A = {

1

n+1
, n œ N} ™ R sind isoliert, aber A besitzt den Häufungspunkt 0, ist also

nicht diskret.

Übung 5.4.2
Um die vorherigen Konzepte zusammenzufassen und sie besser verstehen, sei HP (A)
die Menge der Häufungspunkte von A. Beweisen Sie die folgenden:

(a) HP (A) ™
¶
A fiˆA;

(b) x0 œ
¶
A =∆ x0 œ HP (A);

(c) x0 isoliert Punkt von A =∆ x0 œ ˆA.

˝

Wir können die Beziehung zwischen HP (A) und ˆA noch besser verstehen.

• Zuerst, ist es wahr, dass HP (A) ™ ˆA? Nein. Wir haben schon bemerkt,
dass

¶
Aµ HP (A), aber

¶
A flˆA = ÿ; also können wir nicht haben, dass

¶
A™

HP (A) ™ ˆA.

• Nun ist es wahr, dass ˆA ™ HP (A)? Nein. Die Punkte des Randes von
A können auch isoliert sein (siehe Übung 5.4.2). Ein Beispiel ist die Menge
A = {

1

n+1
, n œ N}; dann ˆA = A fi {0} aber HP (A) = {0}.

Wir bemerken, dass in beiden Fällen, die “Probleme” (der Grund, warum die Antwort
“Nein” ist) Punkte sind, die in A liegen (innere Punkte im ersten Fall und isolierte
Punkte im zweiten Fall). Wir haben eigentlich das folgende Ergebniss:
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Lemma 5.4.1
Für jede nichtleere Menge A, ist HP (A) fl (Rn

\ A) = ˆA fl (Rn
\ A).

Beweis: Wir beweisen zuerst, dass HP (A)fl(Rn
\A) ™ ˆAfl(Rn

\A). Es sei dann x
ein Häufungspunkt von A, der nicht in A liegt. Per definitionem von Häufungspunkt
haben wir, dass für jede Umgebung U(x), die Teilmenge U(x) \ {x} Punkte von
A enthält. Dann besitzt jede Umgebung U(x) Punkte von A, und Punkte des
Komplementes von A, nämlich x, und deshalb ist x ein Randpunkt von A.

Umgekehrt, es sei x œ ˆA fl (Rn
\ A). Dann, per definitionem von Randpunkt,

muss jede Umgebung U(x) sowohl Punkte von A als auch Punkte von Rn
\A besitzen.

Da nach Voraussetzung x /œ A, muss dann jede Menge U(x) \ {x} Punkte von A
besitzen, d. h. x muss ein Häufungspunkt von A sein.

Definition 5.4.2
Eine Menge A ™ Rn heißt o�en, falls sie entweder leer ist, oder jeder ihrer
Punkte ein innerer Punkt ist oder, mit anderen Worten, falls A =

¶
A.

Eine Menge A ™ Rn heißt abgeschlossen, falls ihr Komplement Rn
\ A

o�en ist.

Diese allgemeine Definition verdeutlicht, warum das Intervall (a, b) als o�enes
Intervall (bzw. [a, b] als abgeschlossenes Intervall) bezeichnet wird: es ist eine o�ene
(bzw. abgeschlossene) Teilmenge von R.
Übung 5.4.3
Beweisen Sie, dass, für eine beliebige Teilmenge A ™ Rn,

¶
A die größte o�ene Menge

ist, die ganz enhalten in A ist, d. h. dass falls U eine o�ene Menge ist, für die U ™ A,
dann ist U ™

¶
A. ˝

Bemerkung 5.4.1
Wir möchten klarstellen, warum wir bei der Angabe der Teilmenge A immer die
Menge Rn angeben, von der sie als Teilmenge behandelt werden muss. Nehmen Sie
zum Beispiel die Gerade der reellen Zahlen R. Wir haben gesehen, dass in dieser
Menge alle Punkte innere Punkte sind, also ist R o�en als Teilmenge von R. Aber
wenn wir diese Gerade als Teilmenge von R2 betrachten, zum Beispiel als die Gerade
{(x, y) œ R2

| y = 0}, dann ist kein Punkt ein innerer Punkt! Intuitiv ist es für
eine o�ene Menge von Rn möglich, ein Konzept der Dimension zu definieren: lokal
(d. h. in einer Umgebung jedes ihrer Punkte) ist jede o�ene Teilmenge von Rn mit
einer Kugel der Dimension n identifizierbar. Da die gerade {(x, y) œ R2

| y = 0}

“Dimension 1 hat”, kann sie keine o�ene Teilmenge von R2 (oder Rn für alle n Ø 2)
sein. ˚

Beispiel 5.4.2 1. Wie schon gesagt, das Intervall (a, b) ist o�en in R (aber nicht
o�en in Rn, für alle n Ø 2). Das Intervall [a, b] ist abgeschlossen in R, weil die
Vereinigung der Intervalle (≠Œ, a) fi (b, +Œ) o�en in R ist.
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2. Rn ist sowohl o�en als auch abgeschlossen in Rn.

3. Die o�ene Kugel UR(x) = {y œ Rn
| |y ≠ x| < R} ist o�en in Rn.

4. Q ist weder o�en noch abgschlossen in R (Warum? Wir haben schon bemerkt,
dass alle Punkte in Q Randpunkte sind, also ist Q nicht o�en. Um zu beweisen,
dass Q nicht abgeschlossen ist, sollten wir nachprüfen, dass R \ Q nicht o�en
ist. Ist es der Fall?).

5. Die Gerade {(x, y) œ R2
| y = 0} in R2 ist nicht o�en, aber sie ist in R2

abgeschlossen (Übung für Sie).

6. Die Menge {
1

n+1
, n œ N} µ R ist weder o�en noch abgeschlossen.

˙
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Das folgende Lemma gibt uns weitere Charakterisierungen einer o�enen Menge:

Lemma 5.4.2
Es sei A eine nicht leere Menge von Rn. Dann sind die folgenden äquivalent:

(i) A ist o�en;

(ii) A ist die Vereinigung von o�enen Mengen;

(iii) A fl ˆA = ÿ.

Wir bemerken, dass die Vereinigung in (ii) nicht unbedingt eine endliche Ver-
einigung ist.

Beweis: Wir beweisen zuerst, dass (i) ≈∆ (ii).
“(i) =∆ (ii)” Es sei U(x) eine o�ene Umgebung von x œ A (also, eine o�ene

Kugel, die o�en in Rn ist). Dann gilt, dass A ™
€

xœA

U(x) (diese Inklusion gilt, weil

x ™ U(x), und so A =
€

xœA

{x} ™
€

xœA

U(x)). Aber, da A o�en ist, können wir die

Umgebungen U(x) so wählen, dass U(x) ™ A für alle x œ A. Dann muss auch gelten€

xœA

U(x) ™ A, und wir haben die Gleichheit A =
€

xœA

U(x).

“(ii) =∆ (i). Es sei A die Vereinigung von o�enen Mengen, d. h. A = fiiœIAi,
wobei Ai eine o�ene Menge ist, und I eine (nicht unbedingt endliche) Indexmenge
ist. Dann für alle x œ A, existiert ein i œ I, sodass x œ Ai. Da Ai o�en ist, existiert
eine o�ene Umgebung U(x), die ganz in Ai liegt. Da Ai ™ A, ist auch U(x) ™ A.

Wir beweisen nun, dass (i) ≈∆ (iii).
“(i) =∆ (iii)”. Da A o�en ist, ist per definitionem A =

¶
A. Aber, nochmal per

definitionem von Inner- und Randpunkten, ist
¶
A flˆA = ÿ. Also ist A fl ˆA = ÿ.

“(iii) =∆ (i)”. Für eine beliebige Menge gilt immer A ™
¶
A fiˆA. Wenn

A fl ˆA = ÿ, dann muss gelten A ™
¶
A. Dann haben wir, dass A =

¶
A, weil die

Implikation
¶
A™ A immer gilt.

Ähnlich gelten die folgenden Charakterisierungen einer abgeschlossenen Menge:

Lemma 5.4.3
Es sei A eine nicht leere Menge von Rn. Dann sind die folgenden äquivalent:

(i) A ist abgeschlossen;

(ii) A =
¶
A fiˆA.

(iii) ˆA ™ A;

(iv) HP (A) ™ A.
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Beweis: Wir beweisen zunächst, dass (ii) ≈∆ (iii).
In der Tat, folgt “(ii) =∆ (iii)” aus der allgemeinen Tatsache, dass falls XfiY = Z,
dann ist X ™ Z, wobei X, Y und Z beliebige Mengen sind. Um zu zeigen, dass
“(iii) =∆ (ii)”, genügt es zu bemerken, dass für jede Menge A ™

¶
A fiˆA gilt.

Falls dazu ˆA ™ A, dann gilt auch
¶
A fiˆA ™ A (weil

¶
A™ A immer gilt), und die

Gleichheit A =
¶
A fiˆA muss gelten.

Nun beweisen wir, dass (i) ≈∆ (ii).
“(i) =∆ (ii)” Wir nehmen zuerst an, dass A abgeschlossen ist, d. h. Rn

\ A ist
o�en. Dann erhalten wir, dass

¶
(Rn

\ A)= Rn
\ A. Da für eine beliebige Menge

Rn =
¶
A fiˆAfi

¶
(Rn

\ A) gilt (wobei diese Mengen disjunkt sind), wenn
¶

(Rn
\ A)=

Rn
\ A erhalten wir, dass (

¶
A fiˆA) fi (Rn

\ A) = Rn, wobei die Mengen (
¶
A fiˆA)

und (Rn
\ A) noch disjunkt sind. Das heißt, dass A =

¶
A fiˆA (Warum?).

“(ii) =∆ (i)” Aus Rn =
¶
A fiˆAfi

¶
(Rn

\ A) (wobei diese Mengen disjunkt
sind) und aus der Hypothese A =

¶
A fiˆA erhalten wir, dass Rn

\ A = (
¶

Rn
\ A). Also

ist Rn
\ A o�en und deshalb ist A abgeschlossen.

Endlich beweisen wir, dass (iii) ≈∆ (iv).
In beiden Richtungen kann Lemma 5.4.1 benutzt werden. In der Tat, falls ˆA ™ A,
impliziert Lemma 5.4.1, dass ÿ = ˆA fl (Rn

\ A) = HP (A) fl (Rn
\ A), also dass

HP (A) ™ A. Ganz ähnlich beweist man, dass HP (A) ™ A die Inklusion ˆA ™ A
impliziert.

Bemerkung 5.4.2
(Wie Äquivalenzen bewiesen werden sollten) Die Art und Weise, wie wir diese
Äquivalenzen bewiesen haben, ist nicht die schnellste: Um eine Äquivalenz von 4
Bedingungen, 1., 2., 3., 4., zu beweisen, reicht es aus, 4 Implikationen zu beweisen,
zum Beispiel 1. =∆ 2., 2. =∆ 3., 3. =∆ 4. und 4. =∆ 1. (Warum
reichen sie aus?). Im Allgemeinen, gegeben n Bedingungen, um zu beweisen, dass
sie äquivalent sind, reicht es aus n Implikationen zu beweisen (z. B. mit dem Zyklus
1. =∆ 2., 2 =∆ 3, . . . , n ≠ 1. =∆ n und n. =∆ 1.).

Wir haben hier 6 demonstriert. Aber wir haben diese Methode gewählt, weil
sie uns lehrreicher erschien. ˚

Die beiden vorhergehenden Lemmata sind sehr abstrakt und die explizite
Struktur der o�enen Mengen von Rn wird kaum genutzt. Wenn Sie sie gut analysieren,
folgen sie nur aus mengentheoretischen Bemerkungen. Um zu verstehen, wo die
Hauptpunkte der Beweise liegen und welche dieser Implikationen nicht gilt, wenn
eine Menge nicht o�en oder nicht abgeschlossen ist, ist es eine gute Übung, die Be-
weise anhand von Beispielen und Gegenbeispielen zu wiederholen (z. B. Was funk-
tioniert nicht in Lemmata 5.4.2 und 5.4.3, falls A = Q ™ R, oder falls A = (a, b] ™

R?).
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Übung 5.4.4
Es sei A ™ Rn eine beliebige Teilmenge. Beweisen Sie die folgenden:

1. A fi ˆA ist immer abgeschlossen, wird Abschluss von A genannt und mit A
bezeichnet, also

A := A fi ˆA. (5.4.1)

2. A =
¶
A fiˆA (Bemerken Sie, dass nun diese Mengen disjunkt sind; für eine

beliebige Teilmenge A, könnten A und ˆA nicht disjunkt sein.)

3. Der Abschluss von A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthält,
d. h. dass falls B eine abgeschlossene Menge ist, für die B ´ A, dann gilt
B ´ A.

4. A ist abgeschlossen genau dann, wenn A = A.

5. A = A fi HP (A).
˝

Noch eine Bedingung, um zu verstehen, ob eine Menge abgeschlossen ist oder
nicht.
Lemma 5.4.4
Eine Teilmenge A ™ Rn ist abgeschlossen genau dann, wenn der Grenzwert jeder
konvergenten Folge (an)nœN ™ A in A liegt.
Beweis: “ =∆ ” Es sei A abgeschlossen. Nehmen wir eine konvergente Folge
(an)nœN ™ A mit Grenzwert x0. Falls x0 œ A, gibt es nichts zu beweisen.

Nehmen wir an, dass x0 /œ A; wir müssen dann einen Widerspruch erhalten.
Da (an) konvergent ist, gibt es für alle Umgebungen von x0 (unendlich viele) Ele-
mente von (an), deshalb enthält jede solche Umgebung immer Elemente von A und
Elemente des Komplementes von A (nämlich x0). Dann liegt x0 in ˆA. Aber das ist
nicht möglich, weil wir angenommen haben, dass A abgeschlossen ist, und deshalb,
aus Lemma 5.4.3, dass ˆA ™ A, und die letzte Inklusion würde dann implizieren,
dass x0 œ A.

“ ≈= ” Es sei x0 œ ˆA. Aus Lemma 5.4.3 genügt es zu beweisen, dass ein
solches x0 immer in A liegt. Wir bilden dann eine Folge (an)nœN ™ A, die gegen x0

konvergiert, und dann muss nach Voraussetzung x0 in A sein. Da x0 œ ˆA, muss
jede Umgebung U 1

n
(x0) ein Element von A enthalten; es sei an ein solches Element.

Wir bemerken, dass, da U 1
m

(x0) ™ U 1
n
(x0) für alle m Ø n, jede Umgebung U 1

n
(x0)

alle Punkte am, für alle m Ø n, enthält. Dann konvergiert an gegen x0, und deshalb
ist x0 œ A.

Wir schließen diesen Abschnitt mit zwei wichtigen Sätzen. Wir definieren T

als die Familie der o�enen Mengen in Rn. Da diese Definition von der euklidischen
Abstandsfunktion abhängt, nennen wir diese Menge die euklidische Topologie.
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Satz 5.4.5 (i) ÿ œ T und Rn
œ T ;

(ii) Gegeben eine beliebige (nicht unbedingt endliche) Familie von o�enen Men-
gen {Ai œ T , i œ I}, dann ist

€

iœI

Ai œ T ;

(iii) Gegeben eine endliche Familie von o�enen Mengen {Aj, j œ J} mit |J | =
k œ N, dann ist

‹

jœJ

Aj œ T .

Beweis: (i) ÿ ist o�en per definitionem. Wir haben schon bemerkt, dass Rn o�en
ist (siehe Beispiele 5.4.1 2. und 5.4.2 2.).

(ii) Wir haben die Behauptung in (ii) schon bewiesen: Dies ist genau die Implika-
tion (ii) =∆ (i) in Lemma 5.4.2.

(iii) Es sei x œ
‹

jœJ

Aj. Wir müssen beweisen, dass x ein innerer Punkt in
‹

jœJ

Aj

ist. Dann nehmen wir Umgebungen Urj (x), sodass Urj (x) ™ Aj für jede j œ J ;
diese Umgebungen existieren, weil jede Aj o�en ist. Da J endlich ist, besitzt
die Menge {rj, j œ J} ein positives Minimum, das wir mit r bezeichnen. Wir
bemerken nun, dass Ur(x) ™ Urj (x) für alle r < rj, und alle j œ J , also ist
Ur(x) eine (o�ene) Umgebung von x in jeder Teilmenge Aj, und deshalb gilt
Ur(x) ™

‹

jœJ

Aj.

Warum haben wir unterstrichen, dass in (iii) der Schnitt zwischen endlich vie-
len Mengen sein sollte? Weil, zum Beispiel, der (unendliche) Schnitt dieser Intervalle
in R: ‹

nœN

3
≠

1
n + 1 ,

1
n + 1

4

nicht o�en ist. Es ist eigentlich genau der Punkt {0}, der nicht o�en ist (Warum ist
es so? Es gibt zwei Tatsachen zu beweisen, und zwar, dass u

nœN(≠ 1

n+1
, 1

n+1
) = {0},

und dass {0} nicht o�en in R ist. Übung).
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Mit der Hilfe der de-morganschen Gesetze3 können wir sofort Satz 5.4.5 in
einen Satz über abgeschlossene Mengen übersetzen:

Satz 5.4.6 (i) ÿ und Rn sind abgeschlossen in Rn;

(ii) Gegeben eine beliebige (nicht unbedingt endliche) Familie von abgeschlosse-
nen Mengen {Ai, i œ I}, dann ist

‹

iœI

Ai abgeschlossen;

(iii) Gegeben eine endliche Familie von abgeschlossenen Mengen {Aj, j œ J}

mit |J | = k œ N, dann ist
€

jœJ

Aj abgeschlossen.

Beweis: Übung.

Warum haben wir angenommen, dass nur eine Vereinigung von endlich vielen abgeschlosse-
nen Mengen abgeschlossen ist, und nicht eine beliebige Vereinigung? Weil die Ver-
einigung der abgeschlossenen Intervalle

€

nœN

5
≠1 + 1

n + 1 , 1 ≠
1

n + 1

6

das o�ene Intervall (≠1, 1) ist. (Nochmal, warum ist das so?)

Am Ende dieses Abschnittes kommt die allgemeinere Formulierung des Konzepts
der Stetigkeit, die auch in zukünftigen Vorlesungen verwendet wird. Zunächst führen
wir das Konzept von o�ener Menge einer Teilmenge ein:

Definition 5.4.3
Es sei D ™ Rn eine Teilmenge. Wir sagen, dass A ™ D o�en in D ist, falls eine
o�ene Menge U in Rn existiert, sodass A = D fl U .

Bemerkung 5.4.3 (a) Bemerken Sie, dass eine Teilmenge A, die o�en in D ™ Rn

ist, nicht unbedingt o�en in Rn ist. Zum Beispiel, in Beispiel 5.4.1 5., die
gerade {(x, y) œ R2

| y = x} ist nicht o�en in R2, aber ist o�en in D :=
{(x, y) œ R2

| y = x}. In der Tat, ist jede Teilmenge D o�en in D, weil
D = D fl Rn, und Rn ist immer o�en (in Rn).

(b) Auf der anderen Seite, falls D o�en in Rn ist, dann ist A o�en in D genau
dann, wenn sie o�en in Rn ist. In der Tat, nehmen wir an, dass A o�en in

3
Es gilt eine Verallgemeinerung der de-morganschen Gesetze, die wir in Übung 1.1.5 aufgesagt

haben, und zwar, dass (fiiœIAi)
C

= fliœIAC
i und (fliœIAi)

C
= fiiœIAC

i , für eine beliebige Familie

von Mengen {Ai | i œ I}.
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D ist. Dann existiert eine o�ene Menge U in Rn, sodass A = D fl U . Da wir
angenommen haben, dass D o�en ist, dann ist A, die Schnittmenge zwischen
zwei o�enen Mengen, auch o�en. Umgekehrt, es sei A ™ D, wobei A o�en in
Rn ist. Dann ist A = A fl D, und deshalb ist sie o�en in D.

˚

Satz 5.4.7
Es sei f : D ™ Rn

æ R oder C eine Funktion. Dann ist f stetig in D genau
dann, wenn

f≠1(U) o�en in D ist, für alle U o�en in R (oder C).

Als Konsequenz der Bemerkung am Ende der Definition 5.2.2, können wir den
vorherigen Satz auf den Fall verallgemeinern, in dem die Zielmenge Rm ist, für
eine beliebige m œ N.

Beweis: “ =∆ ”. Es sei f stetig in D (siehe Definition 5.2.2), und es sei U ™ R
(oder U ™ C) o�en. Wir müssen beweisen, dass f≠1(U) o�en in D ist. Falls
f≠1(U) = ÿ, haben wir die Behauptung bewiesen, weil ÿ o�en in jeder Teilmenge D
ist (Warum?). Nehmen wir an, dass f≠1(U) ”= ÿ. Dann ÷x0 œ D, sodass f(x0) œ U .
Weil, nach Voraussetzung, U o�en ist, ist f(x0) ein innerer Punkt von U , und
deshalb ÷U‘(f(x0)), sodass U‘(f(x0)) ™ U . Die Stetigkeit in x0 (Definition 5.2.2)
impliziert, dass ÷” > 0, sodass f(U”(x0) fl D) ™ U‘(f(x0)). Da A ™ f≠1(f(A)) für
eine beliebige Teilmenge A ™ D (Übung 1.6.5 (a)), können wir schließen, dass

U”(x0) fl D ™ f≠1(f(U”(x0) fl D)) ™ f≠1(U‘(f(x0))) ™ f≠1(U).

Also haben wir bewiesen, dass, gegeben ein beliebiger Punkt x0 œ f≠1(U), wir eine
” > 0 finden können (die von ‘ und x0 abhängt!), sodass U”(x0) fl D ™ f≠1(U). Da
x0 beliebig ist, können wir dann schließen, dass

Q

a
€

x0œf≠1(U)

U”(x0)
R

b fl D =
€

x0œf≠1(U)

(U”(x0) fl D) ™ f≠1(U).

Auf der anderen Seite gilt, dass x0 œ U”(x0), und deshalb

f≠1(U) =
€

x0œf≠1(U)

{x0} ™
€

x0œf≠1(U)

(U”(x0) fl D) =
Q

a
€

x0œf≠1(U)

U”(x0)
R

b fl D.

Also haben wir bewiesen, dass

f≠1(U) = (
€

x0œf≠1(U)

U”(x0)) fl D.
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Nun genügt es zu bemerken, dass, da jede Umgebung U”(x0) o�en in Rn ist, Satz
5.4.5 (ii) impliziert, dass V := t

x0œf≠1(U) U”(x0) o�en in Rn ist, und deshalb f≠1(U) =
V fl D o�en in D ist.

“ ≈= ” Nehmen wir an, dass f≠1(U) o�en in D ist, für alle o�enen Teilmengen
U ™ R (oder U ™ C). Es sei U := U‘(f(x0)). Dann muss f≠1(U) o�en in D sein,
also existiert ein V o�en in Rn, sodass V fl D = f≠1(U). Da x0 œ V fl D und V
o�en ist, können wir eine o�ene Umgebung U”(x0) finden, sodass U”(x0) ™ V , und
deshalb U”(x0) fl D ™ V fl D. Also können wir schließen, dass

f(U”(x0) fl D) ™ f(V fl D) = f(f≠1(U)) ™ U = U‘(f(x0))

wobei die letzte Inklusion in Übung 1.6.5 (b) bewiesen wurde.

5.4.1 Kompaktheit
Wir führen zuerst das Konzept von beschränkter Teilmenge von Rn:

Definition 5.4.4
Eine Teilmenge K ™ Rn heißt beschränkt, falls ein R > 0 existiert, sodass
K ™ UR(x) für ein x œ Rn.

Falls K eine Teilmenge von R ist, dann stimmt diese Definition mit der Defini-
tion einer beschränkten Teilmenge von R mit Ordnung Æ überein (siehe Definition
1.2.11).

Wir führen eine der möglichen Definitionen von Kompaktheit (die gewählte
Definition ist einfacher zu verwenden und zu visualisieren).

Definition 5.4.5
Eine Teilmenge K ™ Rn heißt (folgen)kompakt, falls jede Folge (an)nœN ™ K
eine Teilfolge besitzt, die gegen einen Punkt x0 œ K konvergiert.

In diesem Abschnitt werden wir eine folgenkompakte Menge einfach kompakt nen-
nen4

Beispiel 5.4.3
Für die Kompaktheit ist es einfacher Teilmengen zu finden, die nicht kompakt sind,
als zu beweisen, dass einige Mengen kompakt sind.

4
Es gibt eine zweite Definition der Kompaktheit, die unterschiedlich von dieser Definition ist.

Diese zwei Konzepte von Kompaktheit sind jedoch für die euklidische Topologie äquivalent.
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• Das Intervall (a, b) ™ R ist nicht kompakt. Um zu sehen, dass das der Fall ist,
nehmen wir eine Folge (an)nœN ™ (a, b), die gegen b konvergiert (zum Beispiel,
ist an = b ≠

1

n+1
für n groß genug). Dann konvergiert jede Teilfolge gegen

b, aber b /œ (a, b). Also scheint hier das Problem zu sein, dass (a, b) nicht
abgeschlossen ist.

• Die Menge R ist nicht kompakt. Eigentlich besitzt die Folge (n)nœN keine kon-
vergente Teilfolge. Hier scheint das Problem zu sein, dass R nicht beschränkt
ist.

˙

Wir sind bereit, das erste Ergebnis zu demonstrieren:

Lemma 5.4.8
Jedes abgeschlossene Intervall [a, b] ist kompakt.

Beweis: Dieses Ergebnis ist eine direkte Folgerung des Satzes von Bolzano-Weierstraß
(Satz 4.2.2): Eine Folge (an)nœN ™ [a, b] ist notwendigerweise beschränkt, und des-
halb erlaubt uns Satz 4.2.2 zu schließen, dass sie eine konvergente Teilfolge besitzt.
Da [a, b] abgeschlossen ist, impliziert Lemma 5.4.4, dass der Grenzwert in [a, b]
liegt.

Der Satz von Bolzano-Weierstraß kann sofort auf höheren Dimensionen verall-
gemeinert werden:

Satz 5.4.9
(Bolzano-Weierstraß) Es sei K eine abgeschlossene und beschränkte Menge
in Rn. Dann ist K (folgen)kompakt.

Beweis: Es sei (an)nœN eine Folge in K. Wir schreiben diese Folge mit der Hilfe
ihrer Komponenten, und zwar aj = (a1j, a2j, . . . , anj) für alle j œ N. Wir bemerken,
dass, da K beschränkt ist, die reellen Folgen (aij)jœN auch beschränkt sind, für alle
i = 1, . . . , n. Dann impliziert der Satz von Bolzano-Weierstraß für reelle Folgen, Satz
4.2.2, dass (a1j)jœN ™ R eine konvergente Teilfolge (a1jl

)lœN besitzt. Wir nehmen
nun die Folge (a2jl

)lœN. Weil diese Folge beschränkt ist, impliziert Satz 4.2.2, dass
es eine Teilfolge gibt, die konvergent ist. Es sei (jlm)mœN die Folge der Indizes
der konvergenten Teilfolge (a2jlm

)mœN. Wir bemerken zuerst, dass (a1jlm
)mœN auch

konvergent ist (sie ist eine Teilfolge einer konvergenten Folge). Nun nehmen wir
(a3jlm

)mœN. Wir bemerken, dass diese (Teil)Folge beschränkt ist, und deshalb ...
Nach Wiederholung desselben Verfahrens können wir beweisen, dass es eine Folge
von Indizen (Ns)sœN gibt, sodass (ajNs)sœN für alle j = 1, . . . , n konvergiert. Es seien
xj die dazugehörigen Grenzwerte; dann konvergiert (aNs) := (a1Ns , . . . , anNs)sœN
gegen (x1, . . . , xn).
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Da K abgeschlossen ist, muss der Grenzwert der Menge K gehören (Lemma
5.4.4).

Umgekehrt gilt, dass:

Satz 5.4.10
Es sei K ™ Rn (folgen)kompakt. Dann ist K beschränkt und abgeschlossen.

Beweis: Wir beweisen zuerst, dass K beschränkt sein muss. Inverser Beweis: Wir
beweisen, dass wenn K nicht beschränkt ist, dann ist K nicht kompakt. Wenn K
nicht beschränkt ist, dann ist der Schnitt K fl DR(0) nicht leer, für alle R > 0. Das
heißt, dass wir eine Folge (an)nœN ™ K finden können, sodass |an| æ +Œ (Warum
ist das so?), und deshalb |ank

| æ +Œ, für eine beliebige Teilfolge (ank
)kœN. Da jede

konvergente Folge beschränkt ist, kann eine solche beliebige Teilfolge (ank
) nicht

konvergieren. Also ist K nicht kompakt.
Wir beweisen, dass K abgeschlossen ist. Wir benutzen Lemma 5.4.4: Es sei

(an)nœN eine konvergente Folge in K. Die Kompaktheit impliziert, dass der Grenz-
wert der Menge K gehört (weil eine beliebige Teilfolge gegen denselben Grenzwert
konvergiert). Dann impliziert Lemma 5.4.4, dass K abgeschlossen ist.

Wir haben dann bewiesen, dass

Satz 5.4.11
Eine Teilmenge K ™ Rn ist (folgen)kompakt genau dann, wenn sie beschränkt
und abgeschlossen ist.

Der vorherige Satz ist als Satz von Heine-Borel bekannt. Aber, genauer gesagt,
gilt der Satz von Heine und Borel für das verallgemeinere Konzept von Kompaktheit,
das wir nicht eingeführt haben.

Jetzt können wir die wichtigen Konsequenzen dieser Konzepte und Theoreme
ableiten:

Satz 5.4.12
Es sei K ™ R eine nicht leere kompakte Teilmenge von R. Dann besitzt K ein
Maximum und Minimum.

Beweis: Zunächst bemerken wir, dass K beschränkt ist (Satz 5.4.10), und da R
ordnungsvollständig ist, besitzt K ein Supremum sup K und ein Infimum inf K.
Wir müssen beweisen, dass sup K und inf K der Menge K gehören und dann folgt
es, dass sup K = max K und inf K = min K. Wir nehmen sup K œ R und finden
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eine Folge in K, die gegen sup K konvergiert. Wir benutzen, dass sup K die kleinste
obere Schranke ist, also: für jede n œ N \ {0} ist sup K ≠

1

n keine obere Schranke
für K, und deshalb gibt es ein Element an œ K, das erfüllt sup K ≠

1

n < an Æ sup K
für alle n œ N\{0}. Durch den Einschnürungssatz (Satz 4.1.6) konvergiert an gegen
sup K.

Da K kompakt ist, impliziert Satz 5.4.10, dass K abgeschlossen ist, und des-
halb impliziert Lemma 5.4.4, dass sup K œ K.

Eine ähnliche Argumentation kann für das Infimum gemacht werden.

5.4.2 Zusammenhängende Teilmengen

Definition 5.4.6
Eine Teilmenge D ™ Rn heißt zusammenhängend, falls es keine Teilmengen
U1 und U2 von D gibt, sodass

• U1 und U2 o�en in D sind (siehe Definition 5.4.3);

• D = U1 fi U2;

• U1 fl U2 = ÿ;

• U1 ”= ÿ und U2 ”= ÿ.

Also, äquivalent gesagt, ist D zusammenhängend, falls wir keine Mengen V1 und V2

von Rn finden können, sodass

• V1 und V2 o�en in Rn sind;

• D = (D fl V1) fi (D fl V2);

• (D fl V1) fl (D fl V2) = ÿ;

• D fl V1 ”= ÿ und D fl V2 ”= ÿ.

Übung 5.4.5
Eine Teilmenge A ™ D ™ Rn heißt abgeschlossen in D, falls es eine abgeschlossene
Menge C von Rn gibt, sodass A = C fl D. Beweisen Sie, dass D nicht zusammen-
hängend ist genau dann, wenn:

(a) Es eine Teilmenge A gibt, sodass ÿ ( A ( D, und sodass A o�en und
abgeschlossen in D ist.

(b) D als die disjunkte Vereinigung von zwei abgeschlossenen, nichtleeren Teil-
mengen von D geschrieben werden kann.

˝
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Beispiel 5.4.4 • Die Teilmenge (≠Œ, 0) fi [1, 2) ist nicht zusammenhängend. In
der Tat genügt es zu definieren V1 = (≠Œ, 0) und V2 = (1 ≠ ‘, 2), für ‘ < 1.

• Q ist nicht zusammenhängend. Warum? Denken Sie an Dedekindsche Schnitte:
Q kann als (≠Œ,

Ô
2) fi (

Ô
2, +Œ) geschrieben werden.

˙

Wie für die Kompaktheit, können wir zusammenhängende Teilmengen von R
charakterisieren. Im folgenden meinen wir mit Intervall I jede nichtleere Teilmenge
von R des Typs (a, b), (a, b], [a, b), [a, b] mit a Æ b, und (≠Œ, b), (≠Œ, b], (a, +Œ),
[a, +Œ) und (≠Œ, +Œ)) = R. Wir bemerken, dass die Menge mit einem Punkt
{x0} auch als Intervalle betrachtet werden (falls a = b = x0, ist [a, b] genau {x0}).

Satz 5.4.13
Eine Teilmenge I ™ R ist zusammenhängend genau dann, wenn sie ein Intervall
ist.

Bemerkung 5.4.4
In diesem Beweis werden wir sehen, dass die Eigenschaft, die ein Intervall I ™ R
(und damit seinen Zusammenhang) charakterisiert, folgende ist:

’ x, y œ I, [x, y] ™ I .

˚

Beweis: “ ≈= ” Wir beweisen zunächst, dass falls I ein Intervall ist, dann ist I
zusammenhängend. Widerspruchbeweis: nehmen wir an, dass I nicht zusammen-
hängend ist. Wir müssen einen Widerspruch erhalten.

Wenn I nicht zusammenhängend wäre, dann könnten wir zwei disjunkte, nichtleere,
abgeschlossene Teilmengen A und B von R finden, sodass I = (A fl I) fi (B fl I)
(siehe Übung 5.4.5 (b)). Es sei a œ A und b œ B. Da I ein Intervall ist, ist das
ganze Intervall [a, b] in I enthalten (dies ist wirklich die einzige Eigenschaft eines
Intervalles, die wir benutzen werden). Da A und [a, b] abgeschlossen sind, so ist
auch A fl [a, b] (Satz 5.4.6). Dazu ist A fl [a, b] eine Teilmenge einer beschränkten
Teilmenge, also ist sie auch beschränkt. Dank Satz 5.4.12, besitzt A fl [a, b] ein
Maximum, das wir mit m bezeichnen. Wir bemerken, dass alle Elemente x von [a, b]
erfüllen x Æ b, deshalbt dieselbe Ungleichheit erfüllen die Elemente von A fl [a, b];
dazu, da A und B disjunkt sind, und b œ B, müssen die Elemente x von A fl [a, b]
die strikte Ungleichheit x < b erfüllen. Also, insbesondere ist m < b. Nehmen
wir das Intervall (m, b). Da (m, b) ™ [a, b] ™ I, I = (I fl A) fi (I fl B), A und B
disjunkt sind und (m, b) fl A = ÿ (m ist das Maximum von A fl [a, b]), haben wir
(m, b) ™ B fl [a, b] ™ B. Aber B ist nach Voraussetzung abgeschlossen, und für jede
abgeschlossene Menge C, falls (x, y) ™ C dann ist auch [x, y] ™ C (warum?). Also
sollte m œ B liegen, und das ist ein Widerspruch, weil m œ A und B disjunkt von
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A ist.

“ =∆ ” Nun beweisen wir, dass falls I ™ R zusammenhängend ist, dann ist
I ein Intervall. Indirekter Beweis: Nehmen wir an, dass I kein Intervall ist. Wir
müssen beweisen, dass I nicht zusammenhängend ist.5 Da die Mengen mit einem
Punkt {x0} ™ R als Intervallen betrachtet werden können, können wir annehmen,
dass I mindestens aus zwei Punkten besteht. Da I kein Intervall ist, das heißt, dass
es zwei Elemente a, b œ I gibt mit a < b, und sodass das Intervall (a, b) nicht ganz
in I enthalten ist. Es sei dann c œ R \ I, sodass a < c < b, und wir definieren
U1 := (≠Œ, c) fl I und U2 := (c, +Œ) fl I. Dann sind U1 und U2 disjunkt, o�en in
I, nichtleer, und I = U1 fi U2, d.h., dass I nicht zusammenhängend ist.

5.5 Stetige Funktionen und topologische
Konsequenzen

Welche topologischen Eigenschaften werden durch eine stetige Funktion “er-
halten”? Zum Beispiel:

(a) Ist es wahr, dass gegeben eine stetige Funktion f : Rn
æ R (oder C), das Bild

einer o�enen Menge in Rn o�en in R ist? Im Allgemeinen nein. Zum Beispiel,
es sei f : R æ R gegeben durch f(x) = x2. Dann ist das Bild eines beliebigen
Intervalles (≠a, a), mit a > 0, gegeben durch [0, a2), das nicht o�en in R ist.
(Warum?)
Man könnte sich dann fragen, ob das Bild einer o�enen Menge der Definitions-
menge D o�en im Bild f(D) ist (siehe Definition 5.4.3). Zum Beispiel, [0, a2)
ist nicht o�en in R, aber es ist o�en in [0, +Œ), das Bild von f . Die Antwort
ist im Allgemeinen nochmal nein. Zum Beispiel, es sei f : D ™ R æ R, wobei
D = [0, 1) fi [2, 3] und f(x) = x für alle x œ [0, 1), und f(x) = 1 für alle
x œ [2, 3]. Diese Funktion ist stetig (warum?). Dazu ist [2, 3] o�en in D (in
der Tat können wir [2, 3] als (2 ≠ ‘, 3 + ‘) fl D schreiben, für ein kleines ‘ > 0),
aber f([2, 3]) = {1}, die nicht o�en in f(D) = [0, 1] ist (warum?).

(b) Ist es wahr, dass gegeben eine stetige Funktion f : Rn
æ R (oder C), das

Bild einer abgeschlossenen Menge in Rn abgeschlossen in R ist? Nein. Zum
Beispiel, es sei f : R2

æ R die Projektion f(x, y) = x. Man kann beweisen,
dass f stetig ist (Wie? Ideen?) Es sei dann A die Teilmenge {(x, y) œ R2

|

x > 0, y = 1

x}. Das ist genau der Graph der Funktion g(x) = 1

x , für x > 0,
und ist eine Hyperbel. Man kann beweisen, dass A abgeschlossen ist. Aber
f(A) = (0, +Œ), die nicht abgeschlossen in R ist.

5
Erinnern Sie sich daran, dass die Implikation “P =∆ Q” äquivalent zur Implikation

“¬Q =∆ ¬P” ist.
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(c) Ist es wahr, dass das Bild durch eine stetige Funktion einer beschränkten
Menge auch beschränkt ist? Nein. Zum Beispiel, es sei f : (0, 1) æ R die Funk-
tion f(x) = 1

x ; dann ist das Bild des o�enen Intervalles (0, 1) das unbeschränkte
Intervall (1, +Œ).

Eine Eigenschaft, die durch Stetigkeit erhalten bleibt, ist Kompaktheit:

Satz 5.5.1
Es sei f : Rn

æ R (oder C) eine stetige Funktion und K ™ Rn eine kompakte
Teilmenge. Dann ist f(K) kompakt.

Beweis: Es sei (bn)nœN eine Folge in f(K). Wir müssen beweisen, dass es eine
Teilfolge (bnk

)kœN gibt, die gegen einen Grenzwert b œ f(K) konvergiert.
Da bn œ f(K), existiert an œ K, sodass f(an) = bn, für alle n œ N. Da K

kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (ank
)kœN, die gegen a œ K konvergiert. Nach

Voraussetzung ist f stetig und Satz 5.2.1 impliziert, dass f(ank
) æ f(a) œ f(K).

Also ist die gesuchte konvergente Teilfolge von (bn) genau (bnk
)kœN, wobei bnk

=
f(ank

) für alle k œ N.

Bemerkung 5.5.1
Das Ergebnis von Satz 5.5.1 sollte nun angesichts der negativen Antworten in (b)
und (c) und angesichts der Tatsache, dass die kompakten Mengen von Rn genau die
abgeschlossenen und beschränkten Teilmengen sind (Satz 5.4.11), überraschender
sein. Wir schließen daraus, dass zur Erhaltung der Kompaktheit, die Tatsachen, dass
die Menge abgeschlossen und beschränkt sein muss, wirklich gleichzeitig notwendig
sind. ˚

Definition 5.5.1
Es sei f : D ™ Rn

æ R eine Funktion (nicht unbedingt stetig). Wir sagen,
dass f an x0 ein Minimum (bzw. Maximum) hat, falls f(x0) Æ f(x) (bzw.
f(x0) Ø f(x)) für alle x œ D.

Es ist nicht immer wahr, dass eine (stetige) Funktion ein Minimum oder Maximum
besitzt. Zum Beispiel, gegeben f : (0, 1) æ R, f(x) = x, hat f kein Minimum und
kein Maximum auf (0, 1). Hier scheint das Problem zu sein, dass das Bild von (0, 1)
o�en ist. Noch ein Gegenbeispiel: Es sei f : (0, +Œ) æ R, f(x) = 1

x ; dann besitzt
f kein Maximum und kein Minimum (das Bild f(0, +Œ) = (0, +Œ) ist o�en und
unbeschränkt). Dank Satz 5.5.1 und Satz 5.4.12 haben wir jedoch Folgendes:



5.5. STETIGE FUNKTIONEN UND TOPOLOGISCHE KONSEQUENZEN181

Korollar 5.5.2
Es sei f : K æ R eine stetige Funktion, wobei K eine kompakte Teilmenge von
Rn ist. Dann besitzt f ein Maximum und ein Minimum.

Beweis: Das ist eine direkte Konsequenz von Sätzen 5.4.12 und 5.5.1: Da f stetig
ist und K kompakt ist, ist f(K) kompakt (Satz 5.5.1). Aber kompakte Teilmengen
f(K) von R besitzen immer Maxima und Minima (Satz 5.4.12), die in diesem Fall
genau Maxima und Minima der Funktion f sind.

Bemerkung 5.5.2
Wie oben bemerkt, damit f(K) kompakt ist, muss K beschränkt und abgeschlossen
sein. Natürlich ist die Stetigkeit von f auch nötig: Es sei f : [≠1, 1] æ R definiert
als f(x) = x + 1 für x œ [≠1, 0), f(0) = 0 und f(x) = x ≠ 1 für x œ (0, 1]. Dann ist
f([≠1, 1]) = (≠1, 1), und deshalb besitzt f kein Maximum und kein Minimum. ˚

Satz 5.5.3
Es sei f : Rn

æ R (oder C) eine stetige Funktion und D ™ Rn eine zusammen-
hängende Teilmenge. Dann ist f(D) zusammenhängend.

Beweis: Indirekter Beweis: Nehmen wir an, dass f(D) nicht zusammenhängend
ist. Dann beweisen wir, dass D nicht zusammenhängend ist. Wenn f(D) nicht
zusammenhängend ist, dann existieren zwei o�ene, disjunkte, nichtleere Mengen V1

und V2 von R (oder C), sodass f(D) ™ V1 fi V2. Da f stetig ist, sind die Mengen
f≠1(V1) und f≠1(V2) o�en in Rn (Satz 5.4.7). Da f≠1(V1 fi V2) = f≠1(V1) fi f≠1(V2)
erhalten wir, dass

D ™ f≠1(f(D)) ™ f≠1(V1 fi V2) = f≠1(V1) fi f≠1(V2).

Dazu bemerken wir, dass V1 fl V2 = ÿ impliziert, dass f≠1(V1) fl f≠1(V2) = ÿ, und
deshalb ist D nicht zusammenhängend.

Wir sind nun bereit, eine wichtige Konsequenz dieser Sätze für stetige Funk-
tionen anzugeben. Wir bemerken zunächst, dass jede stetige Funktion f : [a, b] æ R
ein Maximum M und Minimum m in [a, b] hat, d. h., wir können ein xM œ [a, b]
und xm œ [a, b] finden, sodass f(xm) = m Æ f(x) Æ M = f(xM), für alle x œ [a, b].
Diese Bemerkung ist eine direkte Konsequenz des Satzes von Bolzano-Weierstraß
(Satz 5.4.9), der impliziert, dass [a, b] kompakt in R ist, und des Korollares 5.5.2.

Es ist jedoch noch nicht klar, ob f alle Werte zwischen m und M annimmt.
Dies ist der Inhalt des nächsten Satzes, in dem der Zusammenhang des Intervalls
[a, b] eine grundlegende Rolle spielt:
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Korollar 5.5.4
(Zwischenwertsatz) Es sei f : [a, b] æ R eine stetige Funktion. Dann nimmt
f alle Werte zwischen dem Minimum m und dem Maximum M an, also:

Für alle (feste) y œ [m, M ], gibt es (mindestens) eine Lösung x0 œ [a, b]
der Gleichung f(x) = y.

Mit anderen Worten, ist

f([a, b]) = [m, M ] .

(Siehe Abbildung 5.5.1)
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Figure 5.5.1

Beweis: Satz 5.4.13 impliziert, dass [a, b] zusammenhängend ist. Dazu, aus Satz
5.5.3 erhalten wir, dass f([a, b]) zusammenhängend ist und deshalb, nochmal aus
Satz 5.4.13, dass f([a, b]) ein Intervall ist. Da f ein Maximum M und Minimum m
annimmt (Korollar 5.5.2), muss das Bild genau das Intervall [m, M ] sein.

Dieses Korollar impliziert sofort die folgende alternative Version des Zwischen-
wertsatz:
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Korollar 5.5.5
(Zwischenwertsatz II) Es sei f : [a, b] æ R eine stetige Funktion. Dann
nimmt f alle Werte zwischen f(a) und f(b).

Beweis: Nehmen wir an, dass f(a) Æ f(b) (der Fall in dem f(a) Ø f(b) ist ganz
analog). Dann, da m Æ f(a) Æ f(b) Æ M , haben wir [f(a), f(b)] ™ [m, M ].

Also impliziert insbesondere das Korollar, dass für alle y œ [f(a), f(b)], die Gleichung
f(x) = y eine Lösung x0 œ [a, b] hat.

Bemerkung 5.5.3
Falls f(a) < 0 und f(b) > 0 oder, allgemeiner, falls m < 0 < M , dann besitzt f

eine Nullstelle in [a, b], d. h. existiert ein x0 œ [a, b], sodass f(x0) = 0. ˚

Um zusammenzufassen, haben wir im Beweis des Zwischenwertsatzes drei Tat-
sachen benutzt: Gegeben eine stetige Funktion f : R æ R,

• das Bild eines Intervalles ist immer ein Intervall (Sätze 5.4.13 und 5.5.3),

• das Bild einer kompakten Teilmenge ist immer kompakt (Satz 5.5.1), und

• die einzigen Intervalle, die kompakt sind, sind der Gestalt [a, b], für a Æ b,
a, b œ R (Satz 5.4.10).

Bemerkung 5.5.4
Der Zwischenwertsatz gibt uns Informationen über die Existenz einer Lösung der
Gleichung

f(x) = y

für eine stetige Funktion f : in der Tat impliziert Korollar 5.5.4, dass gegeben eine
stetige Funktion f : [a, b] æ R, existiert eine Lösung x0 œ [a, b] der Gleichung f(x) =
y genau dann, wenn aÕ, bÕ existieren, sodass a Æ aÕ < bÕ

Æ b und f(aÕ) Æ y Æ f(bÕ).
(Warum ist das so? Übung!)

Aber der Zwischenwertsatz gibt uns keine Informationen über die Eindeutigkeit
der Lösung, siehe nochmal Abbildung 5.5.1. ˚

Übung 5.5.1 • Es sei f : I æ R eine stetige Funktion, wobei I ein Intervall ist.
Nehmen Sie an, dass das Bild f(I) nach unten (bzw. nach oben) unbeschränkt
ist. Beweisen Sie, dass f(I) ein Intervall der Gestalt (≠Œ, a) oder (≠Œ, a]
ist, wobei a œ R oder a = +Œ (bzw. f(I) ein Intervall der Gestalt (a, +Œ)
oder [a, +Œ) ist, wobei a œ R oder a = ≠Œ).

• Es sei f : R æ R eine stetige Funktion. Nehmen Sie an, dass lim
xæ≠Œ

f(x) = ≠Œ

und lim
xæ+Œ

f(x) = +Œ (bzw. dass lim
xæ≠Œ

f(x) = +Œ und lim
xæ+Œ

f(x) = ≠Œ).
Beweisen Sie, dass f eine Nullstelle besitzt, d.h. existiert ein x0 œ R, sodass
f(x0) = 0.
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• Beweisen Sie, ohne Hilfe des Fundamentalsatzes der Algebra (siehe Satz 3.2.1
und Übung 3.2.3), dass jedes Polynom ungeraden Grades (mindestens) eine
reelle Nullstelle hat.

˝
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5.6 Zusätzliche Übungen und Beispiele
Übung 5.6.1
Zeigen Sie, dass die Kosinusfunktion , die Tangensfunktion und die Kotangensfunk-
tion stetig auf ihren jeweiligen Definitionsbereich sind. ˝

Übung 5.6.2
Es sei f : D ™ Rn

æ R eine Funktion und x0 ein Häufungspunkt von D . Nehmen
Sie an, dass l1 und l2 existieren, so dass

lim
xæx0

f(x) = l1 und lim
xæx0

f(x) = l2 .

Zeigen Sie, dass l1 = l2 . ˝

Übung 5.6.3
Es seien f : D ™ Rn

æ R eine Funktion, x0 ein Häufungspunkt von D und l œ R .
Welche der folgenden drei Prädikate ist die Verneinung des Prädikats

“Der Grenzwert von f : D æ R für x æ x0 ist l” ?

(a) ’‘ > 0, ÷” > 0, ’x œ D : 0 < |x ≠ x0| < ” =∆ |f(x) ≠ l| Ø ‘

(b) ÷‘ > 0, ’” > 0, ÷x œ D : 0 < |x ≠ x0| < ” und |f(x) ≠ l| Ø ‘

(c) ÷‘ > 0, ÷” > 0, ’x œ D : 0 < |x ≠ x0| < ” =∆ |f(x) ≠ l| Ø ‘

˝

Übung 5.6.4
Es sei f : R æ R eine Funktion. Welche der folgenden drei Prädikate ist die
Verneinung des Prädikats

“f : R æ R ist bestimmt divergent gegen +Œ für x æ ≠Œ?”

(a) ÷h > 0, ’k > 0, ÷x œ D : x < ≠k und f(x) < h

(b) ’h > 0, ÷k > 0, ’x œ D : x < ≠k =∆ f(x) < h

(c) ÷h > 0, ÷k > 0, ’x œ D : x < ≠k =∆ f(x) < h

˝

Übung 5.6.5
Es seien f : D ™ Rn

æ R eine Funktion, x0 ein Häufungspunkt von D und l œ R .
Zeigen Sie, dass

lim
xæx0

f(x) = l

genau dann gilt, wenn
lim

xæx0
|f(x) ≠ l| = 0

gilt. Insbesondere, f(x) æ 0 gilt genau dann, wenn |f(x)| æ 0 . ˝
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Übung 5.6.6
Es seien f : D ™ Rn

æ R eine Funktion, x0 ein Häufungspunkt von D und l œ R .

• Nehmen Sie an, dass es zu jeder o�enen Umgebung V von l eine o�ene Umge-
bung U von x0 gibt, so dass

f
1
(U\{x0}) fl D

2
™ V

gilt. Kann man daraus schließen, dass

lim
xæx0

f(x) = l ?

Rechtfertigen Sie Ihre Antwort.

• Nehmen Sie nun an, dass es zu jeder o�enen Umgebung U von x0 eine o�ene
Umgebung V von l gibt, so dass

f
1
(U\{x0}) fl D

2
™ V

gilt. Kann man daraus schließen, dass

lim
xæx0

f(x) = l ?

Rechtfertigen Sie Ihre Antwort.

˝

Übung 5.6.7 (a) Es seien f : D ™ Rn
æ R eine Funktion, x0 ein Häufungspunkt

von D und l œ R fi {Œ} . Zeigen Sie, dass wenn

lim
xæx0

f(x) = l > 0

(bzw. < 0) gilt, gibt es eine Umgebung U(x0) um x0, so dass für alle x œ

(U(x0)\{x0}) fl D, gilt f(x) > 0 (bzw. f(x) < 0).

(b) Ist die Umkehrung der vorherigen Aussage wahr? Nämlich, ist es wahr, dass
wenn f auf einer Umgebung um x0 (ohne x0) positiv ist und der Grenzwert
lim

xæx0
f(x) existiert, dann ist dieser Grenzwert positiv?

˝

Übung 5.6.8
Es seien f, g und h auf D ™ Rn definierte reelle Funktionen und x0 ein Häu-
fungspunkt von D. Nehmen Sie an, dass es eine Umgebung U(x0) um x0 existiert,
so dass

f(x) Æ g(x) Æ h(x)
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für alle x œ (U(x0)\{x0}) fl D gilt. Zeigen Sie, dass wenn
lim

xæx0
f(x) = lim

xæx0
h(x) = l œ R,

dann
lim

xæx0
g(x) = l .

˝

Beispiel 5.6.1
Wir beweisen, dass

lim
xæ0

sin(x)
x

= 1

gilt.
Betrachten Sie die folgende Abbildung: Es sei x (0 < x < fi/2) die Länge des

Kreisbogens PA des Kreises mit Mittelpunkt O und Radius 1 . Die Länge der Strecke
PH ist sin(x) und die der Strecke QA ist tan(x) . Der Flächeninhalt des Dreiecks
OAP ist sin(x)/2 und der des Kreissektors

˚
OAP ist x/2 und der des Dreiecks OAQ

ist tan(x)/2 . Wir haben also
sin(x) < x < tan(x) . (5.6.1)

Wir dividieren die Ungleichung 5.6.1 durch sin(x) und erhalten für die Kehr-
werte die folgende Ungleichung

cos(x) <
sin(x)

x
< 1 .
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Diese Ungleichung ändert sich nicht, wenn wir x durch ≠x ersetzen. Somit bleibt
die Ungleichung für ≠fi/2 < x < 0 gültig. Da lim

xæ0

cos(x) = 1, schließen wir aus der
vorherigen Übung, dass

lim
xæ0

sin(x)
x

= 1 .

˙

Beispiel 5.6.2
Wir beweisen, dass

lim
xæ0

1 ≠ cos(2x)
x

= 0 (5.6.2)

gilt.
Aus dem Additionstheorem für den Kosinus folgt

1 ≠ cos(2x)
x2

= 2 sin(x)2

x2
= 2

3sin(x)
x

4
2

.

Somit

lim
xæ0

31 ≠ cos(2x)
x2

4
= lim

xæ0

2
3sin(x)

x

4
2

= 2
3

lim
xæ0

sin(x)
x

4
2

= 2 · 12 = 2 .

Es reicht nun aus, zu bemerken, dass

1 ≠ cos(2x)
x

= 1 ≠ cos(2x)
x2

· x

gilt, um den Grenzwert 5.6.2 zu bestimmen.
˙

Übung 5.6.9
Es sei K µ Rn kompakt. Zeigen Sie, dass jede abgeschlossene Teilmenge A von K
auch kompakt ist. ˝

Übung 5.6.10 (a) Es seien A1, . . . , An kompakte Teilmengen von Rn . Zeigen Sie,
dass die Mengen

n‹

k=1

Ak und
n€

k=1

Ak

kompakt sind.

(b) Es sei (Ak)kœN eine Folge kompakter Teilmengen von Rn . Sind die Mengen
Œ‹

k=1

Ak und
Œ€

k=1

Ak

kompakt? Rechtfertigen Sie Ihre Antwort.
˝
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Übung 5.6.11
Zeigen Sie direkt mittels der Definition der Kompaktheit, dass jede endliche Teil-
menge von Rn kompakt ist. ˝

Übung 5.6.12
Bestimmen Sie

(a) eine stetige Funktion f1 : (0, 1) æ R, die beschränkt ist, ein Minimum besitzt,
aber kein Maximum besitzt;

(b) eine stetige Funktion f2 : [0, Œ) æ R, die beschränkt ist, ein Maximum besitzt,
aber kein Minimum besitzt;

(c) eine Funktion f3 : [0, 1] æ R, die nach oben beschränkt ist aber nicht nach
unten beschränkt;

(d) eine Funktion f4 : [0, 1] æ R, die nicht nach oben beschränkt und nicht nach
unten beschränkt ist.

Warum widersprechen diese Beispiele nicht Korollar 5.5.2 der Notizen?
˝

Übung 5.6.13
Es sei (an)nœN eine Folge in Rn, die nicht beschränkt ist. Zeigen Sie, dass (an)nœN
eine Teilfolge (bn)nœN besitzt, so dass die Folge (1/|bn|)nœN wohl definiert ist gegen
Null konvergiert. ˝

Übung 5.6.14
Es sei f : R æ R eine stetige Funktion mit

lim
xæ≠Œ

f(x) = +Œ = lim
xæ+Œ

f(x) .

Zeigen Sie, dass die Funktion f nicht surjektiv ist. ˝

Übung 5.6.15 (a) Sei f : [0, 1] æ [0, 1] eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass es
eine reelle Zahl x œ [0, 1] existiert, so dass

f(x) = x

gilt.

(b) Geben Sie eine Funktion g : [0, 1] æ [0, 1] mit g(x) ”= x für alle x œ [0, 1] an .
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(c) Eine Funktion f : R æ R heißt periodisch mit der Periode T, wenn T ”= 0 und

f(x) = f(x + T ) für alle x œ R .

Es sei nun f : R æ R eine periodische stetige Funktion mit der Periode T .
Zeigen Sie, dass es eine reelle Zahl x gibt, so dass

f(x) = f(x + T/2)

gilt.
˝

Übung 5.6.16
Es sei f : [0, 1] æ R eine stetige Funktion. Nehmen Sie an, dass es reelle Zahlen
an, an≠1, . . . , a0 gibt mit an ”= 0, so dass

anf(x)n + an≠1f(x)n≠1 + . . . + a1f(x) + a0 = 0

für alle x œ [0, 1] gilt. Zeigen Sie, dass f auf [0, 1] konstant ist. ˝

Übung 5.6.17
Es seien A, B ™ Rn . Welche der folgenden Behauptungen ist wahr und welche ist
falsch? Begründen Sie Ihre Antwort.

(a) Wenn A kompakt ist und B abgeschlossen ist, dann A fl B kompakt ist.

(b) Wenn A o�en ist und B abgeschlossen ist, dann A fl B abgeschlossen ist.

(c) Wenn A zusammenhängend ist und B zusammenhängend ist, dann A fl B
zusammenhängend ist.

(d) Wenn A zusammenhängend ist und B zusammenhängend ist, dann A fi B
zusammenhängend ist.

˝

Übung 5.6.18
Es sei f : R æ R eine stetige Abbildung. Nehmen Sie an, dass

lim
xæ+Œ

f(x)
x

= 0 = lim
xæ≠Œ

f(x)
x

gilt. Beweisen Sie, dass es ein c œ R gibt mit

f(c) = c .

˝
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Übung 5.6.19
Beweisen Sie, dass die Menge

{(x, y) œ R2
| xy = 1}

weder zusammenhängend noch kompakt ist.
˝

Übung 5.6.20
Zeigen Sie, dass eine Teilmenge D µ Rn genau dann zusammenhängend ist, wenn
für jede nicht-leere Teilmenge A  D der Rand ˆA nicht leer ist. ˝





KAPITEL 6
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Es sei (an)nœN eine Folge komplexer Zahlen. In diesem Kapitel möchten wir

verstehen, wann die Summe aller Folgenglieder
Œÿ

i=0

ai sinnvoll ist.

Zunächst definieren wir die Folge der Partialsummen:

sn :=
nÿ

i=0

ai = a0 + a1 + · · · + an

Definition 6.0.1
Die Reihe

Œÿ

i=0

ai mit Gliedern ai ist die Folge der Partialsummen (sn)nœN.

Wir sagen, dass
Œÿ

i=0

ai gegen s œ C konvergiert : ≈∆ limnæ+Œ sn = s.

In diesem Fall wird s die Summe der Reihe genannt und wir schreiben
Œÿ

i=0

ai = s .

Falls die Folgenglieder reel sind, d. h. ai œ R für alle i œ N, schreiben wir
Œÿ

i=0

ai = +Œ, falls lim
næŒ

sn = +Œ .

Beispiel 6.0.1
Wir beginnen mit Beispielen von Reihen, die uns schon irgendwie bekannt sind.

1. In Beispiel 1.3.1 haben wir schon die Folge der Partialsummen einer sogenann-
ten geometrische Reihe berechnet. In der Tat sei q œ R und ai = qi für
alle i œ N. Die geometrische Reihe ist dann sn = qn

i=0
qi. Falls q = 1, ist

sn = qn
i=0

1 = n + 1, und deshalb ist qŒ
i=0

1 = +Œ. Falls q ”= 1 haben wir in
Beispiel 1.3.1 bewiesen, dass

sn =
nÿ

i=0

qi = 1 ≠ qn+1

1 ≠ q
.

Dazu, in Beispiel 4.1.2 3., haben wir gezeigt, dass qn
æ 0 für |q| < 1; es war

eine Übung für Sie zu beweisen, dass qn
æ +Œ für q > 1 und dass lim

næ+Œ
qn

nicht existiert für q Æ ≠1.
Also können wir schließen, dass

Œÿ

i=0

qi =

Y
____]

____[

1
1 ≠ q

falls |q| < 1

+Œ falls q Ø 1 .
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Wir bemerken dazu, dass für |q| < 1 haben wir

Œÿ

i=k

qi = qk
Œÿ

i=0

qi = qk

1 ≠ q
.

Man kann nun den Grund besser verstehen, warum 0, 9 mit 1 identifiziert wer-
den sollten. In der Tat hatten wir gesagt, dass eine Dezimalzahl p.–1–2–3 . . .
als die Reihe p + qŒ

i=1
–i10≠i betrachtet werden sollte; aber wir hatten den

Begri� der Reihe noch nicht eingeführt. Mit den Begri�en, die wir nun haben,
können wir dann sagen, dass

0, 9 =
Œÿ

i=1

9 · 10≠i = 9 ·

Œÿ

i=1

(10≠1)i = 9 10≠1

1 ≠ 10≠1
= 9 ·

1
10

10 ≠ 1
10

= 1

2. (Teleskopsumme) Gegeben eine reelle Folge (ai)iœN, betrachten wir

sn :=
nÿ

i=0

(ai+1 ≠ ai) .

Es ist dann leicht zu bemerken, dass

sn = (a1 ≠ a0) + (a2 ≠ a1) + · · · + (an ≠ an≠1) + (an+1 ≠ an) = an+1 ≠ a0 .

Übung 6.0.1
Versuchen Sie zu verstehen, warum Wikipedia dieses Bild verwendet, um eine
Teleskopsumme zu beschreiben. ˝

Zusammenschieben

Figure 6.0.1

3. Als Beispiel einer Teleskopsumme betrachten wir die sogenannte Mengoli-
Reihe:
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Es sei ai = ≠
1

i+1
für alle i œ N, deshalb ist ai+1 ≠ ai = ≠

1

i+2
+ 1

i+1
= 1

(i+1)(i+2)

und
nÿ

i=0

1
(i + 1)(i + 2) = 1

2 + 1
6 + 1

12 + · · · = 1 ≠
1

n + 2 ≠æ
næ+Œ

1,

also Œÿ

i=0

1
(i + 1)(i + 2) = 1 (6.0.1)

˙

In den vorherigen Beispielen konnten wir die Summe der konvergenten Reihen
explizit berechnen. Aber wie so oft in der Mathematik, hat man nicht immer so
viel Glück: Es gibt einen großen Unterschied zwischen der Fähigkeit zu sagen, dass
eine Reihe konvergiert, und der Fähigkeit, ihre Summe zu berechnen; letzteres ist
sogar die Quelle vieler schwieriger und ungelöster Probleme in der Mathematik (die
Riemann-Hypothese hängt irgendwie mit diesem Problem zusammen!).

Wir müssen also wie immer vorsichtig und demütig sein: Lassen Sie uns
zunächst versuchen zu verstehen, unter welchen Bedingungen eine Reihe notwendi-
gerweise konvergiert.

6.1 Konvergenzkriterien für Reihen
Das erste Kriterium ist eine direkte Konsequenz des Satzes 4.2.5:

Satz 6.1.1
(Cauchy - Kriterium) Eine komplexe Reihe

Œÿ

i=0

ai ist konvergent genau dann,

wenn für alle ‘ > 0, ÷n0 = n0(‘) sodass für alle n Ø m Ø n0 ist

|an + an≠1 + · · · + am+1| < ‘ (6.1.1)

Beweis: Es genügt Satz 4.2.5 für die Folge der Partialsumme (sn)nœN zu benutzen:
Dieser Satz sagt uns, dass (sn) konvergent ist genau dann, wenn (sn) eine Cauchy
Folge ist. Die letzte Bedingung bedeutet, dass ’‘ > 0, ÷n0 = n0(‘), sodass für alle
n Ø m Ø n0 (es kann immer angenommen werden, dass n Ø m) |sn ≠ sm| < ‘. Aber
in diesem Fall ist sn ≠ sm genau an + an≠1 + · · · + am+1.

Wir bemerken, dass, wenn wir in 6.1.1 n = m+1 nehmen, wir insbesondere erhalten,
dass für alle ‘ > 0, ein n0 = n0(‘) existiert, sodass |an| < ‘ für alle n Ø n0, oder, mit
anderen Worten, dass an nach 0 konvergieren muss. Wir haben dann das folgende
Korollar erhalten:
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Korollar 6.1.2
Eine notwendige Bedingung für die Konvergenz der Reihe (sn) ist, dass (an)
gegen Null konvergiert.

Wir möchten noch einmal unterstreichen, dass die Cauchy Bedingung 6.1.1 viel
stärker ist als die Konvergenz gegen Null von (an): Letzteres ist daher eine notwendige,
aber nicht hinreichende Bedingung für die Konvergenz der Reihe (sn), wie das näch-
ste Beispiel zeigt:

Beispiel 6.1.1
(Harmonische Reihe) Die Harmonische Reihe ist als

Œÿ

n=1

1
n

definiert. Dank des Cauchy-Kriteriums können wir beweisen, dass sie nicht kon-
vergent ist. In der Tat, wenn es gelten würde, sollten wir haben, dass ’‘ > 0 ein
n0 = n0(‘) existiert, sodass für alle n, m Ø n0, |sn ≠ sm| < ‘. Also insbesondere,
für m = n0 und n = 2n0 sollten wir haben, dass |s2n0 ≠ sn0| < ‘. Aber wir können
einfach sehen, dass

|s2n0 ≠ sn0| = 1
2n0

+ 1
2n0 ≠ 1 + · · · + 1

n0 + 1 ,

wobei die Anzahl der Summanden genau n0 ist. Dazu, weil für alle 0 < k Æ 2n0

1

k Ø
1

2n0
ist, erhalten wir endlich, dass

|s2n0 ≠ sn0| Ø n0 ·
1

2n0

= 1
2 .

Also, unabhängig davon, wie n0 groß ist, kann diese Di�erenz nicht so klein wie
möglich gemacht werden.

˙

6.1.1 Reelle Reihen mit nicht-negativen Gliedern
Nehmen wir an, dass die Glieder an reell sind. In diesem Fall erhalten wir

verschiedene Konvergenzkriterien, und zwar:

Proposition 6.1.3
Es sei q

an eine Reihe mit nicht-negativen reellen Gliedern an, d. h. an Ø 0 für alle
n œ N und (sn) die Folge der Partialsummen. Dann konvergiert sie genau dann,
wenn (sn) beschränkt ist.
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Beweis: Es genügt zu bemerken, dass in diesem Fall sn+1 = sn + an+1 Ø sn für alle
n œ N ist, also ist (sn) monoton wachsend. Dann, dank des Satzes 4.1.7, konvergiert
(sn) (gegen ihr Supremum) genau dann, wenn sie beschränkt ist.

Bemerkung 6.1.1
Wir bemerken, dass Satz 4.1.7 uns etwas mehr sagt, und zwar, dass der Grenzwert
limnæŒ sn = q

nœN an immer existiert falls an Ø 0 für alle n œ N, und entweder l œ R
(das ist der Fall genau dann, wenn (sn) beschränkt ist) oder +Œ ist. (das ist der
Fall genau dann, wenn (sn) unbeschränkt ist). ˚

Satz 6.1.4
(Vergleichskriterium I oder Majoranten - Kriterium)
Es seien q

an und q
bn Reihen mit

0 Æ an Æ bn für alle n œ N. (6.1.2)

Dann:

(i) Falls q
bn konvergiert, dann konvergiert auch q

an; dazu, wenn qŒ
n=0

bn =
sÕ und qŒ

n=0
an = s, dann ist s Æ sÕ;

(ii) Falls q
an = +Œ, dann q

bn = +Œ.

Beweis: (i) Da, nach Voraussetzung, q
bn konvergiert, ist die Folge der Partial-

summe sÕ
n := b0 + b1 + · · · + bn beschränkt und konvergiert gegen das Supre-

mum von {sÕ
n, n œ N}, das wir mit sÕ bezeichnen (Proposition 6.1.3). AlsoqŒ

n=0
bn = sÕ.

Dazu gilt, dass sn := a0 + · · · + an Æ b0 + · · · + bn = sÕ
n Æ sÕ für alle n œ N,

weil nach Voraussetzung an Æ bn für alle n œ N. Deshalb ist (sn) beschränkt
und

sn Æ sÕ für alle n œ N . (6.1.3)

Weil die Glieder an nicht negativ sind, impliziert Proposition 6.1.3, dass q
an

konvergiert gegen das Supremum s von {sn, n œ N}, das nach (6.1.3) kleiner
oder gleich sÕ ist.

(ii) Übung für Sie.

Bemerkung 6.1.2
Wie für die Folgen, um das “Verhalten” einer Reihe vorherzusagen, ist es ausrei-
chend, den “Trend” der Reihe für große n und nicht unbedingt für alle n zu kennen.
Zum Beispiel wäre es in Satz 6.1.4 ausreichend zu wissen, dass die Ungleichheit



6.1. KONVERGENZKRITERIEN FÜR REIHEN 199

(6.1.2) für n größer oder gleich n0 gilt, für eine n0 œ N, um schließen zu können,
dass die Konvergenz der Reihe q

bn die Konvergenz von q
an impliziert. Was kann

man dazu über ihre Summen sagen? ˚

Beispiel 6.1.2
Wir wollen beweisen, dass

Œÿ

n=1

1
n–

Y
__]

__[

gegen unendlich divergiert, für alle – Æ 1

konvergiert, für alle – Ø 2

• Es sei – Æ 1, dann ist die Behauptung, dass qŒ
n=1

1

n– = +Œ. In der Tat

ist n–
Æ n für alle n œ N und alle – Æ 1, und deshalb ist 1

n
Æ

1
n–

für alle
n œ N \ {0} und alle – Æ 1. Da qŒ

n=1

1

n = +Œ (siehe Beispiel 6.1.1), aus Satz
6.1.4 divergiert gegen +Œ auch qŒ

n=1

1

n– .

• Es sei zunächst – = 2. Wir wollen beweisen, dass qŒ
n=1

1

n2 konvergiert. In
Beispiel 6.0.1 3. haben wir die sogenannte Mengoli Reihe q

iœN
1

(i+1)(i+2)
einge-

führt und bewiesen, dass sie gegen 1 konvergiert. Wir bemerken, dass

ÿ

iœN

1
(i + 1)(i + 2) =

Œÿ

n=2

1
(n ≠ 1)n Ø

Œÿ

n=2

1
n2

.

Für die erste Gleichheit, genügt es zu bemerken, dass die Mengen {i | i œ N}

und {n ≠ 2 | n Ø 2, n œ N} dieselben sind, und wir haben dann nur i mit n ≠ 2
neu ernannt. Für die Ungleichheit genügt es zu bemerken, dass n(n ≠ 1) Æ n2

für alle n œ N, und deshalb ist 1

n(n≠1)
Ø

1

n2 für alle n œ N, n Ø 2. Aus Satz 6.1.4
erhalten wir, dass qŒ

n=2

1

n2 konvergiert, und deshalb konvergiert auch qŒ
n=1

1

n2

(siehe Bemerkung 6.1.2).

• Für den Fall, in dem – > 2, genügt es zu bemerken, dass n–
Ø n2, und

deshalb ist 1

n2 Ø
1

n– . Satz 6.1.4, zusammen mit dem Fall – = 2, den wir
gerade analysiert haben, implizieren, dass qŒ

n=1

1

n– konvergiert.

• Und für 1 < – < 2? Wir brauchen noch ein paar Mittel, um zu beweisen, dassqŒ
n=1

1

n– für alle 1 < – < 2 konvergiert.

˙

Bemerkung 6.1.3
Wir möchten noch einmal eine wichtige Sache unterstreichen: Mit diesem Kriterium
konnten wir nur schließen, dass die Reihe qŒ

n=1

1

n– konvergent für alle – Ø 2 ist,
aber das Kriterium erlaubte uns nicht, die genaue Summe zu berechnen! Wie bereits
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erwähnt, ist die explizite Berechnung der Summe einiger Reihen ein Problem, das
oft nicht trivial ist und eng mit ungelösten mathematischen Problemen verbunden
ist. Bei der “verallgemeinerten” harmonischen Reihe entspricht die Berechnung ihrer
Summe der Kenntnis der Werte der berühmten Riemannschen Zeta-Funktion,
die für s œ R, s > 1, definiert ist als

’(s) :=
Œÿ

n=1

1
ns

.

Es gibt explizite Formeln (die nicht zu einfach, aber auch nicht so kompliziert zu
beweisen sind), um den Wert ’(2n) zu berechnen, für alle n œ N, n Ø 1. Zum
Beispiel ist

’(2n) = (2fi)2n(≠1)n+1B2n

2 · (2n)!
wobei B2n die 2n. Bernoulli-Zahl ist. Da wir die Bernoulli-Zahlen nicht definiert
haben, geben wir aus Neugier einige Werte von ’(2n):

’(2) =
Œÿ

n=1

1
n2

= fi2

6 , ’(4) =
Œÿ

n=1

1
n4

= fi4

90 , ’(6) =
Œÿ

n=1

1
n6

= fi6

945 , . . .

Wenn s = 2n + 1, sind keine Formeln für ’(s) bekannt! ˚

Korollar 6.1.5
(Vergleichskriterium II) Es seien q

an und q
bn Reihen mit positiven reellen

Gliedern. Nehmen wir an, dass der folgende Grenzwert

lim
næ+Œ

an

bn
=: l

existiert.

• Wenn 0 < l < +Œ, dann konvergiert q
an genau dann, wenn q

bn kon-
vergiert (und divergiert q

an gegen +Œ genau dann, wenn q
bn gegen +Œ

divergiert.)

• Wenn l = 0 und q
bn konvergiert, dann konvergiert auch q

an.

• Wenn l = +Œ und q
bn divergiert, dann divergiert auch q

an.

Bemerkung 6.1.4
Beachten Sie, dass die zweite Behauptung des ersten Punktes (“divergiert q

an gegen
+Œ genau dann, wenn q

bn gegen +Œ divergiert”) aus der ersten (“Dann kon-
vergiert q

an genau dann, wenn q
bn konvergiert”) folgt: In der Tat, da an > 0 und

bn > 0 für alle n, sind die Folgen der Partialsummen sn := qn
j=0

aj und sÕ
n := qn

j=0
bj
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monoton wachsend, und deshalb existieren immer die Grenzwerte limnæ+Œ sn und
limnæ+Œ sÕ

n, und sind entweder endlich oder +Œ. Aus dieser Bemerkung sollten Sie
nun schließen, dass die zwei Behauptungen äquivalent sind; Warum? ˚

Beweis: Übung für Sie!

Beispiel 6.1.3 • Die Reihe qŒ
n=1

sin 1

n divergiert gegen +Œ. In der Tat be-
merken wir zunächst, dass sin 1

n > 0 für alle n Ø 1, n œ N (warum ist das so?)
und dass limnæ+Œ n sin 1

n = 1 (warum ist es so?). Also ist sin 1

n ≥
1

n , und
deshalb qŒ

n=1
sin 1

n = +Œ.

• Die Reihe q
nœN

n2
+n+1

n6+n5+2
konvergiert. In der Tat ist n2

+n+1

n6+n5+2
≥

1

n4 , weil

n2 + n + 1
n6 + n5 + 2 ≥

1
n4

≈∆
n4(n2 + n + 1)

n6 + n5 + 2 =
n6(1 + 1

n + 1

n4 )
n6(1 + 1

n + 2

n6 ) æ 1 ,

und die Reihe qŒ
n=1

1

n4 ist konvergent (Beispiel 6.1.2).
˙

Satz 6.1.6
(Wurzelkriterium) Es sei q

an eine Reihe mit nicht-negativen Gliedern an.
Falls ein q existiert, sodass 0 Æ q < 1 und eine n0 existiert, sodass

n
Ô

an Æ q für alle n Ø n0,

dann ist die Reihe q
an konvergent. Falls n

Ô
an Ø 1 für unendliche viele Indizes

n, dann divergiert q
an gegen unendlich.

Bemerkung 6.1.5
Es reicht nicht zu beweisen, dass n

Ô
an < 1 für alle n Ø n0, für eine no œ N! In

der Tat haben wir schon bewiesen, dass die harmonische Reihe q
1

n divergiert gegen
unendlich. Aber ist n

Ò
1

n = 1
nÔn < 1 für alle n œ N, n > 1. ˚

Beweis: Für alle n Ø n0 haben wir nach Voraussetzung n
Ô

an Æ q, und deshalb
an Æ qn. In Beispiel 6.0.1 1. haben wir bewiesen, dass die geomtrische Reihe q

qn

konvergent für |q| < 1 ist. Also erlaubt uns Satz 6.1.4 zu schließen, dass q
an

konvergent ist.
Falls n

Ô
an Ø 1 für unendlich viele Indizes, dann ist auch an Ø 1 für un-

endlich viele Indizes, und deshalb konvergiert (an) gegen Null nicht, Bedingung die
notwendig ist, falls q

an konvergiert (Korollar 6.1.2).
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Korollar 6.1.7
Es sei q

an eine Reihe mit nicht-negativen Gliedern an. Nehmen wir an, dass
der Grenzwert

lim
næ+Œ

n
Ô

an

existiert und gleich l ist. Dann wenn l < 1, konvergiert die Reihe q
an; wenn

l > 1 dann divergiert die Reihe q
an gegen unendlich.

Beweis: Übung für Sie!

Beispiel 6.1.4
Es sei a Ø 0. Die Reihe q

n=1

an

nn konvergiert. In der Tat haben wir

n

Û
an

nn
= a

n
æ 0 .

˙

Satz 6.1.8
(Quotientenkriterium) Es sei q

an eine Reihe mit positiven Gliedern an.
Falls ein q existiert, sodass 0 Æ q < 1 und eine n0 existiert, sodass

an+1

an
Æ q für alle n Ø n0,

dann ist die Reihe q
an konvergent. Falls für eine n0 œ N, an+1 Ø an für alle

n Ø n0 ist, dann divergiert q
an gegen unendlich.

Beweis: Es ist leicht zu zeigen, dass für alle k Ø 1 und n = n0 + k gilt

an0+k Æ q an0+k≠1 Æ q2an0+k≠2 Æ · · · Æ qkan0 .

Dann erhalten wir, dass ÿ

kØ1

an0+k Æ an0

ÿ

kØ1

qk

und deshalb, dank des Satzes 6.1.4 und der Konvergenz der geometrischen Reiheq
qn, wobei 0 Æ q < 1, konvergiert die Reihe q

kØ1 an0+k, und deshalb die Reiheq
an.

Wenn an+1 Ø an > 0 für alle n Ø n0, dann kann die Folge (an) nicht gegen
Null konvergieren. (Warum ist das so? Übung!).

Ähnlich wie bei Korollar 6.1.7 haben wir die folgende Folgerung, deren Beweis dem
Leser überlassen bleibt:
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Korollar 6.1.9
Es sei q

an eine Reihe mit positiven Gliedern an. Nehmen wir an, dass der
Grenzwert

lim
næ+Œ

an+1

an

existiert und gleich l ist. Wenn l < 1, konvergiert die Reihe q
an; wenn l > 1

dann divergiert die Reihe q
an gegen unendlich.

Beispiel 6.1.5 1. Die Reihe qŒ
n=1

1

n!
ist konvergent. In der Tat können wir einfach

sehen, dass

lim
næ+Œ

n!
(n + 1)! = lim

næ+Œ

1
n + 1 = 0 < 1.

2. Die Reihe qŒ
n=0

an

n!
konvergiert für alle a Ø 0. In der Tat ist

lim
næ+Œ

an+1

(n + 1)!
n!
an

= lim
næ+Œ

a

n + 1 = 0 < 1 .

3. Die Reihe qŒ
n=1

n!

nn ist auch konvergent. In der Tat ist

lim
næ+Œ

(n + 1)!
(n + 1)n+1

·
nn

n! = lim
næ+Œ

nn

(n + 1)n
= lim

næ+Œ

1
1
1 + 1

n

2n = 1
e

< 1,

wobei e die Eulersche Zahl ist.
˙

Satz 6.1.10
(Cauchysches Verdichtungskriterium) Es sei (an)nœN eine monoton fal-
lende Folge mit nicht-negativen Folgengliedern, also

a0 Ø a1 Ø · · · Ø an Ø · · · Ø 0 .

Dann ist q
nœN an konvergent genau dann, wenn q

nœN 2na2n konvergent ist.

Beweis: Es sei wie gewöhnlich (sn) die Folge der Partialsumme von (an), sn =
a0 + a1 + · · · + an, und (sÕ

n)nœN die Folge der Partialsumme von (2na2n). Dann



204 KAPITEL 6. REIHEN

erhalten wir, dass

a0 Æ a0

a1 Æ a0

a2 + a3 Æ 2a2

a4 + a5 + a6 + a7 Æ 4a4

· · ·

a2n + a2n+1 + · · · + a2n+1≠1 Æ 2na2n

wobei die letzte Ungleichheit aus der Tatsache folgt, dass die Anzahl der Summande
der linken Seite genau (2n+1

≠ 1) ≠ 2n + 1 = 2n ist. Wenn wir die Summe der linken
und rechten Seiten nehmen, erhalten wir genau, dass

s2n+1≠1 Æ a0 + sÕ
n . (6.1.4)

Ganz analog haben wir, dass

a0 Ø
1
2a0

a1 + a2 Ø a2 = 1
22a2

a3 + a4 Ø 2a4 = 1
24a4

a5 + a6 + a7 + a8 Ø 4a8 = 1
28a8

· · ·

a2n≠1+1 + a2n≠1+2 + · · · + a2n Ø 2n≠1a2n = 1
22na2n

wobei die letzte Ungleichheit aus der Tatsache folgt, dass die Anzahl der Summande
der linken Seite genau 2n

≠ (2n≠1 + 1) ≠ 1 = 2n≠1 ist. Wenn wir die Summe der
linken und rechten Seiten nehmen, erhalten wir, dass

s2n Ø
1
2sÕ

n . (6.1.5)

Aus (6.1.4) erhalten wir, dass, falls (sÕ
n) konvergiert, sie beschränkt ist, und deshalb

ist auch die Teilfolge (s2n+1≠1)nœN der Folge (sn)nœN beschränkt. Es ist nun eine
Übung für Sie zu beweisen, dass gegeben eine monoton wachsende Folge (sn)nœN, die
eine beschränkte Teilfolge besitzt, dann ist die ganze Folge (sn)nœN beschränkt. Mit
dieser Übung können wir schließen, dass (sn)nœN beschränkt und deshalb konvergent
ist (siehe Proposition 6.1.3).
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Umgekehrt, wenn q
nœN an konvergent ist, also wenn (sn)nœN konvergent ist,

dann ist (sn)nœN beschränkt und so ist (s2n)nœN, die eine Teilfolge von (sn)nœN ist.
Deshalb impliziert (6.1.5), dass (sÕ

n)nœN beschränkt ist. Da (sÕ
n) monoton wachsend

ist (die Summanden nicht negativ sind), folgt aus Proposition 6.1.3 , dass (sÕ
n)

konvergent ist, also dass die Summe q 2na2n endlich ist.

Beispiel 6.1.6
Aus Beispiel 6.1.2 wissen wir schon, dass

Œÿ

n=1

1
n–

Y
__]

__[

gegen unendlich divergiert, für alle – Æ 1

konvergiert, für alle – Ø 2

Mit der Hilfe von Satz 6.1.10 können wir nun beweisen, dass
Œÿ

n=1

1
n–

konvergiert, für alle – > 1 .

In der Tat bemerken wir zunächst, dass ( 1

n– )nØ1 monoton fallend ist, und dass

2na2n = 2n 1
(2n)–

= (21≠–)n .

Aber 21≠– < 1 ist genau dann, wenn 1 ≠ – < 0, also falls – > 1. Also ist die Folge
(2na2n) genau die geometrische Folge qn, mit q < 1, genau dann, wenn – > 1. Wie
schon bemerkt, falls q < 1, konvergiert die Reihe q

qn (siehe Beispiel 6.0.1 1.), und
deshalb, dank des Satzes 6.1.10, konvergiert q

1

n– für alle – > 1.
˙

6.2 Absolut Konvergenz
Der Grund, warum die ersten Beispiele für Reihen q

an, die untersucht wer-
den, diejenigen sind, bei denen die Summanden an reell und nicht negativ sind,
ist, dass in diesem Fall der Grenzwert limnæ+Œ sn = q

nœN an immer existiert, und
entweder endlich (l œ R) oder unendlich (l = +Œ) ist. Dann erlauben uns die
Vergleichskriterien und ihre Konsequenzen zu schließen, dass viele solchen Reihen
konvergent oder gegen +Œ divergent sind.

Der Fall, in dem die Summanden an nicht unbedingt reell sind, und wenn reell,
nicht unbedingt alle nicht-negativ sind, ist komplizierter. Hier haben wir nur ein
Paar allgemeine Methoden zur Hand, zu verstehen, ob die Reihe q

an konvergiert
oder nicht. Wir werden sehen, dass die Integralrechnung uns mehr Werkzeuge geben
wird, um solche Konvergenz zu verstehen.
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Definition 6.2.1
Eine reellwertige oder komplexwertige Reihe q

nœN an heißt absolut konver-
gent, falls die Reihe der Absolutbeträge q

nœN |an| konvergent ist.

Da die Summande der Reihe q
nœN |an| nicht-negative reelle Zahlen sind, können wir

die Methoden in Abschnitt 6.1.1 benutzen um zu verstehen, ob eine Reihe absolut
konvergent ist oder nicht.

Diese Art der Konvergenz gibt uns auch Auskunft über die Konvergenz der
Reihe selbst, wie der nächste Satz lautet:

Satz 6.2.1
Eine Reihe q

nœN an, die absolut konvergent ist, ist selbst konvergent.

Beweis: Da q
nœN |an| konvergiert, impliziert das Cauchy - Kriterium (Satz 6.1.1),

dass für alle ‘ > 0 eine n0 existiert, sodass für alle n Ø m Ø n0 gilt

||an| + |an≠1| + · · · + |am+1|| = |an| + |an≠1| + · · · + |am+1| < ‘ .

Nun genügt es zu bemerken, dass die Dreiecksungleichung impliziert, dass

|an + an≠1 + · · · + am+1| Æ |an| + |an≠1| + · · · + |am+1|

und deshalb erfüllt die Reihe q
nœN an das Cauchy-Kriterium.

Bemerkung 6.2.1
Die umgekehrte Implikation gilt nicht unbedingt, d.h. dass eine Reihe, die konver-
gent ist, nicht unbedingt absolut konvergent ist. Das ist der Fall für die Reiheq

nØ1(≠1)n 1

n : wir werden sehr bald sehen, dass sie konvergiert. Aber wir haben
schon bewiesen, dass die Reihe q

nØ1 |(≠1)n 1

n | = q
nØ1

1

n gegen +Œ divergiert (siehe
Beispiel 6.1.1). ˚

Beispiel 6.2.1 1. Die Reihe q
nØ1(≠1)n 1

n– ist absolut konvergent für alle – > 1
(siehe Beispiel 6.1.6), und deshalb, wegen des Satzes 6.2.1, konvergent.

2. (Exponentialreihe) Es sei z eine (feste) komplexe Zahl. Dann ist die Reihe
Œÿ

n=0

zn

n!

absolut konvergent, für alle z œ C. Dies ist eine direkte Folgerung aus Beispiel
6.1.5 2., weil |

zn

n!
| = |z|n

n!
, und |z| Ø 0 für alle z œ C. Dann können wir eine neue

Funktion, die Exponentialfunktion, definieren: für alle z œ C definieren wir
exp: C æ C als

exp(z) :=
Œÿ

n=0

zn

n! .
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Um mehr Eigenschaften dieser sehr wichtigen Funktion zu verstehen, müssen
wir mehr Theorie der Funktionsreihen entwickeln. Im Moment ist das folgende
Ergebnis wichtig:

Lemma 6.2.2

exp(1) =
Œÿ

n=0

1
n! = e

Wir werden dieses Lemma nicht beweisen; wir möchten nur bemerken, dass
man beweisen sollte, dass

lim
næ+Œ

3
1 + 1

n

4n

=
Œÿ

n=0

1
n! , (6.2.1)

siehe Satz 4.1.8.
˙

Eine alternierende reellwertige Reihe ist eine Reihe der Gestalt q
nœN(≠1)nan,

wobei an eine positive reelle Zahl ist, für alle n œ N. Das folgende Kriterium erlaubt
uns die Konvergenz einiger alternierender Reihen zu verstehen:

Satz 6.2.3
(Leibniz Kriterium) Es sei q

nœN(≠1)nan eine alternierende reellwertige Reihe,
wobei an > 0 für alle n œ N. Nehmen wir an, dass

(i) die Folge (an)nœN monoton fallend ist

(ii) lim
næ+Œ

an = 0.

Dann konvergiert die Reihe q
nœN(≠1)nan.

Beweis: Es sei (sn)nœN die Folge der Partialsumme, also ist sn in diesem Fall

sn = a0 ≠ a1 + a2 ≠ · · · + (≠1)nan .

Wir bemerken, dass

s2n+2 = s2n ≠ (
(i) =∆ Ø0

˙ ˝¸ ˚
a2n+1 ≠ a2n+2) Æ s2n

s2n+1 = s2n≠1 + (
(i) =∆ Ø0

˙ ˝¸ ˚
a2n ≠ a2n+1) Ø s2n≠1.
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Also ist die Teilfolge (s2n)nœN monoton fallend, und die Teilfolge (s2n+1)nœN monoton
wachsend. Dazu ist

s2n ≠ s2n+1 = a2n+1 Ø 0 (6.2.2)

und deshalb ist s2n Ø s2n+1 Ø s2n≠1 Ø · · · Ø s1 für alle n œ N. Deshalb haben wir,
dass die Teilfolge (s2n)nœN monoton fallend und nach unten beschränkt ist. Dank des
Satzes 4.1.7 können wir schließen, dass (s2n)nœN gegen ihr Infimum l konvergiert. Da
(s2n+1)nœN monoton wachsend ist, besitzt sie einen Grenzwert, der entweder endlich
oder +Œ ist. Aber aus (6.2.2) erhalten wir, dass

lim
næ+Œ

s2n+1 = lim
næ+Œ

(s2n ≠ a2n+1)
(ii)= l ≠ 0 = l .

Dann können wir schließen, dass die ganze Folge (sn)nœN gegen l konvergiert (warum
ist es so? Übung für Sie!).

Beispiel 6.2.2
Mit diesem Satz können wir schließen, dass die Reihe q

nØ1(≠1)n 1

n konvergent ist,
obwohl sie nicht absolut konvergent ist. ˙

6.3 Assoziativität und Kommutativität
Wie wir schon wissen, ist die Addition zwischen endlichen reellen oder kom-

plexen Zahlen kommutativ und assoziativ. Es ist dann sehr natürlich zu fragen, ob
dies der Fall ist auch für unendliche Summen, also für Reihen. Die/Der sorgfältige
Studierende wird bemerkt haben, dass diese Eigenschaften bisher nicht zur Manipu-
lation der Reihen verwendet wurden.

In diesem Abschnitt werden wir nicht annehmen, dass die Reihe spezielle
Eigenschaften erfüllt. Im Folgenden bezeichnet dann q

nœN an eine Reihe mit reellen
oder komplexen Summanden.

Assoziativität
Zunächst betrachten wir die Assoziativität. Gegeben eine Reihe q

nœN an, es seiq
nœN bn eine Reihe, die aus q

nœN an erhalten wird, in der einige der Summanden
von q

nœN an gruppiert werden, d. h.

b0 :=a0 + a1

b1 :=a2 + a3 + a4

b2 :=a5

...
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Wir bemerken, dass die Anzahl der Summanden in jedem bi beliebig ist (hier oben
ist es nur ein Beispiel). Es sei (sÕ

n)nœN die Folge der Partialsummen von q
bn. Dann

ist

sÕ
0

= b0 = (a0 + a1)
sÕ

1
= b0 + b1 = (a0 + a1) + (a2 + a3 + a4)

sÕ
2

= b0 + b1 + b2 = (a0 + a1) + (a2 + a3 + a4) + (a5)
...

Wenn die Assoziativität gelten würde, dann sollten die Reihen q
an und q

bn

dasselbe “Verhalten” haben. Dieses Lemma beantwortet diese Frage für spezielle
Klassen von Reihen:

Lemma 6.3.1
Es sei q

nœN an eine Reihe, und q
nœN bn eine Reihe, die aus q

nœN an erhalten wird,
in der einige ihrer Summanden gruppiert werden. Dann falls q

an konvergiert,
konvergiert auch q

bn gegen diesselbe Summe. Wenn die Summanden ai reell sind
für alle i œ N und falls q

an gegen +Œ divergiert, dann divergiert auch q
bn gegen

+Œ.

Beweis: Der Beweis basiert auf einer Beobachtung, nämlich dass die Folge von Par-
tialsummen von bn eine Teilfolge der von an ist. Der Beweis dieser Behauptung ist
für Sie eine (einfache) Übung.

Eine spezielle Klasse der Folgen, für die die Assoziativität gilt, ist dann die
Klasse der konvergenten Folgen (oder divergenten gegen +Œ, im Fall, dass sie reelle
Folgen sind). Falls die Folge keine Summe besitzt (also existiert der Grenzwert
limnæ+Œ sn nicht), dann wird die Assoziativität nicht unbedingt erfüllt. Zum Beispiel
es sei
an = (≠1)n. Es ist einfach zu sehen, dass die Folge (sn) genau die Folge 1, 0, 1, 0, 1, 0, . . .
ist, die keinen Grenzwert besitzt. Aber, wenn wir die Summanden an so gruppieren:

b0 :=a0 + a1 = 1 ≠ 1 = 0
b1 :=a2 + a3 = 1 ≠ 1 = 0
b2 :=a4 + a5 = 1 ≠ 1 = 0

...

dann erhalten wir die Reihe q 0, die natürlich gegen 0 konvergiert.
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Kommutativität
Betrachten wir nun die Kommutativität. Zuerst müssen wir klären, was eine Umord-
nung von Summanden in diesem Fall ist.

Definition 6.3.1
Es sei q

an eine Reihe. Wir sagen, dass q
bn eine Umordnung der Reihe q

an

ist, wenn eine bijektive Abbildung ‡ : N æ N existiert, sodass

bj = a‡(j) für alle j œ N.

Was bedeutet dann für Reihen, dass die Kommutativität gilt? Es sollte bedeuten,
dass q

bn dasselbe Verhalten von q
an hat (also, falls q

an konvergiert, dann kon-
vergiert auch q

bn gegen denselben Grenzwert, falls q
an eine reellwertige Reihe

ist und sie gegen +Œ divergiert, dann divergiert gegen +Œ auch q
bn, falls der

Grenzwert der Reihe q
an nicht existiert, dann existiert nicht die Summe der Reiheq

bn).
Für einige Umordnungen gilt immer die Kommutativität, wie die folgende

Übung zeigt:

Übung 6.3.1
Es sei q

bn eine Umordnung von q
an, wobei die bijektive Abbildung ‡ : N æ N,

die die Umordnung definiert, die folgende Eigenschaft erfüllt: Es gibt eine endliche
Teilmenge J ™ N, sodass die Einschränkung der Abbildung ‡ auf N\J die Identität
ist, nämlich ‡(j) = j für alle j œ N \ J . Beweisen Sie, dass für diese Umordnungen
die Kommutativität gilt. ˝

Die Situation ist jedoch im Allgemeinen komplizierter, wie der folgende Satz
uns zeigt:

Satz 6.3.2
(Satz von Riemann–Dini) Es sei q

an eine reelle Reihe, die konvergent – aber
nicht absolut konvergent – ist. Dann gegeben eine beliebige (!) reelle Zahl s, gibt
es eine Umordnung, die gegen s konvergiert. Es gibt dazu Umordnungen, die
gegen +Œ divergieren und Umordnungen, die nicht konvergent sind.

Aus Zeitmangel geben wir keinen Beweis für diesen schönen und mysteriösen Satz;
Die/Der neugierige Studierende findet jedoch in jedem Lehrbuch von Analysis 1
einen Beweis. Aus den Hypothesen des Theorems kann abgeleitet werden, dass die
Hypothese der absoluten Konvergenz der Reihen für die Kommutativität notwendig
ist. Das nächste Ergebnis ist dann das, was man an dieser Stelle erwartet:
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Satz 6.3.3
Es sei q

an eine reellwertige Reihe, die absolut konvergent ist. Dann ist jede
Umordnung absolut konvergent, und konvergiert gegen dieselbe Summe von q

an.

Beweis: Wir betrachten zunächst den Fall, in dem alle Summanden an nicht-negativ
sind. Dann, dank der Proposition 6.1.3, müssen wir beweisen, dass die Folge der
Partialsummen der Umordnung beschränkt, und deshalb konvergent ist und dass
der Grenzwert derselbe ist.

Es sei (sÕ
n) die Folge der Partialsummen der Umordnung von q

an. Dann ist

sÕ
n = b0 + b1 + · · · + bn = a‡(0) + a‡(1) + · · · + a‡(n) Æ sM(n)

wobei M(n) = max{‡(0), ‡(1), . . . , ‡(n)}. In der Tat sind die Summanden
a‡(0), a‡(1), . . . , a‡(n) nur einige der Summanden in sM(n), wobei die fehlenden Sum-
manden nicht-negativ sind. Da die Folge (sn) monoton steigend ist, haben wir dann,
dass

sÕ
n Æ sM(n) Æ s für alle n œ N ,

wobei s := sup{sn, n œ N} œ R und s = q
an. Dann können wir schließen, dass die

Folge (sÕ
n), die auch monoton steigend ist, beschränkt ist, und deshalb gegen ein sÕ

konvergiert (Proposition 6.1.3), mit sÕ
Æ s. Wir müssen dann beweisen, dass s = sÕ.

Aber wir können dasselbe Verfahren wie oben wiederholen, um zu beweisen, dass
sn Æ sÕ für alle n œ N (es ist für Sie eine Übung, die Details zu geben), und deshalb
erhalten wir, dass s = sÕ.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Es sei q
an eine (absolut konver-

gente) Reihe (in der die Summanden nicht unbedingt nicht-negativ sind) und q
bn

eine Umordnung. Wir definieren für alle n œ N:

a+

n := max{an, 0} a≠
n := max{≠an, 0}

b+

n := max{bn, 0} a≠
n := max{≠bn, 0}

und wir bemerken, dass an = a+

n ≠ a≠
n (bzw. bn = b+

n ≠ b≠
n ) und dass |an| = a+

n + a≠
n

(bzw. |bn| = b+

n + b≠
n ) (Warum ist das so? Übung!). Dazu gilt es, dass

0 Æ a±
n Æ |an| und 0 Æ b±

n Æ |bn| .

Wir bemerken, dass q
|bn| eine Umordnung der Reihe q

|an| ist. Deshalb, dank des
ersten Schrittes dieses Beweises, können wir schließen, dass q

|bn| konvergent ist.
Mit dem Majoranten-Kriterium (Satz 6.1.4), können wir schließen, dass die (vier)
Reihen q

a±
n , q

b±
n konvergent sind. Es sei

s± := lim
næ+Œ

s±
n = lim

næ+Œ

nÿ

j=0

a±
n =

ÿ
a±

n
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und
s̃± := lim

næ+Œ
s̃±

n = lim
næ+Œ

nÿ

j=0

b±
n =

ÿ
b±

n

Wir bemerken, dass

sn =
nÿ

j=0

aj =
nÿ

j=0

(a+

j ≠ a≠
j ) =

nÿ

j=0

a+

j ≠

nÿ

j=0

a≠
j = s+

n ≠ s≠
n , (6.3.1)

wobei die dritte Gleichheit aus der Kommutativität einer endlichen Addition von
reellen Zahlen folgt. Es sei s := limnæ+Œ sn; aus (6.3.1) erhalten wir, dass s =
s+

≠ s≠. Ähnlich haben wir, dass

s̃n =
nÿ

j=0

bj =
nÿ

j=0

(b+

j ≠ b≠
j ) =

nÿ

j=0

b+

j ≠

nÿ

j=0

b≠
j = s̃+

n ≠ s̃≠
n . (6.3.2)

Da q
b+

n und q
b≠

n konvergent gegen bzw. s̃+ und s̃≠ sind, erhalten wir aus (6.3.2),
dass q

bn konvergent ist, und ihr Grenzwert s̃ erfüllt s̃ = s̃+
≠ s̃≠. Nun genügt es zu

bemerken, dass q
b+

n (bzw. q
b≠

n ) eine Umordnung von q
a+

n (bzw. q
a≠

n ) ist und
deshalb, dank des ersten Teils dieses Beweises, ist s+ = s̃+ (bzw. s≠ = s̃≠). Wir
können endlich schließen, dass

ÿ
bn = s̃ = s̃+

≠ s̃≠ = s+
≠ s≠ = s =

ÿ
an .
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6.4 Zusätzliche Übungen
Übung 6.4.1
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und Divergenz:

(a)
Œÿ

n=1

1
2n + n2 +

Ô
n

(b)
Œÿ

n=1

n

n + 1

(c)
Œÿ

n=1

n
Ô

n

(d)
Œÿ

n=1

n

n3 + 1

(e)
Œÿ

n=1

n

n2 + 1

(f)
Œÿ

n=1

n + 2
n

Ô
4n ≠ 1

(g)
Œÿ

n=1

sin(n2 + n + 1)
3n + 1

(h)
Œÿ

n=1

n

8n2 ≠ 2

(i)
Œÿ

n=1

1
n +

Ô
n

(j)
Œÿ

n=1

1
Ô

n3 ≠ n

(k)
Œÿ

n=1

1
3n ≠ n

˝

Übung 6.4.2 1. Es seien p œ R und q
an eine Reihe mit nicht-negativen Gliedern

an. Es sei
l = lim

næŒ
npan .

Zeigen Sie:
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• Wenn l œ (0, Œ) und p > 1, konvergiert die Reihe q
an.

• Wenn l œ (0, Œ) und p Æ 1, divergiert die Reihe q
an.

• Wenn l = 0 und p > 1, konvergiert die Reihe q
an.

• Wenn l = Œ und p Æ 1, divergiert die Reihe q
an.

2. Untersuchen Sie die folgenden Reihen mit Hilfe der vorherigen Aufgabe auf
Konvergenz:

•
Œÿ

n=1

3n2 + 1
n4 + n + 1

•
Œÿ

n=1

5n ≠ 1
3n2 + 2

•
Œÿ

n=1

3 2
n

≠ sin
1 1

n

24

˝

Übung 6.4.3
Bestimmen Sie jeweils alle a œ R, für welche die Reihen

(a)
Œÿ

n=1

1
1 + an

,

(b)
Œÿ

n=k

na

1
n
k

2 ,

(c)
Œÿ

n=1

5
sin

1
b + a

n

26n

mit 0 Æ b <
fi

2

konvergent sind.
˝

Übung 6.4.4
Es seien N œ N und (an)nœN eine Folge, so dass

an+N = an

für alle n œ N gilt. Zeigen dass, die Reihe
Œÿ

n=0

anqn

gegen
a0 + a1q + . . . + aN≠1qN≠1

1 ≠ qN

konvergiert für |q| < 1 .
˝
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Übung 6.4.5
Die Abbildung stellt ein gleichseitiges Dreieck mit der Höhe h = 1 dar, die fortwährend
Kreise mit möglichst großen Radien enthält, so dass der nächste kleinere Kreis die
Seiten AC und BC des Dreiecks und den vorhergehenden Kreis jeweils in einen
Punkt berührt, und die Mittelpunkten alle Kreise auf der Strecke DC liegen.

Bestimmen Sie die Summe der Flächeninhalte aller einbeschriebenen Kreise.
˝

Übung 6.4.6 1. Es seien n œ Z>0 und (ai)iœN eine Nullfolge. Zeigen Sie, dass die
Folge

Œÿ

i=0

(an+i ≠ ai)

konvergent ist und bestimmen Sie Ihre Summe.

2. Bestimmen Sie die Summe der folgenden Reihen mit Hilfe der vorherigen Auf-
gabe:

•
Œÿ

i=1

1
(2i ≠ 1)(2i + 1)

•
Œÿ

i=2

1
i3 ≠ i

. Hinweis: 1
i3 ≠ i

= 1
2(i + 1) + 1

2(i ≠ 1) ≠
1
i

.

•
Œÿ

i=0

1
(n + a + i)(a + i) mit a œ R>0 und n œ Z>0.

˝
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Übung 6.4.7
Die Folge (an) sei rekursiv definiert durch

a1 := 1 und an+1 := 1
qn

k=1
ak

(n Ø 1) .

Zeigen Sie, dass die Reihe qŒ
k=1

ak divergiert und an æ 0 strebt.
˝

Übung 6.4.8
Zeigen Sie, dass wenn eine Reihe q

an absolut konvergiert, so konvergiert auch q
a2

n.
Ist die Umkehrung richtig? Begründen Sie Ihre Antwort.

˝
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7.1 Stetigkeit und strenge Monotonie
In diesem Abschnitt werden einige der Eigenschaften bezüglich der Stetigkeit

einer Funktion weiter untersucht, die dann verwendet werden, um die Stetigkeit
einiger Elementarfunktionen festzustellen.

Definition 7.1.1
Eine Funktion f : I ™ R æ R ist streng monoton wachsend (bzw. streng
monoton fallend) falls, für alle x, y œ I, x < y impliziert f(x) < f(y) (bzw.
f(x) > f(y)).

Aus der Definition lässt sich leicht ableiten, dass eine streng monotone Funktion in-
jektiv ist. Ist das Gegenteil auch der Fall? Nämlich, gegeben eine injektive Funktion
f : I ™ R æ R, ist sie auch streng monoton? Im Allgemeinen ist die Antwort “nein”.
Dies geht aus den Gegenbeispielen in Abbildung 7.1.1 hervor: Beachten Sie, dass die
linke Funktion nicht stetig ist (und die Definitionsmenge ein Intervall ist), während
die rechte Funktion stetig ist, aber die Definitionsmenge nicht zusammenhängend
ist (was der Aussage entspricht, dass es sich nicht um ein Intervall handelt, siehe
Satz 5.4.13).

-
-
-
-
- ft. . .

.
.
.

: I
-
-
-
-
-
-

Eg
g

*
-

-
-
-
T

=
I
-

.
-

H
←

-
-
-
-
-
-

→

&
x
-
-

§ I

Figure 7.1.1

Das nächste Ergebnis ist daher das, was wir an dieser Stelle erwarten:
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Proposition 7.1.1
Es sei f : I ™ R æ R eine injektive, stetige Funktion, wobei I ein Intervall ist.
Dann ist f streng monoton wachsend oder streng monoton fallend.

Der Beweis dieser Proposition ist für Sie eine Übung. Sie können jedoch das
folgende Lemma benutzen:

Lemma 7.1.2
Es sei f : I ™ R æ R eine injektive, stetige Funktion, wobei I ein Intervall ist, und
x, y œ I mit x < y. Dann, wenn f(x) < f(y), ist f(x) < f(z) < f(y) für alle
z œ (x, y). Wenn f(x) > f(y), ist f(x) > f(z) > f(y) für alle z œ (x, y).

Mit anderen Worten, gegeben zwei beliebige Punkte x, y œ I, ist die Ein-
schränkung von f auf [x, y] entweder streng monoton wachsend oder streng mono-
ton fallend. Um die Proposition zu beweisen, muss es gezeigt werden, dass es nicht
zwei Intervalle geben kann, so dass die Funktion streng monoton wachsend in einem
Intervall, aber streng monoton fallend im anderen Intervall ist.

Beweis: Es seien x, y œ I mit x < y. Da f injektiv ist, muss entweder f(x) < f(y)
oder f(x) > f(y) sein. Nehmen wir an, dass f(x) < f(y) (der andere Fall wird sehr
ähnlich behandelt). Da I ein Intervall ist, und x, y œ I, haben wir, dass [x, y] ™ I
(siehe Bemerkung 5.4.4). Wir wollen zuerst beweisen, dass für alle z sodass x <
z < y (und die daher in der Definitionsmenge von f sind) gilt f(x) < f(z) < f(y).
Nehmen wir an, dass dies nicht der Fall ist. Dann könnten wir einen z0 œ (x, y)
finden, sodass entweder f(z0) Æ f(x) oder f(y) Æ f(z0) ist. Da f injektiv ist, muss
entweder f(z0) < f(x) oder f(y) < f(z0) gelten. Nehmen wir an, dass f(z0) < f(x)
(der andere Fall wird ähnlich behandelt), siehe Abbildung 7.1.2. Wir nehmen die
Einschränkung der Funktion f auf dem Intervall [z0, y], die auch stetig ist. Dann
nimmt f im Intervall [z0, y] alle Werte zwischen f(z0) und f(y) (Korollar 5.5.5).
Insbesondere, da f(z0) < f(x) < f(y), können wir einen z1 œ [z0, y] finden, sodass
f(z1) = f(x). Aber z1 ”= x, weil x < z0 < z1, und deshalb haben wir die Injektivität
widersprochen.

Wir können die bisher gemachten Überlegungen im folgenden Satz zusammen-
fassen:

Satz 7.1.3
Es sei f : I ™ R æ R eine stetige Funktion, wobei I ein Intervall ist. Dann ist
f injektiv genau dann, wenn sie streng monoton ist.

Gegeben f : I ™ R æ R eine stetige Funktion, wobei I ein Intervall ist, können
wir die Zielmenge auf f(I) einschränken, die ein Intervall J ist (siehe Sätze 5.4.13
und 5.5.3). Dann, falls f injektiv ist, ist die Einschränkung f : I æ J bijektiv. Die
Frage, die nun sehr natürlich ist, ist: Es sei f≠1 : J æ I die inverse Funktion. Ist
sie auch stetig?
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^

fly) - -
- -

-
-
-
- - .

X Zz Y

fan .÷*÷f÷.

,

f-Ho)
- - - - -

-

Figure 7.1.2

Satz 7.1.4
Es sei f : I æ J eine stetige Funktion und I ein o�enes Intervall. Dann, falls
f bijektiv ist, ist J ein o�enes Intervall und die Umkehrabbildung f≠1 : J æ I
ist stetig.

Bemerken Sie, dass das Bild eines o�enen Intervalls durch eine stetige Funktion
nicht immer o�en ist! Siehe Beispiel (a) auf Seite 179 in Abschnitt 5.5. Also spielt
hier die Bijektivität von f eine wichtige Rolle.

Beweis: Dank der Sätze 5.4.13 und 5.5.3, wissen wir schon, dass J ein Intervall ist.
Wir müssen beweisen, dass J o�en ist. Die Intervalle, die nicht o�en sind, sind
der Gestalt: (a, b], [b, a), [a, b], (≠Œ, b], [b, Œ), {b}, für a, b œ R, mit a < b. Wir
können den Fall, in dem J die Menge {b} ist, sofort ausschließen, weil in diesem
Fall f konstant wäre, und eine konstante Funktion bijektiv sein kann, nur wenn
die Definitionsmenge I nur einen Punkt besitzt; aber die Menge mit einem Punkt
ist nicht o�en (warum ist das so?) und wir haben angenommen, dass I o�en ist.
Auf jeden Fall, wenn J kein o�enes Intervall wäre, ist aus der Liste der obigen
Intervalle leicht zu sehen, dass f entweder ein Maximum oder ein Minimum b hätte.
Es sei x0 œ I, mit f(x0) = b. Da I o�en ist, können wir ‘ > 0 finden, sodass
(x0 ≠‘, x0 +‘) ™ I. Aber die Einschränkung von f auf (x0 ≠‘, x0 +‘) ist injektiv und
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stetig und deshalb, dank der Proposition 7.1.1, streng monoton. Wir erhalten dann
den Widerspruch, weil eine streng monotone Funktion, definiert auf (x0 ≠ ‘, x0 + ‘)
kein Maximum und kein Minimum im Punkt x0 haben kann (warum?).

Wir müssen nun beweisen, dass f≠1 : J æ I ™ R stetig ist. Dank des Satzes
5.4.7 müssen wir beweisen, dass für alle o�ene Mengen U in I, das Urbild (f≠1)≠1(U)
o�en in J ist. Wir bemerken, dass, (f≠1)≠1(U) = f(U) ™ J und, da I und J o�en
sind, ist U o�en in I genau dann, wenn sie o�en in R ist und ähnlich ist f(U) o�en
in J genau dann, wenn sie o�en in R ist (siehe Bemerkung 5.4.3 (b)). Also müssen
wir beweisen, dass das Bild f(U) einer o�enen Menge U ™ I o�en in R ist. Es sei
zunächst U ein Intervall U‘(x) = (x ≠ ‘, x + ‘). Da die Einschränkung von f auf
(x ≠ ‘, x + ‘) stetig und injektiv ist, können wir für den ersten Teil dieses Satzes
schließen, dass f((x ≠ ‘, x + ‘)) o�en ist.
Es sei nun U eine beliebige o�ene Menge in R. Jede o�ene Menge ist die Vereinigung
von o�enen Umgebungen der Gestalt U‘(x) (wobei natürlich ‘ von x abhängt), weil
jeder Punkt ein innerer Punkt ist. Dann können wir schließen, dass

f(U) = f(
€

xœU

U‘(x)) =
€

xœU

f(U‘(x)),

wobei wir benutzt haben, dass das Bild einer beliebigen Vereinigung die Vereinigung
der Bilder ist. Deshalb, da f(U) die Vereinigung einer Familie von o�enen Mengen
ist, ist sie selbst o�en (siehe Lemma 5.4.2, Implikation (ii) =∆ (i)).

Übung 7.1.1
Es sei f : I ™ R æ J ™ R eine stetige, bijektive Funktion. Ist es wahr, dass falls I
ein abgeschlossenes Intervall ist, dann ist f(I) = J abgeschlossen (in R)? Wenn Ja,
beweisen Sie diese Tatsache. Wenn Nein, finden Sie den Graph einer Funktion, das
ein Gegenbeispiel ist. ˝

7.2 Exponentialfunktionen, Logarithmen und
Potenzfunktionen

Der/die aufmerksame Studierende wird bemerkt haben, dass die rigorose Defi-
nition der Potenz aq nur in dem Fall gegeben wurde, in dem a eine positive reelle
Zahl ist, und q rational ist (siehe Abschnitt 2.3.2). Die Eigenschaften der Potenzen,
die wir schon kennen, sind die folgenden: Es seien a, b œ R>0 und c, d œ Q, dann

• ac+d = ac
· ad,

• ac d = (ac)d,

• (a · b)c = ac
· bc .
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Übung 7.2.1
Beweisen Sie, dass für eine beliebige a, b œ R>0 und c, d œ Q, gilt:

• ac > 0,

• (“Monotonie”) c < d =∆ ac < ad, falls a > 1, und ac > ad, falls 0 < a < 1 ,

• a Æ b =∆ ac
Æ bc, für alle c > 0 und ac

Ø bc, für alle c < 0.

˝

Wie könnte dann die Potenz ax definiert werden, für beliebige a œ R>0 und x œ

R? Wir haben reelle Zahlen explizit als Dezimalzahlen definiert, also als x =
p.–1–2–3 . . ., wobei p œ Z und –i œ {0, 1, 2, . . . , 9}, für alle i œ N. Wir nehmen die
Folge (xn)nœN der Dezimalzahlen x0 := p, xn := p.–1 . . . –n000 . . . für alle n œ N\{0},
die periodischen Dezimalzahlen sind, und deshalb mit rationalen Zahlen identifiziert
werden können. Wir bemerken, dass

• die Folge der rationalen Zahlen (xn) monoton steigend ist, und

• sie nach oben beschränkt ist.

(Es ist eine Übung für Sie, die oberen Tatsachen zu beweisen). Dann, aus der
Monotonie (siehe Übung 7.2.1) und mit der Hilfe der oberen Bemerkung, können
wir schließen, dass die Folge (axn) monoton wachsend und nach oben beschränkt
ist. Dann erlaubt uns Lemma 2.2.1 zu sagen, dass (axn) stabilisiert ist, und wir
definieren ax als die Dezimalzahl, sodass

axn ◆ ax . (7.2.1)

Exponentialfunktion

Wir können eine neue Funktion definieren, und zwar:

Definition 7.2.1
Es sei a > 0, a œ R. Dann ist die Exponentialfunktion f : R æ R mit Basis
a die Funktion f(x) = ax.

Diese Übung und ihr Inhalt sind sehr nützlich und wichtig für Sie, da sie eine gute
Praxis sind, um mit dem Verstehen solcher Funktionen und ihrer Eigenschaften zu
beginnen:

Übung 7.2.2
Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften:
Es seien a, b œ R>0 und c, d œ R, dann
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1. ac+d = ac
· ad,

2. ac d = (ac)d,

3. (a · b)c = ac
· bc,

4. ac > 0 für alle c œ R;

5. a Æ b =∆ ac
Æ bc, für alle c > 0 und ac

Ø bc, für alle c < 0.

6. Für alle c < d ist ac < ad für a > 1 und ac > ad für 0 < a < 1.

Deshalb, für alle a ”= 1, ist die Exponentialfunktion f : R æ R, f(x) = ax streng
monoton, präziser gesagt, streng monoton wachsend im Fall a > 1 und streng mono-
ton fallend im Fall 0 < a < 1. Dazu beweisen Sie, dass

7.

lim
xæ+Œ

ax =

Y
]

[
+Œ falls a > 1
0 falls 0 < a < 1 .

und lim
xæ≠Œ

ax =

Y
]

[
0 falls a > 1
+Œ falls 0 < a < 1 ;

8.

die Exponentialfunktion stetig ist;

(Hinweis: Mit der Hilfe der Monotonie der Exponentialfunktion beweisen Sie
zuerst, dass

lim
xæ0

ax = 1 (Stetigkeit in x0 = 0) .

Für den allgemeineren Fall, bemerken Sie, dass ax = ax0ax≠x0 .)

9.

Für alle a ”= 1 die Exponentialfunktion f : R æ R>0 bijektiv ist;

(Bemerken Sie, dass wir die Zielmenge eingeschränkt haben) (Hinweis: Für die
Injektivität muss man die Monotonie benutzen. Für die Surjektivität, muss
mann irgendwie den Zwischenwertsatz (Korollar 5.5.4) verwenden, zusammen
mit Punkt 6. dieser Übung; siehe auch Übung 5.5.1).

˝

Falls a = e, die Eurlersche Zahl, erhalten wir die wichtige Exponentialfunk-
tion mit Basis e, f(x) = ex. Wie ist diese Funktion mit der Funktion, die wir in
Beispiel 6.2.1 2. definiert haben, verbunden? Da sie denselben Namen hat, sollte
sie dieselbe Funktion bezeichnen. Das ist eigentlich der Fall. Wir werden diese Tat-
sache später in der Vorlesung beweisen (in der Erklärung hier unten, folgt Gleichheit
(7.2.6) aus (7.2.5), die wir nicht beweisen). Im Moment bemerken wir das folgende:
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Übung 7.2.3 (a) Es sei (bn)nœN eine reelle Folge, sodass bn ”= 0 für alle n œ N,
und sodass bn æ +Œ. Dann, für alle x œ R beweisen Sie, dass

3
1 + x

bn

4bn

≠æ
næ+Œ

ex . (7.2.2)

Hinweise:
– Betrachten Sie zuerst den Fall, in dem x > 0, und bemerken Sie, dass

3
1 + x

bn

4bn

=
A3

1 + x

bn

4 bn
x

Bx

.

Es sei –n = bn
x . Dann genügt es zu beweisen, dass für eine beliebige

reellwertige Folge (–n), sodass –n ”= 0 für alle n und –n æ +Œ gilt:

“n :=
3

1 + 1
–n

4–n

≠æ
næ+Œ

e . (7.2.3)

– Definieren Sie

An :=
A

1 + 1
Â–nÊ + 1

BÂ–nÊ

und Bn :=
A

1 + 1
Â–nÊ

BÂ–nÊ+1

und beweisen Sie, dass An æ e und Bn æ e.
– Schließen Sie, dass “n æ e.
– Für den Fall, in dem x < 0, könnte es nützlich sein, den folgenden Gren-

zwert zu beweisen: 3
1 ≠

1
n

4n

≠æ
næ+Œ

e≠1

und dann zu schreiben x = ≠|x|...

(b) Für x æ +Œ oder x æ ≠Œ beweisen Sie, dass

f(x) :=
3

1 + –

x

4x

æ e– für alle – œ R . (7.2.4)

˝

Es gibt eine Verallgemeinerung der Gleichheit (6.2.1) (ohne Beweis), und zwar

lim
næ+Œ

3
1 + x

n

4n

=
Œÿ

n=0

xn

n! . (7.2.5)

Diese, zusammen mit (7.2.2) für die Folge an = n, n Ø 1, beweist das folgende:
Für alle x œ R gilt

ex (7.2.2)= lim
næ+Œ

3
1 + x

n

4n
(7.2.5)=

Œÿ

n=0

xn

n! = exp(x) , (7.2.6)

also sind die “zwei Exponentialfunktionen” (glücklich) dieselben.
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Bemerkung 7.2.1
Diese zwei Definitionen haben natürlich ihre Vorteile und Nachteile. Einer der
Vorteile der “direkten’ Definition von ex (als “Grenzwert” von exn , wobei (xn) die
“spezielle” Folge von rationalen Zahlen, die wir definiert haben, ist, mit xn ◆ x)
ist, dass die Stetigkeit nicht zu schwer zu beweisen ist. Natürlich ist diese Definition
weniger elegant, da sie sehr spezifische Konzepte und Auswahlmöglichkeiten verwen-
det: die Darstellung einer reellen Zahl als Dezimalzahl und die Wahl der speziellen
Folge (xn). Wenn in der Mathematik so genaue Entscheidungen getro�en werden,
um ein Objekt zu definieren, wird normalerweise gesagt, dass die Definition nicht
sehr elegant ist (weil es schwierig ist, sie zu verallgemeinern, und man nach einer
“natürlicheren” Definition suchen möchte).
Die Definition der Exponentialfunktion mit Reihen, die wir in Beispiel 6.2.1 2.
gegeben haben, ist sicher “eleganter”, da die Exponentialfunktion mit komplexen
Exponenten definiert werden kann und nicht nur mit reellen. Die wichtigen und
schönen Eigenschaften der Funktion exp: C æ C werden in Zukunft analysiert.
Aber der Nachteil ist, dass die Stetikgeit schwerer zu beweisen ist: man sollte hier
das Konzept von gleichmäßiger Konvergenz von Funktionenreihen einführen, das
vorerst außerhalb unseres Rahmens liegt. ˚

Logarithmusfunktion

Die Exponentialfunktion f : R æ R>0 mit Basis a > 0 und a ”= 1 (nämlich
f(x) = ax) ist bijektiv (Übung 7.2.2 9.). Ihre Surjektivität und Injektivität können
so formuliert werden:
Für alle a > 0 und a ”= 1 und jede (feste) y > 0 besitzt die Gleichung

ax = y

eine eindeutige Lösung x œ R. Also, für alle y > 0 gibt es genau einen Exponenten
x œ R, sodass ax = y.

Definition 7.2.2
Gegeben zwei positive reelle Zahlen a ”= 1 und b, ist der Logarithmus von b
zur Basis a der (einzige) Exponent c œ R, sodass ac = b. Wir bezeichnen den
Logarithmus von b zur Basis a mit loga b.

Deshalb ist die folgende Gleichheit aloga b = b eine Identität.

Übung 7.2.4
Es sei a, b und c beliebige positive reelle Zahlen, mit a ”= 1. Beweisen Sie, dass

1. loga(b · c) = loga b + loga c ;
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2. loga(bc) = c loga b ;

3. für b ”= 1, bc logb a = ac ;

4. für b und c ”= 1, logc b · logb a = logc a, und deshalb

logb a = logc a

logc b
.

(Bemerken Sie, dass logc b ”= 0 für alle b ”= 1; warum?)

˝

Falls die Basis a die Eulersche Zahl e ist, wird der Logarithmus mit Basis e
auch natürlicher Logarithmus genannt, und wird einfach mit “log” oder “ln”
bezeichnet.

Gegeben eine (feste) positive reelle Zahl a ”= 1, können wir dann die
Logarithmusfunktion zur Basis a definieren, und zwar
loga : R>0 æ R, loga(x) := loga x. Aus ihrer Definition folgt es sofort, dass loga die
inverse Funktion f≠1 der Exponentialfunktion f mit Exponent a ist, also

’ x œ R, loga(ax) = x ≈∆ (f≠1
¶ f)(x) = x

’ y œ R>0, aloga y = y ≈∆ (f ¶ f≠1)(y) = y

Der folgende Satz ist eine einfache Konsequenz der Tatsachen, die wir bis jetzt
diskutiert haben, und des Satzes 7.1.4:

Satz 7.2.1
Die Logarithmusfunktion loga : R>0 æ R mit Basis a > 0, a ”= 1, erfüllt folgende
Eigenschaften:

1. loga ist streng monoton wachsend falls a > 1 und streng monoton fallend
falls 0 < a < 1;

2.

lim
xæ0, x>0

loga(x) =

Y
]

[
≠Œ falls a > 1
+Œ falls 0 < a < 1

und

lim
xæ+Œ

loga(x) =

Y
]

[
+Œ falls a > 1
≠Œ falls 0 < a < 1

3. loga : R>0 æ R ist stetig, für alle a > 0, a ”= 1.
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Beweis: Der Beweis dieses Satzes ist für Sie eine einfache Übung.

Potenzfunktion
Es sei nun – eine feste reelle Zahl. Dann ist x– für alle x > 0 wohldefiniert. Natür-
lich, für spezielle Werte von –, kann die Funktion x– eine größere Definitionsmenge
haben, zum Beispiel: falls – œ N dann ist x– wohldefiniert für alle x œ R; falls
– œ Z<0 dann ist x– für alle x œ R \ {0} wohldefiniert. Falls – = p

q œ Q, was kann
gesagt werden? Wir bemerken, zum Beispiel, dass 3

Ô
x = x

1
3 für alle x œ R definiert

ist, 2
Ô

x = x
1
2 für x Ø 0 definiert ist und x≠ 1

3 = 1
3Ôx

für alle x œ R \ {0} definiert ist
(warum ist das so?)

Übung 7.2.5
Finden Sie die größten Definitionsmengen der Potenzfunktionen x ‘æ x

p
q , in Ab-

hängigkeit mit den Werten von p œ Z und q œ Z \ {0}. (Es könnte nützlich sein, p
und q teilerfremd zu nehmen.) ˝

Falls – œ R\Q können wir nicht ho�en, die Definitionsmenge R>0 der Funktion
x– zu erweitern, da x– als Grenzwert von (x–n) definiert wird, wobei –n rationalen
Zahlen sind, und wir haben fast keine Kontrolle darüber, wie diese ganze Menge von
rationalen Zahlen aussehen könnte.

Es sei dann – œ R fest. Die Potenzfunktion f : R>0 æ R ist definiert als
f(x) := x–. Dank der Eigenschaft 5. der Übung 7.2.2 können wir sehen, dass sie
streng monoton wachsend für alle – > 0 ist und streng monoton fallend für alle
– < 0 ist. Natürlich, für – = 0 erhalten wir die konstante Funktion f(x) = x0 = 1
für alle x. Wir beschränken uns also auf den Fall, in dem – ”= 0.

Übung 7.2.6
Es sei – œ R \ {0} und f : R>0 æ R die Potenzfunktion f(x) = x–. Beweisen Sie,
dass

1.

die Potenzfunktion f(x) = x– stetig in R>0 ist

(Hinweis: Beweisen Sie zunächst, dass, falls – œ N, f stetig ist; dann beweisen
Sie diese Tatsache mit – œ Z, und dann mit – œ Q. Endlich, benutzen
Sie die strenge Monotonie der Exponentialfunktion, um zu beweisen, dass
limxæ1 x– = 1, und bemerken Sie, dass für die Stetigkeit in einem beliebigen
Punkt x0 > 0, wir haben x– = (x/x0)–x–

0
.)

2.

lim
xæ0, x>0

x– =

Y
]

[
0 falls – > 0
+Œ falls – < 0
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und

lim
xæ+Œ

x– =

Y
]

[
+Œ falls – > 0
0 falls – < 0 .

˝

7.3 Einige wichtige Grenzwerte
Wir schließen dieses Kapitel mit einigen wichtigen Grenzwerten.

Proposition 7.3.1 1. lim
xæ0

(1 + –x) 1
x = e–, für alle – œ R;

2. lim
xæ0

log(1 + x)
x

= 1 ;

3. lim
xæ0

ay
≠ 1
y

= log a und deshalb lim
xæ0

ey
≠ 1
y

= 1;

4. lim
xæ0

(1 + x)–
≠ 1

x
= –, für alle – œ R

Beweis: 1. Wir bemerken, dass

(1 + –x) 1
x =

A

1 + –
1

x

B 1
x

.

Nun ist die Idee Satz 5.3.4 zu benutzen. Wir bemerken zunächst, dass

lim
xæ0

1
x

existiert nicht!!

In der Tat ist lim
xæ0, x>0

1
x

= +Œ und lim
xæ0, x<0

1
x

= ≠Œ (falls Sie diese Tatsache
nicht schon bewiesen haben, bitte machen Sie jetzt!). Aber in beiden Fällen
können wir (7.2.4), zusammen mit Satz 5.3.4, benutzen und erhalten, dass

A

1 + –
1

x

B 1
x

æ e–, für x æ 0 .

2. Es sei f(x) := log(1+x)

x . Wir beweisen zuerst, dass ef(x)
æ e für x æ 0. Dann

benutzen wir die inverse Funktion der Exponential, der Logarithmus, und Satz
5.3.4, um zu schließen, dass f(x) = log(ef(x)) æ log(e) = 1. Um zu beweisen,

dass ef(x)
æ e, genügt es zu bemerken, dass e

log(1+x)
x = e

log

1
(1+x)

1
x

2

= (1+x) 1
x ,

und deshalb können wir (7.2.4) benutzen mit – = 1, um zu schließen, dass
e

log(1+x)
x = (1 + x) 1

x æ e.



7.3. EINIGE WICHTIGE GRENZWERTE 229

3. Es sei y = ax
≠ 1 und deshalb x = loga(y + 1) = log(y + 1)

log a
, wobei die letzte

Gleichheit eine Konsequenz von Übung 7.2.4 4. ist. Dann erhalten wir, dass

lim
xæ0

ax
≠ 1
x

= lim
yæ0

y

log(y + 1) log a = log a

wobei die erste Gleichheit aus Satz 5.3.4 kommt, und die letzte aus 2. dieser
Proposition.

4. Es sei f(x) := (1+x)–
≠1. Dann log(1+f(x)) = log

1
(1+x)–

2
= – log(1+x).

Deshalb haben wir, dass

(1 + x)–
≠ 1

x
= f(x)

x

log(1 + x)
log(1 + x) = f(x)

log(1 + f(x))
log(1 + x)

x
– æ – für x æ 0

wobei, um den Grenzwert zu berechnen, haben wir 2. dieser Proposition
zusammen mit Satz 5.3.4 benutzt (beachten Sie, dass f(x) æ 0 für x æ 0).
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8.1 Di�erenzierbarkeit: erste Eigenschaften und
Beispiele

Um das Konzept der Ableitung einzuführen, gehen wir von einem geometrischen
Problem aus. Betrachten wir den Graphen einer Funktion f : I ™ R æ R, wobei I
ein o�enes Intervall ist, wie in der Abbildung.

^

D= fig den

tiiii : i.fm#o**i
.

÷¥?thfh
D

l

l 7
Xo Xoth )

Figure 8.1.1

Wir fixieren einen Punkt P0 = (x0, f(x0)) auf dem Graph von f und nehmen
einen Punkt Ph ”= P0 auf dem Graph von f nahe genug an P0. Wir bezeichnen die
Koordinaten von Ph mit (x0 + h, f(x0 + h)), wobei h ”= 0. Da P0 ”= Ph ist, gibt es
genau eine Gerade durch P0 und Ph, deren Steigung gegeben ist durch

f(x0 + h) ≠ f(x0)
x0 + h ≠ x0

= f(x0 + h) ≠ f(x0)
h

.

Es ist auch nützlich, sich daran zu erinnern, dass diese Steigung genau die Tangente
des Winkels –h in der Abbildung ist, also dass

f(x0 + h) ≠ f(x0)
h

= tan –h .

Die Di�erenzierbarkeit der Funktion f in x0 bedeutet genau, dass es eine
“Grenzgerade” gibt, die Tangente genannt wird, deren Steigung der Grenzwert
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lim–æ0 tan –h ist, falls der Grenzwert existiert und endlich ist. Genauer gesagt
haben wir:

Definition 8.1.1
Es sei f : I æ R, wobei I ™ R ein o�enes Intervall ist und x0 œ I. Dann heißt
f di�erenzierbar in x0, wenn der Grenzwert

lim
hæ0

f(x0 + h) ≠ f(x0)
h

= lim
xæx0

f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

existiert und endlich ist. Dieser Grenzwert wird Ableitung von f in x0 genannt
und mit f Õ(x0) bezeichnet.

Es werden auch andere Notationen für die Ableitung in x0 verwendet, zum Beispiel
wird df

dx(x0) oft in anderen Büchern benutzt. Wir können dann eine neue Funktion
definieren, und zwar: es sei J ™ I die Teilmenge von I, sodass für alle x0 œ J die
Ableitung f Õ(x0) existiert. Die Ableitungsfunktion (oder kurz Ableitung) ist die
Funktion f Õ : J æ R, die zu jedem Punkt x0 die Ableitung f Õ(x0) zuordnet.
Bemerkung 8.1.1
Wir werden bald sehen, dass J leer sein könnte, d.h. dass es Funktionen existieren,
die zu keinem Punkt di�erenzierbar sind (siehe Beispiel 8.1.2). ˚

Wir erinnern daran, dass die Gleichung einer (nicht vertikalen) Gerade durch
einen Punkt (x0, y0) mit Steigung a gegeben ist durch

y = y0 + a(x ≠ x0) .

Daher, dank der Bedeutung der Ableitung in x0, ist die folgende Definition sehr
natürlich:

Definition 8.1.2
Es sei f : I æ R, wobei I ™ R ein o�enes Intervall ist und x0 œ I. Falls f Õ(x0)
existiert, ist die Tangente an dem Graphen von f in (x0, f(x0)) die Gerade,
deren Gleichung gegeben ist durch

y = f(x0) + f Õ(x0)(x ≠ x0) . (8.1.1)

Es sei g : R æ R die Funktion g(x) = f(x0) + f Õ(x0)(x ≠ x0), deren Graph genau
die Tangente an dem Graphen von f in (x0, f(x0)) ist. Es ist wichtig zu bemerken,
dass die Di�erenzierbarkeit von f in x0 nicht nur bedeutet, dass f(x) ≠ g(x) æ 0,
für x æ x0 (das bedeutet nur, dass f(x0) = g(x0)): sie bedeutet etwas stärker, und
zwar, dass

f(x) ≠ g(x)
x ≠ x0

æ 0 für x æ x0 .

Dann können wir die Di�erenzierbarkeit so umformulieren:
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Satz 8.1.1
Es sei f : I æ R, wobei I ™ R ein o�enes Intervall ist und x0 œ I. Dann ist f
di�erenzierbar in x0 genau dann, wenn ein a œ R existiert, sodass

lim
xæx0

f(x) ≠ f(x0) ≠ a(x ≠ x0)
x ≠ x0

= 0 .

In diesem Fall ist a genau f Õ(x0).

Bemerkung 8.1.2
Mit diesem Satz und der vorherigen Bemerkung kann geschlossen werden, dass
die Tangente zum Graphen von f in (x0, f(x0)) unter allen Geraden, die durch
(x0, f(x0)) verlaufen, die beste ist, die sich dem Graphen von f annähert. Tat-
sächlich nehmen wir an, dass f stetig in x0 ist (wir werden bald sehen, dass falls
f di�erenzierbar in x0 ist, dann muss sie auch stetig in x0 sein). Dann haben die
Geraden dieses Geradenbündels Gleichung y = f(x0) + b(x ≠ x0), und da sie durch
(x0, f(x0)) verlaufen, erfüllen sie f(x) ≠ f(x0) ≠ b(x ≠ x0) æ 0 für x æ x0. Aber
unter ihnen gibt es nur eine, die nicht nur f(x) ≠ f(x0) ≠ b(x ≠ x0) æ 0, sondern
auch f(x)≠f(x0)≠b(x≠x0)

x≠x0
æ 0 für x æ x0 erfüllt, und zwar die Gerade mit b = f Õ(x0).

Warum behandeln wir diese zweite Bedingung als stärker als die erste? Da
dies die erste Bedingung impliziert (wenn f(x) ≠ f(x0) ≠ b(x ≠ x0) nicht gegen Null
ging, konnte f(x)≠f(x0)≠b(x≠x0)

x≠x0
auch nicht gegen Null gehen; warum?) ˚
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Beweis: Falls f di�erenzierbar in x0 ist, dann wissen wir, dass limxæx0
f(x)≠f(x0)

x≠x0
existiert und gleich f Õ(x0) ist. Dann nehmen wir a = f Õ(x0) und bemerken, dass

lim
xæx0

f(x) ≠ f(x0) ≠ a(x ≠ x0)
x ≠ x0

= lim
xæx0

A
f(x) ≠ f(x0)

x ≠ x0

≠ f Õ(x0)
B

Dann, da der Grenzwerten limxæx0
f(x)≠f(x0)

x≠x0
existiert und gleich f Õ(x0) ist (und

natürlich existiert limxæx0 f Õ(x0), weil f Õ(x0) eine Konstante ist), erlaubt uns Satz
5.3.3 zu schließen, dass

lim
xæx0

A
f(x) ≠ f(x0)

x ≠ x0

≠ f Õ(x0)
B

= lim
xæx0

f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

≠ lim
xæx0

f Õ(x0) = f Õ(x0)≠f Õ(x0) = 0 .

Die Argumentation in der umgekehrten Richtung ist sehr ähnlich, und zwar: angenom-
men, dass es ein a œ R gibt, sodass limxæx0

f(x)≠f(x0)≠a(x≠x0)

x≠x0
= 0 , dann schreiben

wir
f(x) ≠ f(x0)

x ≠ x0

= f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

≠ a + a = f(x) ≠ f(x0) ≠ a(x ≠ x0)
x ≠ x0

+ a

und nochmal dank des Satzes 5.3.3 erhalten wir, dass

lim
xæx0

f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

= lim
xæx0

f(x) ≠ f(x0) ≠ a(x ≠ x0)
x ≠ x0

+ a = 0 + a = a .

Dann ist f di�erenzierbar in x0 mit Ableitung a.
Bemerkung 8.1.3
Wie für die Stetigkeit (siehe Bemerkung 5.2.1), ist die Di�erenzierbarkeit eine lokale
Eigenschaft d.h.:
Es seien f, g : I æ R zwei Funktionen und a œ I, sodass f und g gleich in einer
Umgebung von a sind, oder mit anderen Worten

÷”̃ > 0, sodass f(x) = g(x), für alle x œ U”̃(a)
.

Dann ist f in a di�erenzierbar genau dann, wenn g in a di�erenzierbar ist und gilt
f Õ(a) = gÕ(a).
Der Beweis ist für Sie eine einfache Übung. ˚

Es ist Zeit, einige Beispiele zu nennen:
Beispiel 8.1.1 1. Die konstante Funktion f : R æ R, f(x) = – für ein – œ R

ist di�erenzierbar, mit Ableitung f Õ(x) = 0 für alle x œ R. Dies ergibt sich
direkt aus der Definition der Ableitung als Grenzwert limxæx0

f(x)≠f(x0)

x≠x0
, da in

diesem einfachen Fall, f(x) ≠ f(x0) = 0 für alle x, x0 œ R ist.
Die richtigste Überlegung ist jedoch die geometrische (siehe Bemerkung 8.1.2):
Der Graph der konstanten Funktion ist (schon) eine Gerade, deshalb “heuris-
tisch” sollte die tangente Gerade zum Graph von f in einem beliebigen Punkt
(x0, f(x0)), die dem Graph von f am besten entspricht, der Graph von f selbst
sein, dessen Steigung Null ist.
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2. Ähnlich, es sei f : R æ R die Funktion f(x) = y0 + b(x ≠ x0), für ein b œ R.
Da der Graph eine Gerade ist, ist die tangente Gerade zum Graph von f in
einem beliebigen Punkt (x0, f(x0)) die Gerade y = y0 + b(x ≠ x0) selbst, die
Steigung b hat. Mit dem Satz 8.1.1 erhalten wir tatsätchlich, dass

lim
xæx0

f(x) ≠ f(x0) ≠ b(x ≠ x0)
x ≠ x0

= lim
xæx0

y0 + b(x ≠ x0) ≠ y0 ≠ b(x ≠ x0)
x ≠ x0

= 0 .

3. Es sei f : R æ R gegeben bei f(x) = x2 und x0 œ R. Dann ist f(x0 + h) ≠

f(x0) = (x0 + h)2
≠ x2

0
= 2x0h + h2, und deshalb

lim
hæ0

f(x0 + h) ≠ f(x0)
h

= lim
hæ0

2x0h + h2

h
= 2x0 .

Dann ist die Ableitungsfunktion f Õ : R æ R genau f Õ(x) = 2x.

4. Potenzfunktionen (mit natürlichem Exponenten):
Im Allgemeinen sei f(x) = xn, wobei n œ N, n Ø 1. Dann, mit der Hilfe des
Binomischen Satzes (Satz 1.4.6) erhalten wir, dass

f(x0 + h) ≠ f(x0) = (x0 + h)n
≠ xn

0
=

nÿ

k=0

A
n

k

B

hkxn≠k
0

≠ xn
0

=
nÿ

k=1

A
n

k

B

hkxn≠k
0

=

=
A

n

1

B

hxn≠1

0
+ h2

nÿ

k=2

A
n

k

B

hk≠2xn≠k
0

= nhxn≠1

0
+ h2

nÿ

k=2

A
n

k

B

hk≠2xn≠k
0

und deshalb

lim
hæ0

f(x0 + h) ≠ f(x0)
h

= lim
hæ0

A

nxn≠1

0
+ h

nÿ

k=2

A
n

k

B

hk≠2xn≠k
0

B

= nxn≠1

0
.

Wir haben dann bewiesen, dass f Õ : R æ R gegeben ist durch f Õ(x) = nxn≠1.
Also haben wir gezeigt, dass

Für alle n œ N ist die Ableitung der Funktion f : R æ R, f(x) = xn

gegeben durch

f Õ : R æ R, f Õ(x) = d

dx
xn = nxn≠1 .

Wir bemerken, dass falls n = 0, f konstant ist, und diese Formel gibt uns
f Õ = 0, die widerspruchsfrei mit 1. ist.

5. Exponentialfunktionen: Es sei f : R æ R die Exponentialfunktion mit
Basis a > 0, f(x) = ax. Wir bemerken, dass

f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

= ax
≠ ax0

x ≠ x0

= ax0(ax≠x0 ≠ 1)
x ≠ x0

.
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Dann, dank der Proposition 7.3.1 3. und des Satzes 5.3.4 können wir schließen,
dass

lim
xæx0

ax
≠ ax0

x ≠ x0

= lim
xæx0

ax0(ax≠x0 ≠ 1)
x ≠ x0

= ax0 lim
yæ0

ay
≠ 1
y

= ax0 log a.

Also haben wir bewisesn, dass

Es sei f : R æ R die Exponentialfunktion, f(x) = ax, wobei a > 0, dann

f Õ : R æ R, f Õ(x) = d

dx
ax = ax log a .

6. Logarithmus: Es sei f : R>0 æ R die Logarithmusfunktion f(x) = log x.
Wir bemerken, dass

f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

= log x ≠ log x0

x ≠ x0

=
log

1
x
x0

2

x0

1
x
x0

≠ 1
2 = 1

x0

log(1 + g(x))
g(x)

wobei g(x) = x
x0

≠1. Dann, dank der Proposition 7.3.1 2. und des Satzes 5.3.4
erhalten wir, dass

lim
xæx0

log(x) ≠ log(x0)
x ≠ x0

= 1
x0

lim
yæ0

log(1 + y)
y

= 1
x0

.

Also haben wir bewiesen, dass:

Es sei f : R>0 æ R die Logarithmusfunktion, f(x) = log(x), dann

f Õ : R>0 æ R, f Õ(x) = d

dx
log(x) = 1

x
.

Mit Übung 7.2.4 4. können wir auch schließen, dass gegeben f : R>0 æ R,
f(x) = loga x für ein a > 0, a ”= 1, dann ist

f Õ(x) = d

dx
loga(x) = 1

x log a

7. Sinus- und Cosinusfunktionen: Zunächst erinnern wir uns an folgende
Formeln:
Für alle –, — œ R gilt

sin – ≠ sin — = 2 cos – + —

2 sin – ≠ —

2 (8.1.2)

cos – ≠ cos — = ≠2 sin – + —

2 sin – ≠ —

2 . (8.1.3)
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Es sei f : R æ R die Sinusfunktion, f(x) = sin x und mit der Hilfe der ersten
Identität hier oben bemerken wir, dass

sin x ≠ sin x0

x ≠ x0

= 2
cos

1
x+x0

2

2
sin

1
x≠x0

2

2

x ≠ x0

.

Da limyæ0

sin(y)

y = 1 und die Cosinusfunktion stetig ist, dank des Satzes 5.3.4
erhalten wir, dass

lim
xæx0

sin x ≠ sin x0

x ≠ x0

= lim
xæx0

cos
1x + x0

2
2

lim
yæ0

sin y

y
= cos x0 ,

wobei natürlich ist y = x≠x0
2

. Dann

Es sei f : R æ R die Sinusfunktion, f(x) = sin(x), dann

f Õ : R æ R, f Õ(x) = d

dx
sin(x) = cos(x) .

Mit der zweiten Formel hier oben kann es bewiesen werden, dass

Es sei f : R æ R die Cosinusfunktion, f(x) = cos(x), dann

f Õ : R æ R, f Õ(x) = d

dx
cos(x) = ≠ sin(x) .

Bisher haben wir die Ableitung von Funktionen gefunden, so dass die Defini-
tionsmenge der Ableitung die gleiche ist wie die der Funktion. Dies ist o�ensichtlich
nicht immer der Fall, wie das folgende Beispiel zeigt:

8. Betragsfunktion: Es sei f : R æ R die Betragsfunktion,

f(x) = |x| =

Y
]

[
x wenn x Ø 0
≠x wenn x < 0 .

Es sei x0 > 0. Da (0, +Œ) ™ R o�en ist, für jeden x0 œ (0, +Œ) können wir
eine (o�ene) Umgebung U(x0) von x0 finden, die ganz in (0, +Œ) liegt. Dann,
in der Definition des Grenzwertes für x æ x0, Definition 5.3.2, können wir
immer annehmen, dass die Umgebungen U”(x0) ganz in (0, +Œ) liegen. In der
Tat, wenn nicht, können wir U”(x0) mit U”(x0) fl U(x0) ersetzen, die noch eine
o�ene Umgebung von x0 ist. Mit dieser Wahl erhalten wir, dass f(x) = x für
alle x œ U”(x0), und deshalb

lim
xæx0

f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

= lim
xæx0

x ≠ x0

x ≠ x0

= 1 für alle x0 œ (0, +Œ) .
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Ähnlich für jeden x0 œ (≠Œ, 0) können wir in Definition 5.3.2 immer Umge-
bungen U”(x0) von x0 wählen, sodass f(x) = ≠x für alle x œ U”(x0), und
deshalb

lim
xæx0

f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

= lim
xæx0

≠x ≠ (≠x0)
x ≠ x0

= ≠1 für alle x0 œ (0, +Œ) .

Was passiert in x0 = 0? Der Ursprung ist ein Randpunkt der beiden Intervallen
(0, +Œ) und (≠Œ, 0), und deshalb schneidet jede Umgebung von 0 beide
Intervalle. Deshalb können wir nicht annehmen, dass wir immer Umgebungen
finden können, wo die Funktion f immer x oder ≠x ist, was impliziert, dass:
Für jede Umgebung U von 0 gibt es Punkte x œ U , in denen f(x)≠0

x≠0
= x

x = 1 und
Punkte, in denen f(x)≠0

x≠0
= ≠x

x = ≠1. Deshalb kann der Grenzwert limxæ0

f(x)

x

nicht existieren! (Warum ist das so? Übung).
Also können wir schließen, dass

Es sei f : R æ R die Betragsfunktion, f(x) = |x|, dann

f Õ : R \ {0} æ R, f Õ(x) =

Y
]

[
1 falls x > 0
≠1 falls x < 0

.

˙

Bis jetzt sind alle betrachtenten Funktionen stetig. Was ist dann die Beziehung
zwischen dem Konzept von Stetigkeit und Di�erenzierbarkeit?

Satz 8.1.2
Es sei f : I æ J eine Funktion, die di�erenzierbar in x0 œ I ist, wobei I ein
o�enes Intervall ist. Dann ist f stetig in x0.

Beweis: Um die Stetigkeit im Punkt x0 zu beweisen, benutzen wir die Charakte-
risierung der Stetigkeit gegeben in Satz 5.3.1: da x0 œ I und I o�en ist, sind alle
Punkte Häufungspunkte, und deshalb müssen wir nur beweisen, dass limxæx0 f(x) =
f(x0) oder, äquivalent gesagt, dass limxæx0(f(x) ≠ f(x0)) = 0 (Übung: Beweisen
Sie diese Äquivalenz). Wir bemerken, dass

limxæx0(f(x) ≠ f(x0)) = limxæx0
f(x)≠f(x0)

x≠x0
(x ≠ x0) =

= limxæx0
f(x)≠f(x0)

x≠x0
limxæx0(x ≠ x0) = f Õ(x0) · 0 = 0 .

Beachten Sie, dass die dritte Gleichheit gilt, weil wir bereits wissen, dass die beiden
Grenzwerte limxæx0

f(x)≠f(x0)

x≠x0
und limxæx0(x ≠ x0) existieren.
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Beispiel 8.1.2
Die Funktion f : R æ R, die definiert ist durch

f(x) =

Y
]

[
1 falls x œ Q
0 falls x œ R \ Q

ist in keinem Punkt stetig (siehe Seite 151) und deshalb in keinem Punkt di�eren-
zierbar.

Es gibt aber Funktionen, die in jedem Punkt der ihren Definitionsmengen stetig
sind, und in keinem Punkt di�erenzierbar! Ein solches Beispiel wurde von Weierstraß
gegeben und ist daher als Weierstraß-Funktion bekannt. Die Konstruktion dieses
Beispiels und die Überprüfung seiner Eigenschaften erfordern mehr Techniken als
wir zur Verfügung haben und werden später durchgeführt. Wir werden hier nur das
Bild (aus Wikipedia) geben: Der Graph der Funktion sieht aus wie ein Fraktal und
zeigt an jedem Punkt das gleiche Problem wie die Betragsfunktion bei x = 0, siehe
Beispiel 8.1.1 8. und Abbildung 8.1.3. ˙

- 2 - 1 1 2
x

- 2

- 1

1

2

f (x)

Figure 8.1.3: Von Eeyore22 - Own work, Public Domain,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=5075959

Um die Ableitungen von “komplizierteren” Funktionen zu berechnen, müssen
wir zwei Sätze einführen und beweisen: Der erste veranschaulicht die sogenannte
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“Algebra der Ableitungen” (Wie verhalten sich die Ableitungen von Summen, Pro-
dukten und Quotienten von Funktionen?), während wir im zweiten untersuchen, wie
sich die Ableitung einer Verknüpfung von zwei Funktionen verhält.

Satz 8.1.3
Es sei I ein o�enes Intervall und x0 œ I. Seien f, g : I æ R zwei Funktionen,
die in x0 di�erenzierbar sind mit Ableitungen f Õ(x0) und gÕ(x0). Dann folgt
daraus, dass

1. f + g di�erenzierbar in x0 ist mit Ableitung

(f + g)Õ(x0) = f Õ(x0) + gÕ(x0) ;

2. für alle – œ R, – · f di�erenzierbar in x0 ist mit Ableitung

(⁄f)Õ(x0) = ⁄f Õ(x0) ;

3. f · g di�erenzierbar in x0 ist mit Ableitung

(f · g)Õ(x0) = f Õ(x0)g(x0) + f(x0)gÕ(x0) ;

4. falls g(x0) ”= 0, f

g
di�erenzierbar in x0 ist mit Ableitung

A
f

g

BÕ

(x0) = f Õ(x0)g(x0) ≠ f(x0)gÕ(x0)
g(x0)2

.

Beweis: Es sei x0 wie oben fest, und �f : I æ R die Funktion �f(x) := f(x)≠f(x0)
und wir bemerken, dass

f Õ(x0) = lim
xæx0

�f(x)
x ≠ x0

.

1. Wir bemerken einfach, dass �(f + g) = �(f) + �(g), und deshalb ist

lim
xæx0

(f + g)(x) ≠ (f + g)(x0)
x ≠ x0

= lim
xæx0

�(f + g)
x ≠ x0

= lim
xæx0

�(f) + �(g)
x ≠ x0

=

= lim
xæx0

�f

x ≠ x0

+ lim
xæx0

�g

x ≠ x0

=

= f Õ(x0) + gÕ(x0) ,

wo wir in der dritten Gleichheit Satz 5.3.3 (i) verwendet haben.
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2. Dies lässt sich leicht ableiten, wenn man beobachtet, dass �(–f) = –�(f).
Dann kann man wie oben Satz 5.3.3 (ii) benutzen, um die Behauptung zu
schließen. Die Details bleiben dem Leser überlassen.

3. Wir bemerken zunächst, dass es nicht wahr ist, dass �(f · g) = �(f)�(g)! In
der Tat haben wir, dass

�(f · g)(x) = (f · g)(x) ≠ (f · g)(x0) =

= f(x)g(x) ≠ f(x0)g(x) + f(x0)g(x) ≠ f(x0)g(x0) =

= (f(x) ≠ f(x0))g(x) + f(x0)(g(x) ≠ g(x0)) =

= �f(x)g(x) + f(x0)�g(x) .

Dazu bemerken wir, dass g stetig in x0 ist (Satz 8.1.2) und deshalb limxæx0 g(x) =
g(x0), weil x0 ein Häufungspunkt der Menge I ist (siehe Satz 5.3.1). Dann,
mit der Hilfe von Satz 5.3.3 (i) und (iii), gilt

lim
xæx0

(f · g)(x) ≠ (f · g)(x0)
x ≠ x0

= lim
xæx0

�(f · g)(x)
x ≠ x0

=

= lim
xæx0

�f(x)g(x) + f(x0)�g(x)
x ≠ x0

=

= f Õ(x0)g(x0) + f(x0)gÕ(x0) .

Wir bemerken, dass die Ableitung der Funktion –f , wobei – œ R, mit der
Hilfe dieser Berechnung und des Beispieles 8.1.1 1. berechnet werden kann.

4. Wir bemerken zunächst, dass, falls g(x0) ”= 0, es eine Umgebung U von x0 gibt,
in der g(x) ”= 0 für alle x œ U (warum ist das so?). Dann ist die Funktion 1

g (x)
wohldefiniert in U , und so ist �

1
1

g

2
(x). Wir bemerken, dass für alle x œ U

gilt

�
A

1
g

B

(x) = 1
g(x) ≠

1
g(x0)

= g(x0) ≠ g(x)
g(x)g(x0)

= ≠
�g(x)

g(x)g(x0)
,

und deshalb, da g stetig in x0 ist (Satz 8.1.2), mit der Hilfe von Sätzen 5.3.1
und 5.3.3 schließen wir, dass

lim
xæx0

�
1

1

g

2
(x)

x ≠ x0

= lim
xæx0

≠
�g(x)
x ≠ x0

·
1

g(x)g(x0)
= ≠

gÕ(x0)
g(x0)2

. (8.1.4)

Deshalb ist 1

g (x) in x0 di�erenzierbar mit Ableitung
1

1

g

2Õ
(x0) = ≠

gÕ
(x0)

g(x0)2 .
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Um zu beweisen, dass f
g di�erenzierbar in x0 ist und um die Ableitung zu

berechnen, genügt es zu verwenden, was wir in 3. dieses Satzes bewiesen
haben zusammen mit (8.1.4). In der Tat haben wir, dass

1
f
g

2Õ
(x0) =

1
f ·

1

g

2Õ
(x0)

3.und (8.1.4)= f Õ(x0) 1

g(x0)
+ f(x0)

1
≠

gÕ
(x0)

g(x0)2

2

= f Õ(x0)g(x0) ≠ f(x0)gÕ(x0)
g(x0)2

.

Satz 8.1.4
(Kettenregel) Es seien I und J o�ene Intervalle und g : I æ R, f : J æ R
Funktionen mit g(I) ™ J . Es sei x0 œ I und nehmen wir an, dass g in x0 und f
in g(x0) di�erenzierbar sind. Dann ist f ¶ g in x0 di�erenzierbar mit Ableitung
gegeben durch

(f ¶ g)Õ(x0) = f Õ(g(x0))gÕ(x0) .

Beweis: Die anfängliche (falsche!!) Idee ist die folgende: Schreiben wir

lim
xæx0

(f ¶ g)(x) ≠ (f ¶ g)(x0)
x ≠ x0

= lim
xæx0

f(g(x)) ≠ f(g(x0))
g(x) ≠ g(x0)

g(x) ≠ g(x0)
x ≠ x0

und dann bemerken wir, dass für x æ x0 =∆ g(x) æ g(x0) und deshalb, dank des
Satzes 5.3.4, sollte der obige Grenzwert genau f Õ(g(x0))gÕ(x0) sein.

Was ist dann das Problem? Das Problem ist, dass, um den Grenzwert einer
Funktion für x æ x0 zu berechnen, müssen wir zuerst wissen, dass die Funktion
in U \ {x0} definiert ist, wobei U eine Umgebung von x0 ist. In diesem Fall wis-
sen wir apriori nicht, ob es eine Umgebung U von x0 gibt, sodass die Funktion
(f ¶ g)(x) ≠ (f ¶ g)(x0)

g(x) ≠ g(x0)
wohldefiniert in U \ {x0} ist. Mit anderen Worten, könnte

es sein, dass x0 ein Häufungspunkt der Menge {x œ I | g(x) ≠ g(x0) = 0} ist (also,
dass x0 kein isolierter Punkt der Menge der Nullstelle der Funktion g(x) ≠ g(x0) ist;
siehe die Hypothesen von Satz 5.3.4!).

Dann wird der folgende Trick verwendet: Wir definieren die Funktion

F (y) :=

Y
_]

_[

f(y) ≠ f(g(x0))
y ≠ g(x0)

für y ”= g(x0)

f Õ(g(x0)) für y = g(x0) .

Wir bemerken, dass F wohldefiniert in J ist und dass

lim
yæg(x0)

F (y) = lim
yæg(x0)

f(y) ≠ f(g(x0))
y ≠ g(x0)

= f Õ(g(x0)) = F (g(x0)) (8.1.5)
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weil f di�erenzierbar in g(x0) ist (warum gilt die erste Gleichheit?). Dehalb ist F
stetig in y = g(x0). Aus (8.1.5), aus der Stetigkeit von g in x0 (Satz 8.1.2) und aus
Satz 5.2.4 folgt es, dass

lim
xæx0

F (g(x)) = F (g(x0)) = f Õ(g(x0)) . (8.1.6)

Dazu gilt für alle x œ I, dass

f(g(x)) ≠ f(g(x0)) = F (g(x))(g(x) ≠ g(x0)) . (8.1.7)

In der Tat, falls g(x) = g(x0), sind beide Seiten Null. Falls nicht, dann ist F (g(x))

genau f(g(x)) ≠ f(g(x0))
g(x) ≠ g(x0)

.
Endlich, mit der Hilfe von Satz 5.3.3 können wir schließen, dass

lim
xæx0

f(g(x)) ≠ f(g(x0))
x ≠ x0

(8.1.7)= lim
xæx0

F (g(x))g(x) ≠ g(x0)
x ≠ x0

= lim
xæx0

F (g(x)) lim
xæx0

g(x) ≠ g(x0)
x ≠ x0

(8.1.6)= f Õ(g(x0))gÕ(x0) ,

wobei in der letzen Gleichheit die Di�erenzierbarkeit von g in x0 benutzt wird.

Mit den Sätzen 8.1.3 und 8.1.4 und mit den Ableitungen, die wir schon in
Beispiel 8.1.1 berechnet haben, können wir die Ableitungen vieler Funktionen berech-
nen:

Beispiel 8.1.3 • Tangens- und Kotangensfunktion: Es sei tan : R \ D æ R
die Tangensfunktion, wobei D = {x œ R | x = fi

2
+ kfi, k œ Z}. Aus der

Trigonometrie wissen wir, dass tan x = sin x
cos x . Deshalb haben wir, dass

d

dx
tan x = (cos x)2

≠ (≠ sin x)(sin x)
(cos x)2

= (cos x)2 + (sin x)2

(cos x)2
= 1

(cos x)2
= 1+(tan x)2 .

Also haben wir bewiesen, dass

Es sei tan : R \ D æ R die Tangensfunktion. Dann

(tan)Õ : R \ D æ R, (tan)Õ(x) = d

dx
tan x = 1

(cos x)2
= 1 + (tan x)2 .

Ähnlich kann es bewiesen werden, dass
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Es sei cot : R \ DÕ
æ R die Kotangensfunktion, wobei

DÕ = {x œ R | x = kfi, k œ Z}. Dann

(cot)Õ : R\DÕ
æ R æ R, (cot)Õ(x) = d

dx
cot x = ≠

1
(sin x)2

= ≠1≠(cot x)2 .

• Potenzfunktionen (mit reellem Exponenten):
Es sei h : R>0 æ R die Funktion h(x) = x–, für ein – œ R. Wir haben schon
bewiesen (siehe Beispiel 8.1.1 4.), dass, falls – œ N, ist hÕ(x) = –x–≠1. Wir
beweisen, dass diese Tatsache auf reelle Exponenten verallgemeinert wird. In
der Tat können wir x– als elog(x–

) schreiben (weil der Logarithmus die inverse
Funktion des Exponential ist) und elog(x–

) = e– log x (Übung 7.2.4 2.). Dann
definieren wir g : R>0 æ R, g(x) = – log(x) und f : R æ R, f(y) = ey. Es
ist leicht zu bemerken, dass f ¶ g = h. Mit der Hilfe der Ableitungen der
Logarithmusfunktion und Exponentialfunktion, die wir schon in Beispiel 8.1.1
berechnet haben, und mit Satz 8.1.4, können wir dann schließen, dass

d

dx
x– = (f ¶ g)Õ(x) = f Õ(g(x))gÕ(x) = e– log x –

x
= x– –

x
= –x–≠1 .

Also haben wir bewiesen, dass

Es sei h : R>0 æ R die Potenzfunktion h(x) = x– für ein – œ R, dann

hÕ : R>0 æ R, hÕ(x) = d

dx
x– = –x–≠1 .

˙

Ein weiterer wichtiger Satz ist der, mit dem wir die Ableitung der Umkehrfunk-
tion berechnen können:

Satz 8.1.5
(Ableitung der Umkehrfunktion)
Es sei I ein o�enes Intervall und f : I æ J eine bijektive, stetige Funktion.
Nehmen wir an, dass f in x0 di�erenzierbar ist mit Ableitung f Õ(x0) ”= 0. Dann
ist f≠1 : J æ I in y0 := f(x0) di�erenzierbar mit Ableitung

(f≠1)Õ(y0) = 1
f Õ(f≠1(y0))

. (8.1.8)

Beweis: Für y æ y0 mit y ”= y0 müssen wir beweisen, dass der Grenzwert

lim
yæy0

f≠1(y) ≠ f≠1(y0)
y ≠ y0
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existiert und wie in (8.1.8) gegeben ist. Es sei x = f≠1(y). Wir bemerken, dass
wenn y ”= y0 dann auch x ”= x0 ist (Injektivität von f≠1). Also haben wir, dass für
alle y ”= y0

f≠1(y) ≠ f≠1(y0)
y ≠ y0

= x ≠ x0

f(x) ≠ f(x0)
= 1

f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

. (8.1.9)

Es sei G(x) := 1
f(x) ≠ f(x0)

x ≠ x0

, definiert für alle x ”= x0. Dann, nach (8.1.9), ist

G(f≠1(y)) genau f≠1
(y)≠f≠1

(y0)

y≠y0
. Da f di�erenzierbar in x0 ist und f Õ(x0) ”= 0, erhal-

ten wir, dass
lim

xæx0
G(x) = 1

f Õ(x0)
.

Dazu impliziert Satz 7.1.4, dass f≠1 stetig ist und deshalb, falls y æ y0, strebt auch
x = f≠1(y) æ f≠1(y0) = x0. Mit Satz 5.3.4 können wir schließen, dass

1
f Õ(x0)

= lim
xæx0

G(x) = lim
yæy0

G(f≠1(y)) = lim
yæy0

f≠1(y) ≠ f≠1(y0)
y ≠ y0

.

Deshalb ist f≠1 in y0 di�erenzierbar mit Ableitung 1

f Õ(x0)
= 1

f Õ(f≠1(y0))
.

Beispiel 8.1.4
In diesen Beispielen diskutieren wir die trigonometrischen Funktionen, die, ob-
wohl sie nicht invertierbar sind (weil sie periodisch sind), bei entsprechender Ein-
schränkung invertierbar sind, und berechnen die Ableitung der Inversen.

(i) Der Arkussinus: Die Sinusfunktion sin : R æ R ist nicht invertiertbar. Aber
wir wollen zeigen, dass die Einschränkung sin : (≠fi

2
, fi

2
) æ (≠1, 1) invertierbar

ist. Wir zeigen, dass sie in der Tat streng monoton wachsend in (≠fi
2
, fi

2
) ist,

d.h. für jede ≠
fi
2

< x < y < fi
2

ist sin(x) < sin(y), die die Injektivität impliziert.
Die Surjektivität ist eine einfache Übung für Sie.
Wir bemerken zunächst, dass

sin(y) ≠ sin(x) = 2 cos
3

x + y

2

4
sin

3
y ≠ x

2

4
.

Aus ≠
fi
2

< x < y < fi
2

erhalten wir, dass ≠
fi
2

< x+y
2

< fi
2

und deshalb ist, für
solche Werte von x und y, cos

1
x+y

2

2
> 0. Wir erhalten auch, dass

0 < y ≠x < fi und wir haben in diesem Fall, dass sin
1

y≠x
2

2
> 0. Dann können

wir schließen, dass für jede ≠
fi
2

< x < y < fi
2

ist sin(y) ≠ sin(x) > 0.
Die Umkehrfunktion der Sinusfunktion, sin : (≠fi

2
, fi

2
) æ (≠1, 1) heißt

Arkussinus und wird mit arcsin bezeichnet. Also ist arcsin : (≠1, 1) æ

(≠fi
2
, fi

2
).
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Wir haben schon bewiesen, dass die Sinusfunktion stetig ist (siehe Beispiel
5.2.1 (iii)) und deshalb, dank des Satzes 7.1.4, ist auch arcsin : (≠1, 1) æ

(≠fi
2
, fi

2
) stetig. Da d

dx sin(x) = cos(x) > 0 für alle x œ (≠fi
2
, fi

2
), können wir

schon aus Satz 8.1.5 schlussfolgern, dass der Arksinus di�erenzierbar ist. Dazu,
wenn wir mit f die Sinusfunktion bezeichnen, ist die Ableitung von arcsin =
f≠1 genau

(f≠1)Õ(y) = 1
f Õ(f≠1(y)) = 1

cos(arcsin(y)) = 1
Ò

1 ≠ sin2(arcsin(y))
= 1

Ô
1 ≠ y2

.

Wir können diese Ergebnisse so zusammenfassen:

Der Arkussinus arcsin : (≠1, 1) æ (≠fi
2
, fi

2
) ist in jedem Punkt y œ (≠1, 1)

di�erenzierbar, mit Ableitung gegeben durch

d

dy
arcsin(y) = 1

Ô
1 ≠ y2

.

(ii) Der Arkuskosinus: Es ist für Sie eine Übung zu beweisen, dass
1. cos : (0, fi) æ R streng monoton fallend ist und deshalb injektiv;

Hinweis: Benutzen Sie die Formel aus der Trigonometrie:

cos(y) ≠ cos(x) = ≠2 sin
3

x + y

2

4
sin

3
y ≠ x

2

4

2. cos : (0, fi) æ (≠1, 1) bijektiv ist;
3. Die Umkehrabbildung arccos : (≠1, 1) æ (0, fi), die Arkuskosinus genannt

wird, ist in jedem Punkt y œ (≠1, 1) di�erenzierbar und gilt

d

dy
arccos(y) = ≠

1
Ô

1 ≠ y2
.

4. Aus diesen Formeln erhalten wir, dass

d

dy
arccos(y) + d

dy
arcsin(y) = 0 für alle y œ (≠1, 1).

Finden Sie einen geometrischen Grund für die obige Gleichheit.
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Mit dieser Übung haben Sie bewiesen, dass

Der Arkuskosinus arccos : (≠1, 1) æ (0, fi) ist in jedem Punkt y œ (≠1, 1)
di�erenzierbar, mit Ableitung gegeben durch

d

dy
arccos(y) = ≠

1
Ô

1 ≠ y2
.

(iii) Der Arkustangens: Es sei tan : R \ D æ R die Tangensfunktion, wobei
D = {x œ R | x = fi

2
+ kfi, k œ Z}. Da sie periodisch ist, ist sie nicht injektiv.

Aber die Einschränkung tan :
1

≠
fi
2
, fi

2

2
æ R ist bijektiv und streng monoton

wachsend. Der Beweis dieser zwei Tatsachen ist für Sie eine Übung.
Hinweis: Für die strenge Monotonie, benutzen Sie die Formel aus der Trigonome-
trie:

tan(y) ≠ tan(x) = tan(y ≠ x)
1
1 + tan x tan y

2
.

Dann ist tan :
1
≠

fi
2
, fi

2

2
æ R invertierbar, und die Umkehrfunktion arctan : R æ

1
≠

fi
2
, fi

2

2
heißt Arkustangens. Aus Satz 7.1.4 können wir schon schließen, dass

der Arkustangens stetig ist. Aber Satz 8.1.5 impliziert sofort, dass der Arkus-
tangens in jedem Punkt di�erenzierbar ist. In der Tat ist die Tangensfunktion
di�erenzierbar mit Ableitung d

dx tan(x) = 1+(tan x)2, die immer strikt positiv
ist. Dann ist die Formel der Ableitung von Arkustangens gegeben durch

d

dy
arctan(y) = 1

1 + (tan(arctan(y)))2
= 1

1 + y2
.

Deshalb haben wir bewiesen, dass

Der Arkustangens arctan : R æ

1
≠

fi
2
, fi

2

2
ist in jedem Punkt y œ R

di�erenzierbar, mit Ableitung gegeben durch

d

dy
arctan(y) = 1

1 + y2
.

(iv) Der Arkuskotangens: Es ist für Sie eine Übung zu beweisen, dass
1. Die Kotangensfunktion cot : (0, fi) æ R bijektiv ist (für die Injektivität,

beweisen Sie, dass der Kotangens streng monoton fallend ist);

2. Die Umkehrabbildung arccot : R æ (0, fi), die Arkuskotangens genannt
wird, ist in jedem Punkt y œ R di�erenzierbar und gilt

d

dy
arccot(y) = ≠

1
1 + y2

.
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3. Aus diesen Formeln erhalten wir, dass

d

dy
arctan(y) + d

dy
arccot(y) = 0 für alle y œ R.

Finden Sie einen geometrischen Grund für die obige Gleichheit.

Mit dieser Übung haben Sie bewiesen, dass

Der Arkuskotangens arccot : R æ (0, fi) ist in jedem Punkt y œ R di�eren-
zierbar, mit Ableitung gegeben durch

d

dy
arccos(y) = ≠

1
1 + y2

.

˙

Wir schließen dieses Kapitel mit einer natürlicher Definition:

Definition 8.1.3
Es sei I ein o�enes Intervall und f : I æ R eine Funktion, die di�erenzierbar
in I ist. Nehmen wir an, dass f Õ : I æ R wieder di�erenzierbar in I ist. Dann
heißt f zweimal di�erenzierbar und die Funktion

f ÕÕ : I æ R f ÕÕ(x) := (f Õ)Õ(x)

wird zweite Ableitung genannt.

Mit einer induktiven Argumentation können alle höheren Ableitungen definiert wer-
den, nämlich: Gegeben n œ N, definieren wir f (0) := f . Dann nehmen wir an, dass
f (n≠1) : I æ R definiert wird und dass sie di�erenzierbar in I ist. Dann definiert
man

f (n) := (f (n≠1))Õ ,

die n-te Ableitung genannt wird.
Gegeben I o�enes Intervall und eine Funktion f : I æ R, sodass f (k) : I æ R

existiert für alle 0 Æ k Æ n, sagen wir, dass f n-Mal di�erenzierbar in I ist.
Falls alle höheren Ableitungen existieren, dann sagen wir, dass f unendlich oft
di�erenzierbar ist.

Beispiel 8.1.5
Die Exponentialfunktion f : R æ R, f(x) = ex ist unendlich oft di�erenzierbar, mit
höheren Ableitungen gegeben durch f (n)(x) = ex. ˙
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Übung 8.1.1 1. Es sei f : R æ R die Potenzfunktion f(x) = xn mit n œ N.
Beweisen Sie (mit Induktion), dass sie unendlich oft di�erenzierbar ist mit
höheren Ableitungen gegeben durch

f (k)(x) =

Y
]

[
n(n ≠ 1) · · · (n ≠ k + 1)xn≠k für alle 0 Æ k Æ n

0 für alle k > n .

2. Beweisen Sie, dass die Sinus- und Kosinusfunktion unendlich oft di�erenzierbar
sind, und finden Sie eine Formel für ihre höheren Ableitungen.

3. Es seien f : I æ R und g : I æ R zwei Funktionen, die unendlich oft dif-
ferenzierbar sind. Beweisen Sie die folgende Formel (die Leibnizsche Regel
genannt wird):

(f · g)(n) =
nÿ

k=0

A
n

k

B

f (n≠k)g(k) . (8.1.10)

˝

Gegeben ein o�enes Intervall I, wird die Menge aller Funktionen f : I æ R,
die n-Mal di�erenzierbar sind und sodass die n-te Ableitung stetig ist, mit Cn(I,R)
bezeichnet, für alle n œ N. Die Menge der Funktionen, die unendlich oft di�eren-
zierbar sind, wird mit CŒ(I,R) bezeichnet. Wir bemerken, dass falls f (k) existiert,
impliziert Satz 8.1.2, dass f (k≠1) stetig ist, für alle k Ø 1. Dazu bemerken wir, dass
alle Ableitungen einer Funktion in CŒ(I,R) stetig sind. Deshalb sind die Mengen
C(n)(I,R) in Zusammenhang gebracht:

C0(I,R) ´ C1(I,R) ´ C2(I,R) ´ · · · ´ CŒ(I,R) .

8.2 Funktionseigenschaften und Ableitungen
In diesem sehr wichtigen Abschnitt wollen wir einige Funktionseigenschaften,

wie zum Beispiel die Monotonie, die Existenz der (lokalen) Maxima und Minima
mit der Ableitung in Verbindung bringen.

8.2.1 Erste Ableitung, Extrema und Monotonie
In Definition 5.5.1 haben wir schon globale Maxima und Minima einer Funktion

definiert. Wir wiederholen ihre Definition in diesem Zusammenhang und definieren
lokale Maxima und Minima.

Definition 8.2.1
Es sei I ™ R eine nichtleere Teilmenge von R, f : I æ R eine Funktion und
x0 œ I.
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• x0 ist ein globales Maximum von f in I, falls f(x0) Ø f(x) für alle
x œ I;

• x0 ist ein globales Minimum von f in I, falls f(x0) Æ f(x) für alle
x œ I;

• x0 ist ein lokales Maximum von f , falls eine Umgebung U”(x0) existiert,
sodass f(x0) Ø f(x) für alle x œ U”(x0) fl I;

• x0 ist ein lokales Minimum von f , falls eine Umgebung U”(x0) existiert,
sodass f(x0) Æ f(x) für alle x œ U”(x0) fl I;

Lokale bzw. globale Maxima oder Minima werden lokale bzw. globale Ex-
trema genannt.

Wir wollen nun die Ableitung von f (wenn sie existiert) benutzen, um Infor-
mationen über die Extrema von f zu erhalten. Eine erste wichtige Bemerkung ist,
dass die Ableitung als Grenzwert für x æ x0 definiert wurde. Dehalb kann uns
die Ableitung nur Informationen geben für Punkte, die Häufungspunkte für I sind.
Falls x0 ein innerer Punkt von I ist, dann ist er sicher ein Häufungspunkt und die
Ableitung kann definiert werden. Im nächsten Satz werden wir dann das Verhalten
der Ableitung analysieren, für Extrema, die innere Punkte sind.

Satz 8.2.1
(Satz von Fermat) Es sei f : I æ R eine Funktion und nehmen wir an, dass
x0 ein Extremum ist. Wenn

(i) x0 ein innerer Punkt von I ist und

(ii) f Õ(x0) existiert,

dann muss f Õ(x0) = 0 sein.

Die intuitive geometrische Idee ist die Folgende: Falls x0 ein inneres Extremum ist
und falls die Tangente von f in x0 existiert, dann muss die Tangente horizontal sein,
siehe Abbildung 8.2.1.

Bevor wir den Satz beweisen, machen wir ein paar Bemerkungen.

Bemerkung 8.2.1 • Angenommen, dass f di�erenzierbar in x0 ist und dass x0

ein innerer Punkt ist, ist die Bedingung, dass f Õ(x0) = 0, nur eine notwendige
Bedingung. Zum Beispiel, gegeben f : R æ R, f(x) = x3, kann es einfach
gesehen werden, dass f di�erenzierbar in R ist, und dass alle Punkte in R
innere Punkte sind. Dann suchen wir eine Lösung von f Õ(x) = 0 und, da
f Õ(x) = 3x2, finden wir f Õ(x) = 0 ≈∆ x = 0. Aber 0 ist kein Extremum
von f , weil f(x) > 0 für x > 0 und f(x) < 0 für x < 0. Diese Funktion hat
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Figure 8.2.1

in der Tat keine Extrema, da sie in R definiert wird, und sie streng monoton
wachsend ist.
Also: falls wir alle Punkte mit Ableitung 0 finden, müssen wir noch irgendwie
verstehen, ob sie Extrema sind oder nicht.

• Der Satz kann nicht benutzt werden für Punkte, die keine inneren Punkte
sind, oder für Punkte, wo die Funktion nicht di�erenzierbar ist. Diese zwei
Fälle müssen ohne Hilfe der Ableitung betrachtet werden.

˚

Für den Beweis brauchen wir die Formalisierung einiger Konzepte, die wir
schon irgendwie gesehen haben:

Es sei h : I æ R eine Funktion und x0 ein Häufungspunkt von I. Der links-
seitige Grenzwert (bzw. rechtsseitige Grenzwert) von h für x æ x0 wird mit
limxæx≠

0
h(x) (bzw. limxæx+

0
h(x)) bezeichnet und so definiert:

Wir schreiben, dass limxæx≠
0

h(x) = l œ R (bzw. limxæx+
0

h(x) = l œ R) falls

’ ‘ > 0, ÷” > 0: ’ x œ (x0 ≠ ”, x0) fl I ist |f(x) ≠ l| < ‘

(bzw. falls

’ ‘ > 0, ÷” > 0: ’ x œ (x0, x0 + ”) fl I ist |f(x) ≠ l| < ‘ )
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Ähnliche Konzepte können für den Fall l = +Œ oder l = ≠Œ eingeführt werden
(Sie können versuchen die rigorosen Definitionen zu geben.) Das folgende Lemma
ist leicht zu beweisen, und der Beweis ist für Sie eine Übung:

Lemma 8.2.2
Es sei h : I æ R eine Funktion und x0 ein Häufungspunkt von I ™ R. Dann
existiert limxæx0 h(x) genau dann, wenn limxæx≠

0
h(x) und limxæx+

0
h(x) existieren

und sie gleich sind. In diesem Fall gilt

lim
xæx0

h(x) = lim
xæx≠

0

h(x) = lim
xæx+

0

h(x) .

Mit Lemma 4.1.4 und Satz 5.3.2, oder direkt aus den Definitionen der (links-
seitigen/rechtsseitigen) Grenzwerte, ist der Beweis des folgenden Satzes unkom-
pliziert:

Satz 8.2.3
Es sei h, g : I æ R zwei Funktionen und x0 ein Häufungspunkt von I.

• Nehmen wir an, dass die Grenzwerte limxæx0 h(x) und limxæx0 g(x) ex-
istieren. Falls ein ” > 0 existiert, so dass

h(x) Æ g(x) für alle x œ (x0≠”, x0+”), dann ist lim
xæx0

h(x) Æ lim
xæx0

g(x).

• Nehmen wir an, dass die Grenzwerte limxæx≠
0

h(x) und limxæx≠
0

g(x) (bzw.
limxæx+

0
h(x) und limxæx+

0
g(x)) existieren.

Falls ein ” > 0 existiert, so dass

h(x) Æ g(x) für alle x œ (x0 ≠ ”, x0) dann ist lim
xæx≠

0

h(x) Æ lim
xæx≠

0

g(x)

(bzw. falls ein ” > 0 existiert, sodass

h(x) Æ g(x) für alle x œ (x0, x0 + ”) dann ist lim
xæx+

0

h(x) Æ lim
xæx+

0

g(x).)

Beweis (des Satzes 8.2.1): Es sei x0 ein Extremum, das innerer Punkt von I ist,
und wobei die Ableitung existiert. Wir nehmen an, dass x0 ein lokales oder glob-
ales Maximum ist (der Fall, in dem x0 ein lokales oder globales Minimum ist, ist
ganz ähnlich). Wir bemerken zuerst, dass jedes globale Extremum auch ein lokales
Extremum ist, und dass die Behauptung “f Õ(x0) = 0” eine “lokale Behauptung” ist,
nämlich: Um zu verstehen, ob die Ableitung von f in x0 gleich Null ist, genügt es,
die Funktion f nur in einer Umgebung von x0 zu berücksichtigen. Dann nehmen
wir eine Umgebung U von x0, die erfüllt:
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• f(x) Æ f(x0) für alle x œ U ™ I.

Es sei
g(x) := f(x) ≠ f(x0)

x ≠ x0

für x œ U \ {x0} ,

wobei U = (x0 ≠ ”, x0 + ”), für ein ” > 0. Dann haben wir, dass f(x) ≠ f(x0) Æ 0
in U = (x0 ≠ ”, x0 + ”), aber natürlich x ≠ x0 Æ 0 für x Æ x0 und x ≠ x0 Ø 0 für
x Ø x0. Deshalb ist

g(x) Ø 0 für x œ (x0 ≠ ”, x0) und g(x) Æ 0 für x œ (x0, x0 + ”). (8.2.1)

Aus Satz 8.2.3 und (8.2.1) erhalten wir, dass

lim
xæx≠

0

f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

= lim
xæx≠

0

g(x) Ø 0 und lim
xæx+

0

f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

= lim
xæx+

0

g(x) Æ 0.

(8.2.2)
Da wir angenommen haben, dass f in x0 di�erenzierbar ist, muss der Grenzwert
limxæx0

f(x)≠f(x0)

x≠x0
existieren und aus Lemma 8.2.2 muss deshalb gelten, dass

lim
xæx0

f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

= lim
xæx≠

0

f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

(8.2.2)

Ø 0 (8.2.3)

und
lim

xæx0

f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

= lim
xæx+

0

f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

(8.2.2)

Æ 0 (8.2.4)

und deshalb erhalten wir, dass f Õ(x0) = lim
xæx0

f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

= 0.

Bemerkung 8.2.2
Was ist die geometrische Bedeutung von (8.2.1)? Sie bedeutet, dass falls x0 ein
lokales Maximum ist, dann ist die Steigung der Geraden durch P = (x, f(x)) und
P0 = (x0, f(x0)) größer oder gleich Null, falls x Æ x0 und kleiner oder gleich Null,
falls x Ø x0, wobei x in U liegt. Deshalb muss die Steigung der “Grenz-geraden”,
die Tangente in P0, Null sein. Siehe Abbildung 8.2.2 ˚

Definition 8.2.2
Es sei f : I æ R eine Funktion und x0 œ I ein innerer Punkt von I. Nehmen
wir an, dass f di�erenzierbar in x0 ist, und dass f Õ(x0) = 0. Dann wird x0 ein
kritischer oder stationärer Punkt von f genannt.

Der Satz von Fermat (Satz 8.2.1) kann so umformuliert werden:

Jedes Extremum, das innerer Punkt ist und in dem f di�erenzierbar ist, ist ein
kritischer Punkt .
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Figure 8.2.2

Wie schon bemerkt, ist nicht jeder kritische Punkt ein Extremum.
Die Suche nach kritischen Punkten einer Funktion (was einer der grundlegen-

den Schritte für die Suche nach ihren Extremen ist) kann kompliziert sein, da die
Gleichung f Õ(x) = 0 gelöst werden muss. Wenn zum Beispiel f(x) ein Polynom in
x von sehr hohem Grad ist, ist f Õ(x) auch ein Polynom in x von hohem Grad, und
daher können wir nicht ho�en, eine explizite Lösung von f Õ(x) = 0 zu erhalten.

Der nächste wichtige Satz gibt uns Bedingungen, die, wenn sie durch die Funk-
tion f erfüllt sind, die Existenz eines kritischen Punktes sicherstellen.

Satz 8.2.4
(Satz von Rolle)
Es sei f : [a, b] æ R eine Funktion, die die folgenden Bedingungen erfüllt:

(i) f : [a, b] æ R ist stetig;

(ii) f ist di�erenzierbar in (a, b);

(iv) f(a) = f(b).

Dann gibt es ein c œ (a, b), sodass f Õ(c) = 0.

Wenn eine der oben genannten Bedingungen nicht erfüllt ist, ist die Behaup-
tung möglicherweise nicht wahr, siehe die folgenden Abbildungen:
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Beweis: Da [a, b] kompakt ist, impliziert Korollar 5.5.2, dass f ein (globales)
Maximum M = f(xM) und ein (globales) Minimum m = f(xm) hat. Dann haben
wir zwei Fälle:

1. Falls m = M , dann muss f konstant sein, und deshalb ist f Õ(x) = 0 für alle
x œ (a, b).

2. Falls m < M , dann muss entweder xm oder xM ein innerer Punkt sein und in
diesem Fall folgt die Behauptung aus dem Satz von Fermat (Satz 8.2.1).

Dieser wichtige Satz hat grundlegende Konsequenzen, und zwar

Satz 8.2.5
(Satz von Cauchy - Der Mittelwertsatz I) Es seien f, g : [a, b] æ R zwei
Funktionen, die die folgenden Bedingungen erfüllen:

(i) f und g sind stetig in [a, b];

(ii) f und g sind di�erenzierbar in (a, b).

Dann existiert ein c œ (a, b), sodass

[f(b) ≠ f(a)]gÕ(c) = [g(b) ≠ g(a)]f Õ(c) . (8.2.5)

Beweis: Es sei h : [a, b] æ R die Funktion h(x) := [f(b)≠f(a)]g(x)≠[g(b)≠g(a)]f(x).
Dann ist h in [a, b] stetig (Satz 5.2.2) und in (a, b) di�erenzierbar (Satz 8.1.3). Dazu
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liegt eine einfache Berechnung zu schließen, dass h(a) = h(b). Der Satz von Rolle
(Satz 8.2.4) erlaubt uns zu schließen, dass ein c œ (a, b) existiert, in dem hÕ(c) = 0.
Aber hÕ(c) ist genau [f(b) ≠ f(a)]gÕ(c) ≠ [g(b) ≠ g(a)]f Õ(c).

Bemerkung 8.2.3
Nehmen wir an, dass gÕ(x) ”= 0 für alle x œ (a, b). Dann muss g(a) ”= g(b) sein: dies
ist eine Folgerung aus dem Satz von Rolle. In diesem Fall können wir Satz 8.2.5 so
umschreiben:

Es seien f, g : [a, b] æ R zwei Funktionen, die die folgenden Bedingungen er-
füllen:

(i) f und g sind stetig in [a, b];

(ii) f und g sind di�erenzierbar in (a, b);

(iii) gÕ(x) ”= 0 für alle x œ (a, b).

Dann existiert ein c œ (a, b), sodass

f(b) ≠ f(a)
g(b) ≠ g(a) = f Õ(c)

gÕ(c) . (8.2.6)

˚

Nun eine Folgerung des Mittelwertsatzes I:

Satz 8.2.6
(Satz von Lagrange - Mittelwertsatz II)
Es sei f : [a, b] æ R eine Funktion, die die folgenden Bedingungen erfüllt:

(i) f : [a, b] æ R ist stetig;

(ii) f ist di�erenzierbar in (a, b).

Dann gibt es ein c œ (a, b), sodass

f Õ(c) = f(b) ≠ f(a)
b ≠ a

(8.2.7)

Beweis: Es genügt die Funktion g(x) = x in (8.2.6) zu nehmen, die o�ensichtlich
die erforderlichen Bedingungen erfüllt.

Aus der folgenden Abbildung geht hervor, dass der Satz von Lagrange kein anderer
ist als der Satz von Rolle, bei dem eine Drehung eines Winkels – auf den Graphen
von f angewendet wurde, so dass tan – = f(b)≠f(a)

b≠a , siehe diese Abbildung:
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Nun werden wir einige Konsequenzen dieser wichtigen Sätze ansehen.
Wir beginnen mit dem folgenden Korollar:

Korollar 8.2.7
Es sei f : (a, b) æ R eine Funktion, die di�erenzierbar in (a, b) ist.

1. f Õ(x) Ø 0 für alle x œ (a, b) ≈∆ f monoton wachsend;

2. f Õ(x) Æ 0 für alle x œ (a, b) ≈∆ f monoton fallend;

3. f Õ(x) > 0 für alle x œ (a, b) =∆ f streng monoton wachsend;

4. f Õ(x) < 0 für alle x œ (a, b) =∆ f streng monoton fallend;

5. f Õ(x) = 0 für alle x œ (a, b) ≈∆ f konstant in (a, b) ist.

Beweis: 1. Nehmen wir an, dass f monoton wachsend ist. Dann ist die Funktion
g : (a, b) \ {x0} æ R,

g(x) := f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

immer größer oder gleich Null. Deshalb muss

lim
xæx0

g(x) = lim
xæx0

f(x) ≠ f(x0)
x ≠ x0

= f Õ(x0)
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größer oder gleich Null sein (Satz 8.2.3).
Nun nehmen wir an, dass f Õ(x) Ø 0 für alle x œ (a, b). Es sei x, y œ (a, b)
mit x < y; wir müssen beweisen, dass f(x) Æ f(y). Die Einschränkung der
Funktion f auf [x, y] erfüllt die Hypothesen des Satzes von Lagrange (Satz
8.2.6), und deshalb können wir ein c œ (x, y) finden, sodass

f Õ(c) = f(y) ≠ f(x)
y ≠ x

.

Da, nach Voraussetzung, f Õ(c) Ø 0 ist, und da y ≠ x > 0, erhalten wir, dass
f(y) Ø f(x). Wir bemerken, dass x und y beliebig sind, und deshalb ist f
monoton wachsend in (a, b).

2. Der Beweis von 2. ist sehr ähnlich, und bleibt dem Leser überlassen.

3. Der Beweis dieses Punktes ist eine Adaptierung der ähnlichen Implikation in
1. (im obigen Beweis impliziert f Õ(c) > 0, dass f(y) ≠ f(x) > 0).

4. Der Beweis bleibt dem Leser überlassen.

5. Eine Richtung ist klar: falls f konstant ist, dann ist f Õ(x) = 0 für alle x œ (a, b).
In der anderen Richtung müssen wir nochmal den Satz von Lagrange (Satz
8.2.6) benutzen: Es seien x, y beliebige Punkte in (a, b). Dann erfüllt die
Einschränkung von f auf [x, y] die Hypothesen des Satzes von Lagrange im
Intervall [x, y]. In der Tat, da f di�erenzierbar in (a, b) ist, ist sie auch stetig
in (a, b), und deshalb stetig in [x, y], und natürlich di�erenzierbar in (x, y).
Also gibt es ein c œ (x, y), sodass

f Õ(c) = f(y) ≠ f(x)
y ≠ x

.

Da, nach Voraussetzung, f Õ(c) = 0 ist für alle c œ (a, b), schließen wir, dass
f(x) = f(y). Da x und y beliebig sind, haben wir die Behauptung bewiesen.

Bemerkung 8.2.4
Wir haben in 3. gesagt, dass f Õ(x) > 0 für alle x impliziert, dass f streng monoton
wachsend ist. Ist die umgekehrte Richtung war? Also, falls f streng monoton
wachsend ist, ist f Õ(x) > 0 für alle x? Nein!! Ein Gegenbeispiel ist durch f : R æ R,
f(x) = x3, gegeben: diese Funktion ist streng monoton wachsend, aber f Õ(0) = 0.
Was ist also falsch an einer möglichen Anpassung des Beweises von 1.? Warum
kann dieser Beweis nicht adaptiert werden? Was nicht wahr ist, ist, dass wenn g(x)
positiv in (a, b)\{x0} ist, dann ist auch der Grenzwert limxæx0 g(x) = f Õ(x0) positiv:
der Grenzwert einer positiven Funktion ist größer oder gleich Null! ˚
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Hier ist ein Kriterium zur Bestimmung lokaler Extrema:

Proposition 8.2.8
Es sei f : (a, b) æ R di�erenzierbar und x0 œ (a, b) mit f Õ(x0) = 0. Wenn eine
Umgebung U = (x0 ≠ ”, x0 + ”) von x0 existiert, so dass f Õ(x) Ø 0 (bzw. f Õ(x) Æ 0)
für alle x œ (x0 ≠ ”, x0) und f Õ(x) Æ 0 (bzw. f Õ(x) Ø 0) für alle x œ (x0, x0 + ”),
dann ist x0 ein lokales Maximum (bzw. ein lokales Minimum).

Mit anderen Worten: Wenn x0 ein Punkt ist, an dem die Ableitung das Vor-
zeichen ändert, dann ist es ein lokales Extremum.

Beweis: Der Beweis ist für Sie eine Übung.

Übung 8.2.1
Verallgemeinern Sie die vorherige Proposition:
Es sei f : (a, b) æ R eine stetige Funktion, x0 œ (a, b) und nehmen Sie an, dass
f : (a, b) \ {x0} æ R di�erenzierbar ist. Wenn eine Umgebung U = (x0 ≠ ”, x0 + ”)
von x0 existiert, so dass f Õ(x) Ø 0 (bzw. f Õ(x) Æ 0) für alle x œ (x0 ≠ ”, x0) und
f Õ(x) Æ 0 (bzw. f Õ(x) Ø 0) für alle x œ (x0, x0 +”), dann ist x0 ein lokales Maximum
(bzw. ein lokales Minimum). ˝

Fälle, in denen die Hypothesen in der Übung auftauchen und nicht die der
Proposition 8.2.8, sind in diesen beiden Abbildungen dargestellt:
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8.3 Taylorapproximation und Taylorpolynome
Das Problem, mit dem wir uns hier befassen werden, besteht darin, eine Funk-

tion (ausreichend oft di�erenzierbar) mit einem Polynom lokal zu approximieren.
Dies bedeutet: Wenn eine Funktion f : I æ R gegeben ist, die in x0 œ I eine
bestimmte Anzahl von Malen di�erenziert werden kann, suchen wir nach einem
Polynom P (x), so dass in einer Umgebung von x0 die Di�erenz zwischen f und P
ausreichend klein ist. Wir wollen natürlich diese Konzept formalisieren, und begin-
nen wir dazu mit einer neuen Notation und einem Beispiel.

In diesem Abschnitt wird die folgende Notation sehr nütlzlich sein.

Definition 8.3.1
Es seien f und g zwei Funktionen, f, g : I æ R, mit x0 Häufungspunkt für I.
Es sei g(x) ”= 0 in I \ {x0}. Dann sagen wir, dass

f(x) = o(g(x)) für x æ x0, wenn lim
xæx0

f(x)
g(x) = 0 .

Ähnlich, falls existiert N > 0, sodass g(x) ”= 0 für alle x > N (bzw. g(x) ”= 0
für alle x < N), dann

f(x) = o(g(x)) für x æ ±Œ, wenn lim
xæ±Œ

f(x)
g(x) = 0 .

Das Symbol “o” ist ein sogenanntes Landau-Symbol, und lautet “klein o”.

Wenn f(x) æ 0 und g(x) æ 0 für x æ x0 (bzw. x æ ±Œ), bedeutet
f(x) = o(g(x)), dass “f schneller als g gegen Null geht” und daher in Bezug auf g
“vernachlässigbar” ist.
Wenn f(x) æ ±Œ und g(x) æ ±Œ für x æ x0 (bzw. x æ ±Œ), bedeutet
f(x) = o(g(x)), dass “g schneller als f gegen ±Œ” geht. Zum Beispiel,

f(x) = o(1) für x æ x0 bedeutet, dass lim
xæx0

f(x) = 0

und deshalb, dass f infinitesimal für x æ x0 ist. Es ist auch einfach zu sehen, dass

(x ≠ x0)k = o
1
(x ≠ x0)h

2
für x æ x0 , für alle k > h ,

und dass
1

|x ≠ x0|
h

= o
A

1
|x ≠ x0|

k

B

für x æ x0, für alle k > h .

Übung 8.3.1
Beweisen Sie, dass falls f(x) = o

1
(x ≠ x0)k

2
für x æ x0, für ein k Ø 1, dann ist

f(x) = o
1
(x ≠ x0)h

2
für x æ x0, für alle 0 Æ h Æ k. ˝
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Dank des Satzes 8.1.1, wenn f di�erenzierbar in x0 ist, können wir sagen, dass

f(x) ≠ f(x0) ≠ f Õ(x0)(x ≠ x0) = o(x ≠ x0) , für x æ x0 .

Wir können diese Gleichheit so umformulieren: Es sei T1(x) das Polynom ersten
Grades

T1(x) = f(x0) + f Õ(x0)(x ≠ x0) .

Dann ist
f(x) ≠ T1(x) = o(x ≠ x0) , für x æ x0 .

Also ist es nicht nur wahr, dass f(x)≠T1(x) æ 0 für x æ x0, aber f(x) ≠ T1(x)
x ≠ x0

æ 0
für x æ x0, die eine “bessere Bedingung ist”, d.h.

f(x) ≠ T1(x)
x ≠ x0

æ 0 für x æ x0 =∆ f(x) ≠ T1(x) æ 0 für x æ x0 .

(Siehe Bemerkung 8.1.2 und Übung 8.3.1). Auf diese Weise können wir die obigen
Konzepte umformulieren:

Lemma 8.3.1
Es sei I ein o�enes Intervall und f : I æ R eine Funktion, die in x0 œ I di�eren-
zierbar ist. Dann gibt es genau ein Polynom ersten Grades T1(x) = a0 + a1(x ≠ x0),
sodass

f(x) ≠ T1(x) = o(x ≠ x0) für x æ x0 (8.3.1)

und zwar (8.3.1) gilt genau dann, wenn a0 = f(x0) und a1 = f Õ(x0).

Beweis: Der Beweis dieses Lemmas sollte eine Übung für Sie sein, aber der Voll-
ständigkeit halber schreiben wir seinen Beweis. (O�ensichtlich wird Sie niemand
aufhalten, wenn Sie versuchen wollen, das Lemma zu beweisen, bevor Sie diesen
Beweis lesen!)

Beweisen wir zunächst, dass a0 muss f(x0) sein. Dank der Übung 8.3.1 (die
Sie an dieser Stelle lösen müssen) haben wir, dass f(x) ≠ T1(x) = o(1) für x æ x0

also, dass f(x) ≠ T1(x) æ 0 für x æ x0. Da f di�erenzierbar in x0 ist, ist sie stetig
in x0 (Satz 8.1.2) und deshalb

0 = lim
xæx0

(f(x) ≠ T1(x)) = f(x0) ≠ a0

woraus ableiten wir, dass a0 muss f(x0) sein. Die Existenz, Eindeutigkeit und
Definition von a1 sind genau der Inhalt von Satz 8.1.1.

Noch eine Umformulierung des Lemmas 8.3.1:
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Unter allen Polynomen ersten Grades, ist T1(x) = f(x0) + f Õ(x0)(x ≠ x0) das beste
Polynom, das f(x) in einer Umgebung von x0 approximiert.

Die Einführung von Taylor-Polynomen wird durch die folgende Frage mo-
tiviert: Können wir es besser machen? Das heißt, können wir ein Polynom Tk(x)
finden, sodass

f(x) ≠ Tk(x) = o
1
(x ≠ x0)k

2
für x æ x0 , (8.3.2)

wobei ist nun k > 1?
Wir gehen dann heuristisch vor und wollen zuerst die folgende Intuition for-

malisieren: Da wir versuchen, f mit einem Polynom zu approximieren, sollte das
approximierende Polynom die Funktion selbst sein, wenn f selbst ein Polynom ist!
Also, es sei x0 œ R und f ein Polynom n-ten Grades, das immer in dieser Gestalt
geschrieben werden kann (warum?):

f(x) = a0 + a1(x ≠ x0) + a2(x ≠ x0)2 + · · · + an(x ≠ x0)n . (8.3.3)

Es sei k œ N und definieren wir das Polynom

Tk(x) =

Y
_______]

_______[

kÿ

i=0

ai(x ≠ x0)i falls k Æ n

nÿ

i=0

ai(x ≠ x0)i falls k > n .

und bemerken wir, dass

f(x) ≠ Tk(x) =

Y
_____]

_____[

nÿ

i=k+1

ai(x ≠ x0)i, falls k Æ n

0 falls k > n ,

und in beiden Fällen gilt f(x) ≠ Tk(x) = o
1
(x ≠ x0)k

2
für x æ x0.

Bemerkung 8.3.1
Warum haben wir nicht direkt Tk(x) = f(x) genommen? Denn mit dieser Definition
ist Tk das Polynom des Mindestgrades, das (8.3.2) erfüllt, und wir werden bald
sehen, dass, wenn f eine beliebige Funktion ist, je höher k in (8.3.2) ist, desto mehr
Bedingungen für f erforderlich sein müssen. ˚

Welche Bedeutung haben die Koe�zienten ai für f? Das heißt, wenn f durch
(8.3.3) gegeben ist, können wir eine neue Interpretation dieser Koe�zienten in Bezug
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auf lokale Informationen der Funktion f finden? Zum Beispiel von ihren Ableitun-
gen? Die Antwort ist “Ja”, und ist hier unten gegeben. Wir bemerken zunächst,
dass für f(x) gegeben duch (8.3.3) wir haben

f(x) = f (0)(x) = qn
h=0

ah(x ≠ x0)h =∆ f(x0) = a0

f Õ(x) = f (1)(x) = qn
h=1

hah(x ≠ x0)h≠1 =∆ f Õ(x0) = 1 · a1

f ÕÕ(x) = f (2)(x) = qn
h=2

h(h ≠ 1)ah(x ≠ x0)h≠2 =∆ f ÕÕ(x0) = 2 · 1 · a2

... ...

Übung 8.3.2
Beweisen Sie, dass im Allgemeinen gilt

f (k)(x) =
nÿ

h=k

h(h ≠ 1)(h ≠ 2) · · · (h ≠ k + 1)ah(x ≠ x0)h≠k (8.3.4)

und deshalb, dass
f (k)(x0) = k! ak . (8.3.5)

(Hinweis: Induktionsbeweis) ˝

Also, kann ein Polynom n-ten Grades f mit Entwicklungspunkt x0 als

f(x) =
nÿ

h=0

f (h)(x0)
h! (x ≠ x0)h

geschrieben werden und das Polynom Tk(x), dessen Grad höchstens k ist, das sich
f(x) in einer Umgebung von x0 am besten annähert, ist gegeben durch

Tk(x) =
kÿ

h=0

f (h)(x0)
h! (x ≠ x0)h .

Wir haben daher ein Polynom Tk(x) mit Grad höchstens k gefunden, das sich einem
Polynom des Grades n in einer Umgebung von x0 mit Restiglied f(x) ≠ Tk(x) an-
nähert, das eine Funktion o((x≠x0)k) ist. Die nächste Definition ist daher von dieser
Tatsache inspiriert: Wir definieren unten ein Polynom Tk(x) für eine Funktion, die
bestimmte Eigenschaften erfüllt, und verallgemeinern das, was wir gerade gesehen
haben:
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Definition 8.3.2
Es sei I ein o�enes Intervall, f : I æ R und x0 œ I. Nehmen wir an, dass f
n-mal di�erenzierbar in x0 ist, für ein n œ N. Das n-te Taylorpolynom von f
bei x0 ist definiert durch

Tn(x) =
nÿ

h=0

f (h)(x0)
h! (x ≠ x0)h .

Wenn x0 = 0 wird Tn(x) auch n-te Mac Laurin-Polynom genannt.

Definition 8.3.3
Es seien I ein o�enes Intervall, f, g : I æ R zwei Funktionen und x0 œ I ein
Punkt, in dem f (k)(x0) und g(k)(x0) existieren, für alle 0 Æ k Æ n. Dann haben
f und g eine Berührung n-ter Ordnung in x0, falls

f (k)(x0) = g(k)(x0) für alle 0 Æ k Æ n .

Die folgende Proposition gibt uns eine charakterisierung des Taylorpolynomes
von f bei x0:

Proposition 8.3.2
Es sei I ein o�enes Intervall, x0 œ I und f : I æ R eine Funktion, die n-Mal
di�erenzierbar in x0 ist. Dann ist Tn(x) das einzige Polynom, sodass f und Tn eine
Berührung n-ter Ordnung in x0 haben.

Man könnte auch diese Proposition benutzen, um das n-te Taylorpolynom zu
definieren.

Beweis: Der Beweis ist für Sie eine Übung.

Wir haben schon Cn(I,R) definiert als die Menge der Funktionen, die n-Mal
di�erenzierbar sind, mit n-te Ableitung stetig. Wir bemerken, dass der “Ableitungs-
operator” d

dx als eine Abbildung von Cn(I,R) nach Cn≠1(I,R) betrachtet werden
kann.

Es sei nun R[x] die Menge der Polynome mit reellen Koe�zienten. Es sei
x0 œ I ein fester Punkt und definieren wir

Tn : Cn(I,R) æ R[x]

die Abbildung, sodass Tn[f ] das n-te Taylorpolynom von f bei x0 ist, also

Tn[f ] := Tn(x) =
nÿ

h=0

f (h)(x0)
h! (x ≠ x0)h .

Dann gelten für Tn die folgenden Eigenschaften:



266 KAPITEL 8. DIFFERENTIALRECHNUNG

Proposition 8.3.3
Es seien f, g œ Cn(I,R). Dann

(i) für alle –, — œ R gilt Tn(–f + —g) = –Tn[f ] + —Tn[g];

(ii) Tn≠1[ d
dx(f)] = d

dx(Tn[f ]).

Der Beweis dieser Proposition ist für Sie eine Übung.

Bemerkung 8.3.2
Eigenschaft (i) kann interpretiert werden, indem gesagt wird, dass die Abbildung
Tn eine lineare Abbildung zwischen den Vektorräumen Cn(I,R) und R[x] ist. ˚

Nun müssen wir verstehen, wie gut die Approximation der Funktion f in einer
Umgebung von x0 ist, wenn wir diese durch ihr Taylorpolynom ersetzen. Natürlich
gibt uns die Definition des Taylorpolynomes keine Vorstellung davon, wie gut sich
das Polynom Tn die Funktion f in einer Umgebung von x0 annähert: wie für die
Polynomfunktionen, möchten wir, dass das Restglied

Rn(x) := f(x) ≠ Tn(x)

eine Funktion ist, die o((x ≠ x0)n) für x æ x0 ist. Der nächste Satz gibt uns ein
Kriterium, um das Restglied abzumessen:

Satz 8.3.4
(Satz von Taylor)
Es sei I ein o�enes Intervall und f : I æ R eine Funktion, die n-Mal di�eren-
zierbar in I ist. Es sei x0 œ I. Dann

Rn(x) = f(x) ≠ Tn(x) = o((x ≠ x0)n) für x æ x0 (Peano-Restglied)
(8.3.6)

Der Beweis dieses Satzes braucht zunächst ein Lemma:

Lemma 8.3.5
Es sei f : [x0, z] æ R eine stetige Funktion, die in (x0, z) di�erenzierbar ist. Es sei
n œ N>0. Dann gibt es für jedes x œ (x0, z) ein › = ›(x), sodass

f(x) ≠ f(x0)
(x ≠ x0)n

= f Õ(›)
n(› ≠ x0)n≠1

.

Beweis: Es sei h : [0, (z ≠ x0)n] æ R die Funktion h(y) = x0 + n
Ô

y und
g : [0, (z≠x0)n] æ R die Funktion f ¶h (bemerken Sie, dass die Definitionsmenge von
h gewählt wurde, sodass f ¶h Sinn macht; warum?). Dann ist g stetig in [0, (z≠x0)n],
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da sie Verknüpfung von stetigen Funktionen ist. Dazu, dank des Satzes 8.1.4, ist g
di�erenzierbar in (0, (z ≠ x0)n) mit Ableitung gÕ(y) gegeben durch

gÕ(y) = f Õ(h(y))hÕ(y) = f Õ(x0 + n
Ô

y) 1
n

y
1
n ≠1.

Es sei dann y œ (0, (z ≠ x0)n) fest und nehmen wir die Funktion g im Intervall [0, y].
Da sie die Hypothesen des Satzes von Lagrange erfüllt (Satz 8.2.6), schließen wir,
dass ein c œ (0, y) existiert, sodass

g(y) ≠ g(0)
y

= gÕ(c)

oder, mit anderen Worten, dass

f(x0 + n
Ô

y) ≠ f(x0)
y

= f Õ(x0 + n
Ô

c) 1
n

c
1
n ≠1 .

Nun genügt es zu bemerken, dass x = h(y) = x0 + n
Ô

y impliziert, dass y = (x ≠ x0)n

und zu setzen › := x0 + n
Ô

c, um zu schließen, dass

f(x) ≠ f(x0)
(x ≠ x0)n

= f Õ(›)
n(› ≠ x0)n≠1

.

Beweis des Satzes 8.3.4. Wir nehmen an, dass x > x0. Der Beweis des Falles x <
x0 ist für Sie eine Übung (Sie müssen nur diesen Beweis zu diesem zweiten Fall
adaptieren).

Im Folgenden werden wir verwenden, dass f und Tn eine Berührung n-ter
Ordnung in x0 haben, also, dass f (k)(x0) ≠ T (k)

n (x0) = 0 für alle 0 Æ k Æ n.
Wir benutzen Lemma 8.3.5 für die Funktion f ≠ Tn : [x0, x] æ R (die die

Hypothesen des Lemmas erfüllt). Dann können wir ein x1 œ (x0, x) finden, sodass

f(x) ≠ Tn(x)
(x ≠ x0)n

= f(x) ≠ Tn(x) ≠ (f(x0) ≠ Tn(x0))
(x ≠ x0)n

= f Õ(x1) ≠ T Õ
n(x1)

n(x1 ≠ x0)n≠1
. (8.3.7)

Falls n > 1 wiederholen wir dasselbe Verfahren für die Funktion f Õ
≠T Õ

n : [x0, x1] æ R,
die nochmal die Hypothesen des Lemmas 8.3.5 erfüllt, und finden x2 œ (x0, x1),
sodass

f Õ(x1) ≠ T Õ
n(x1)

(x1 ≠ x0)n≠1
= f Õ(x1) ≠ T Õ

n(x1) ≠ (f Õ(x0) ≠ T Õ
n(x0))

(x1 ≠ x0)n≠1
= f ÕÕ(x2) ≠ T ÕÕ

n (x2)
(n ≠ 1)(x2 ≠ x0)n≠2

.

(8.3.8)
Mit der Hilfe von (8.3.7) und (8.3.8) können wir schließen, dass falls f mindestens
zwei Mal di�erenzierbar ist, ist

f(x) ≠ Tn(x)
(x ≠ x0)n

= 1
n(n ≠ 1)

f ÕÕ(x2) ≠ T ÕÕ
n (x2)

(x2 ≠ x0)n≠2
.
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Mit der Wiederholung des gleichen Verfahrens (oder genauer gesagt durch Induk-
tion) wird es bewiesen, dass falls f mindestens (n ≠ 1)-Mal di�erenzierbar ist, dann
existieren xi, i = 1, . . . , n ≠ 1, sodass x0 < xn≠1 < xn≠2 < · · · < x1 < x und

f(x) ≠ Tn(x)
(x ≠ x0)n

= 1
n(n ≠ 1) · · · 2

f (n≠1)(xn≠1) ≠ T (n≠1)

n (xn≠1)
(xn≠1 ≠ x0)

. (8.3.9)

Es ist nun für Sie eine Übung zu beweisen, dass

T (n≠1)

n (x) = f (n≠1)(x0) + f (n)(x0)(x ≠ x0)

und deshalb erhalten wir aus (8.3.9), dass

f(x) ≠ Tn(x)
(x ≠ x0)n

= 1
n!

f (n≠1)(xn≠1) ≠ (f (n≠1)(x0) + f (n)(x0)(xn≠1 ≠ x0))
(xn≠1 ≠ x0)

. (8.3.10)

Bis jetzt haben wir nur benutzt, dass f (n ≠ 1)-Mal di�erenzierbar in I ist. Nun
benutzen wir, dass f in der Tat n-Mal di�erenzierbar ist. Wir bemerken zuerst, dass
xi eine Funktion von x ist für alle i = 1, . . . , n ≠ 1, und dass xi(x) æ x0 falls x æ x0

(weil x0 < xi < x für alle i = 1, . . . , n ≠ 1). Dazu impliziert die Di�erenzierbarkeit
von f (n≠1) in x0 und Satz 8.1.1, dass

lim
xn≠1æx0

f (n≠1)(xn≠1) ≠ (f (n≠1)(x0) + f (n)(x0)(xn≠1 ≠ x0))
(xn≠1 ≠ x0)

= 0 .

Deshalb, da xn≠1(x) æ x0 für x æ x0, erlaubt uns Satz 5.3.4 zusammen mit dem
obigen Grenzwert und (8.3.10) zu schließen, dass

lim
xæx0

f(x) ≠ Tn(x)
(x ≠ x0)n

= lim
xn≠1æx0

f (n≠1)(xn≠1) ≠ (f (n≠1)(x0) + f (n)(x0)(xn≠1 ≠ x0))
(xn≠1 ≠ x0)

= 0 .

(Übung: Prüfen Sie nach, dass die Hypothesen des Satzes 5.3.4 erfüllt sind, und
dass er den obigen Grenzwert impliziert.)

Wir haben dann bewiesen, dass

Rn(x) = f(x) ≠ Tn(x) = o((x ≠ x0)n) für x æ x0 .
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Der Satz von Taylor gibt uns eine qualitative Schätzung des Restgliedes. Der
folgende Satz gibt uns eine Schätzung, die quantitativ ist.

Satz 8.3.6
Es sei f : (a, b) æ R eine Funktion, die (n + 1)-Mal di�erenzierbar ist und
x0 œ (a, b). Dann für alle x œ (a, b), gibt es ein c zwischen x0 und x, sodass

Rn(x) = f (n+1)(c)
(n + 1)! (x ≠ x0)n+1 (Lagrange-Restglied) (8.3.11)

Beweis: Nehmen wir an, dass x0 < x (der andere Fall wird ähnlich betrachtet). Wir
definieren die Funktion F : [x0, x] æ R als

F (t) := f(t) + f Õ(t)(x ≠ t) + f ÕÕ(t)
2 (x ≠ t)2 + · · · + f (n)(t)

n! (x ≠ t)n .

Da f (n + 1)-Mal di�erenzierbar ist, aus Satz 8.1.2 sind die Ableitungen f (k) stetig
in [x0, x], für alle k, sodass 0 Æ k Æ n. Diese Tatsache impliziert, dass F stetig in
[x0, x] ist. Dazu ist F di�erenzierbar in (x0, x).

Es sei nun G : [x0, x] æ R eine stetige Funktion, die di�erenzierbar in (x0, x)
ist, und sodass GÕ(t) ”= 0 für alle t œ (x0, x). Dann können wir die Umformulierung
des Satzes von Cauchy benutzen (siehe (8.2.6)), um zu schließen, dass ein c œ (x0, x)
existiert, sodass

F (x) ≠ F (x0)
G(x) ≠ G(x0)

= F Õ(c)
GÕ(c) .

Nun bemerken wir, dass F (x) genau f(x) ist, und dass F (x0) genau Tn(x) ist, also

F (x) ≠ F (x0) = f(x) ≠ Tn(x) = Rn(x).

Wir berechnen F Õ(t): Es ist einfach zu sehen (Übung für Sie), dass F Õ(t) =
f (n+1)

(t)
n!

(x ≠ t)n und deshalb, aus den obigen zwei Gleichheiten,

Rn(x) = F (x) ≠ F (x0) = F Õ(c)
GÕ(c)(G(x) ≠ G(x0)) = f (n+1)(c)

n! (x ≠ c)n G(x) ≠ G(x0)
GÕ(c) .

(8.3.12)
Nun genügt es die Funktion G als G(t) = (x ≠ t)n+1 zu definieren. Sie erfüllt
G(x) = 0, G(x0) = (x ≠ x0)n+1 und GÕ(t) = ≠(n + 1)(x ≠ t)n und deshalb sind
die Voraussetzungen, die wir für G angefordert haben, erfüllt. Dann aus (8.3.12)
erhalten wir, dass

Rn(x) = f (n+1)(c)
n! (x ≠ c)n ≠(x ≠ x0)n+1

≠(n + 1)(x ≠ c)n
= f (n+1)(c)

(n + 1)! (x ≠ x0)n+1.
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Es ist Zeit, viele Beispiele zu sehen:

Beispiel 8.3.1 1. Es sei f(x) = ex. Dann ist f unendlich oft di�erenzierbar, und
deshalb können wir Tn(x) für eine beliebige n œ N berechnen.
Da f (k)(x) = f(x) = ex für alle k œ N, und daher f (k)(0) = 1 für alle k œ N,
ist das n-te Taylorpolynom Tn(x) = Tn[ex] bei x0 = 0 gegeben durch

Tn[ex] = Tn(x) =
nÿ

k=0

xk

k! .

Nach dem Satz von Taylor (Satz 8.3.4) erhalten wir, dass für alle n œ N
(warum?) gilt

ex =
nÿ

k=0

xk

k! + o(xn) für x æ 0 . (8.3.13)

2. Es sei f(x) = sin(x), die auch unendlich oft di�erenzierbar ist. Wir bemerken,
dass

f(x) = sin(x), f Õ(x) = cos(x), f ÕÕ(x) = ≠ sin(x), f (3)(x) = ≠ cos(x),

f (4)(x) = sin(x) f (5)(x) = cos(x) . . .

und deshalb, dass f (n+4k)(x) = f (n)(x), für alle n, k œ N. Insbesondere, für
x0 = 0, gilt f (2k)(0) = 0 und f (2k+1)(0) = (≠1)k. Wir haben endlich, dass

T2n+1[sin(x)] = T2n+1(x) =
nÿ

k=0

(≠1)k x2k+1

(2k + 1)! .

Da alle geraden Ableitungen bei 0 verschwinden, haben wir, dass T2n+2(x) =
T2n+1(x) und deshalb gibt uns der Satz von Taylor, dass für alle n œ N
(warum?)

sin(x) =
nÿ

k=0

(≠1)k x2k+1

(2k + 1)! + o(x2n+2) für x æ 0 . (8.3.14)

3. Es ist für Sie eine Übung zu zeigen, dass für die Funktion f(x) = cos(x) gilt
f (2k)(0) = (≠1)k und f (2k+1)(0) = 0, und deshalb ist das Taylorpolynom bei
x0 = 0 gegeben durch

T2n[cos(x)] = T2n(x) =
nÿ

k=0

(≠1)k x2k

(2k)! = T2n+1(x) .
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Dazu gilt für alle n œ N, dass

cos(x) =
nÿ

k=0

(≠1)k x2k

(2k)! + o(x2n+1) für x æ 0 . (8.3.15)

Bemerken Sie, dass das Taylorpolynom der Funktion Kosinus auch mit der
Hilfe der Proposition 8.3.3 (ii) und mit dem Taylorpolynom der Funktion Sinus
berechnet werden könnte.

4. Es sei f : I æ R die Funktion f(x) = log(1 + x), wobei I = (≠1, +Œ). Dann
bemerken wir zunächst, dass f unendlich oft di�erenzierbar in I ist, da sie die
Verknüpfung von Funktionen ist, die in ihren Definitionsmengen unendlich oft
di�erenzierbar sind. Dazu ist

f Õ(x) = 1
1 + x

, f ÕÕ(x) = ≠
1

(1 + x)2
, f (3)(x) = 2 1

(1 + x)3
, . . .

Durch Induktion kann es dann bewiesen werden, dass für alle k Ø 1 gilt

f (k)(x) = (≠1)k+1(k ≠ 1)! 1
(1 + x)k

und deshalb f (k)(0) = (≠1)k+1(k ≠ 1)!

und natürlich ist f(0) = log(1) = 0. Wir schließen, dass für alle n œ N

Tn[log(1 + x)] = Tn(x) =
nÿ

k=1

(≠1)k+1
xk

k

und dass

log(1 + x) =
nÿ

k=1

(≠1)k+1
xk

k
+ o(xn) für x æ 0 . (8.3.16)

Mit der Hilfe von Proposition 8.3.3 (ii) können wir das Taylorpolynom der
Funktion g(x) = 1

1+x bei x0 = 0 berechnen. In der Tat, da g(x) = d
dx log(x),

ist

Tn

Ë
1

1+x

È
= Tn

Ë
d

dx log(x)
È

= d
dx(Tn+1[log(x)]) = d

dx

A
n+1ÿ

k=0

(≠1)k+1
xk

k

B

=
n+1ÿ

k=1

(≠1)k+1xk≠1 =
nÿ

k=0

(≠1)kxk

˙

Mit demselben Verfahren können Sie die folgende Übung lösen:
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Übung 8.3.3
Finden Sie das Taylorpolynom der Funktionen f(x) = 1

(1+x)h bei x0 = 0, für alle
h œ N. ˝

Die folgende Proposition (ohne Beweis) kann benutzt werden, um viele
Taylorpolynome zu berechnen und ist eine Verallgemeinerung des Lemmas 8.3.1:

Proposition 8.3.7
Es sei f : (a, b) æ R eine Funktion, die n-Mal di�erenzierbar in (a, b) ist. Dann ist
das n-te Taylorpolynom von f bei x0 das einzige Polynom T (x), das höchstens Grad
n hat, das die folgende Gleichheit erfüllt:

f(x) = T (x) + o((x ≠ x0)n) für x æ x0 . (8.3.17)

Bevor wir mehr Beispiele sehen, sollten Sie die folgende Übung lösen:

Übung 8.3.4
Prüfen Sie nach, dass das Landau-Symbol “o” für x æ 0 die folgenden Eigenschaften
erfüllt: Für alle n, m œ N

1. o(xn) + o(xn) = o(xn);

2. o(xn) + o(xm) = o(xn) für alle m > n;

3. a · o(xn) = o(a · xn) = o(xn), wobei a œ R \ {0};

4. o(xn) ≠ o(xn) = o(xn);

5. xm
· o(xn) = o(xn+m)

6. o(xn) · o(xm) = o(xn+m);

7. o(o(xn)) = o(xn);

8. o(xn + o(xn)) = o(xn).

Diese Übung kann adaptiert werden, um die ähnlichen Eigenschaften für das Landau-
Symbol o((x ≠ x0)h) zu erhalten, für x æ x0. ˝

Mit der Hilfe von Proposition 8.3.7 und Übung 8.3.4 kann die folgende sehr
nützliche Proposition bewiesen werden, die uns einfach erlaubt zu erhalten, was
das Taylorpolynom von f ¶ g in Bezug auf die Taylorpolynome von f und g ist.
Nunächst bemerken wir, dass gegeben zwei o�ene Intervalle I und J und zwei n-
Mal di�erenzierbare Funktionen g : I æ R und f : J æ R, sodass g(I) ™ J , dann
ist f ¶ g n-Mal di�erenzierbar. Dies ist eine Folgerung aus dem Satz 8.1.4 und aus
der Leibnizschen Regel (8.1.10).
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Proposition 8.3.8
Es seien I und J zwei o�ene Intervalle und g : I æ R und f : J æ R zwei n-
di�erenzierbare Funktionen, sodass g(I) ™ J . Es sei Tn[f ](y) das Taylorpolynom
von f bei y0 œ J und Tn[g](x) das Taylorpolynom von g bei x0, wobei y0 = g(x0).
Dann ist das n-te Polynom von f ¶ g bei x0 gegeben durch

Tn[f ¶ g](x) =
Ë
Tn[f ](Tn[g](x))

È

n

wobei, gegeben ein Polynom P , [P ]n die Summe der Polynomglieder bis zum Grad
n bezeichnet.

Also, kürzer gesagt, ist das Taylorpolynom einer Verknüpfung die Trunkierung
(bis zum Grad n) der Verknüpfung der Taylorpolynome.

Beispiel 8.3.2 1. Wir möchten beweisen, dass

(sin x)2 = x2
≠

x4

3 + o(x5) für x æ 0 . (8.3.18)

Wir wissen schon, dass g(x) = sin(x) = x ≠
x3

6
+ o(x4). Es sei f(y) = y2 und

bemerken wir, dass das n-te Taylorpolynom von f genau f ist, für alle n Ø 2.
Dann ist (f ¶ g)(x) genau (sin x)2 und deshalb erhalten wir, dass

(sin x)2 =
A

x ≠
x3

6 + o(x4)
B

2

= x2 + x6

36 + (o(x4))2
≠

x4

3 + 2x o(x4) ≠
x3

3 o(x4) .

Nun bemerken wir, dass x6

36
= o(x5), (o(x4))2 = o(x8), 2x o(x4) = o(x5) und

≠
x3

3
o(x4) = o(x7) (siehe Übung 8.3.4) und deshalb ist

x6

36 + (o(x4))2 + 2x o(x4) ≠
x3

3 o(x4) = o(x5) + o(x8) + o(x5) + o(x7) = o(x5) .

(Magie oder Mathe?)
Also können wir schließen, dass (8.3.18) gilt.

2. Wir möchten Zeigen, dass

1
1 + ex

= 1
2 ≠

x

4 + o(x2) für x æ 0 . (8.3.19)

Wir nehmen zunächst die Funktion g(x) = ex, für die wissen wir schon, dass
ex = 1 + x + x2

2
+ o(x2) für x æ 0. Es sei dann f(y) = 1

1+y und einfach
erhalten wir, dass (f ¶ g)(x) = 1

1+ex . Wichtig ist es nun zu bemerken, dass für
x0 = 0 ist ex0 = 1. Deshalb müssen wir die Entwicklung des Taylorpolynom
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der Funktion f(y) = 1

1+y für y0 = 1. Gegeben das Taylorpolynom von f(y)
bei y0 = 0, nämlich (siehe Beispiel 8.3.1 4.)

1
1 + y

= 1 ≠ y + y2 + o(y2) für y æ 0

können wir die Entwicklung von f bei y = 1 so erhalten: Schreiben

1
1 + y

= 1
2 + (y ≠ 1) = 1

2
1

1 +
1

y≠1

2

2

und deshalb (erklären Sie sich den Grund, warum diese Implikation gilt)

1
1 + y

= 1
2

C

1 ≠

3
y ≠ 1

2

4
+

3
y ≠ 1

2

42
D

+ o((y ≠ 1)2) für y æ 1 .

Also erhalten wir für x æ 0

1
1 + ex

= (f ¶ g)(x) = 1
2

S

WU1 ≠

Q

ax + x2

2
+ o(x2)
2

R

b +
Q

ax + x2

2
+ o(x2)
2

R

b
2

+ o(x2)

T

XV

= 1

2
≠

x

4 ≠
x2

4 + x2

4 + o(x2) = 1
2 ≠

x

4 + o(x2) für x æ 0 .

˙

8.3.1 Verwendung von Taylorpolynomen bei der Berechnung
von Grenzwerten

Eine nützliche Anwendung des Satzes von Taylor (Satz 8.3.4) ist durch das
folgende Korollar gegeben:

Korollar 8.3.9
Es sei I ein o�enes Intervall und f, g : I æ R zwei n-Mal di�erenzierbare Funk-
tionen. Es sei x0 œ I und nehmen wir an, dass

f (k)(x0) = g(k)(x0) = 0 für alle k = 0, 1, . . . , n ≠ 1 (8.3.20)

und dass g(n)(x0) ”= 0 gilt. Dann

lim
xæx0

f(x)
g(x) = f (n)(x0)

g(n)(x0)
.
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Beweis: Es seien Tn[f ] und Tn[g] die n-ten Taylorpolynome für f und g bei x0. Dann
impliziert (8.3.20), dass

Tn[f ](x) = f (n)(x0)
n! (x ≠ x0)n und Tn[g](x) = g(n)(x0)

n! (x ≠ x0)n

und impliziert Satz 8.3.4, dass

f(x) = f (n)(x0)
n! (x≠x0)n+o((x≠x0)n) und g(x) = g(n)(x0)

n! (x≠x0)n+o((x≠x0)n) .

Deshalb können wir schließen, dass

lim
xæx0

f(x)
g(x) = limxæx0

f (n)(x0)
n! (x ≠ x0)n + o((x ≠ x0)n)

g(n)(x0)
n! (x ≠ x0)n + o((x ≠ x0)n)

= lim
xæx0

f (n)(x0)
n! + o((x ≠ x0)n)

(x ≠ x0)n

g(n)(x0)
n! + o((x ≠ x0)n)

(x ≠ x0)n

=
f (n)(x0)

n! + 0

g(n)(x0)
n! + 0

= f (n)(x0)
g(n)(x0)

.

Die Grenzwerten, die wir bisher berechnen können, sind relativ gering: Abge-
sehen von denen, die sich aus der Stetigkeit ergeben, haben wir nur wenige wichtige
Grenzwerten gezeigt, zum Beispiel die von Proposition 7.3.1 oder, dass sin(x)

x æ 1
für x æ 0. Aber, wie könnten wir den folgenden Grenzwert berechnen?

lim
xæ0

(sin x)2
≠ sin(x2)
x4

Dieser Grenzwert ist der Gestalt “0

0
”. Dehalb sollte wir verstehen, “wie schnell”

(sin x)2
≠ sin(x2) æ 0 geht. Wir können diese Frage so umformulieren: gibt es ein

n, sodass (sin x)2
≠ sin(x2) so schnell wie xn gegen Null geht? Die Antwort ist ja, n

muss 4 sein, und wir benutzen den Satz von Taylor, um diese “Geschwindigkeit” zu
verstehen.

In der Tat, ist (sin x)2 = x2
≠

x4

3
+ o(x5) (siehe (8.3.18)) und es ist einfach zu

sehen (Übung für Sie), dass sin(x2) = x2
≠

x6

6
+ o(x8).

Deshalb ist (sin x)2
≠ sin(x2) = ≠

x4

3
+ o(x5) für x æ 0, und wir haben

lim
xæ0

(sin x)2
≠ sin(x2)
x4

= lim
xæ0

≠
x4

3
+ o(x5)
x4

= ≠
1
3 .
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Warum gilt die letzte Gleichheit? Man sollte beweisen, dass limxæ0

o(x5
)

x4 = 0. Das ist
in der Tat so, weil o(x5) per definitionem eine Funktion g(x) ist, sodass limxæ0

g(x)

x5 =
0, also

lim
xæ0

g(x)
x4

= lim
xæ0

g(x) · x

x5
= 0 .

Übung 8.3.5
Im Allgemeinen beweisen Sie, dass

lim
xæ0

o(xn)
xm

= 0 für alle m Æ n .

˝

Und jetzt können Sie Spaß haben...

Übung 8.3.6
Mit der Hilfe der Taylorpolynome beweisen Sie die folgenden Gleichheiten:

1.
lim
xæ0

1 ≠ cos x + log(cos x)
x4

= ≠
1
8

2.
lim
xæ0

3 1
x tan x

≠
1
x2

4
= ≠

1
3

3.

lim
xæ0

ex
1

1

cos x ≠ 1
2

x2
= 1

2
˝

8.3.2 Ein Blick auf die Taylorreihen
Wir haben bereits das Beispiel einer Funktion gesehen, die durch eine Funk-

tionenreihe definiert ist (siehe Beispiel 6.2.1 2.) und zwar

exp(x) =
ÿ

nœN

xn

n! .

Wir haben danach bemerkt, dass in der Tat exp(x) = ex für alle x œ R gilt (siehe
(7.2.6)). Wir bemerken dazu, dass das n-te Taylorpolynom bei x0 = 0 für die
Funktion ex gegeben ist durch Tn(x) = qn

k=0

xk

k!
(siehe Beispiel 8.3.1 1.). Also ist im

Fall der Exponentialfunktion

lim
næ+Œ

Tn(x) =
ÿ

kœN

xk

k! = ex für alle x œ R . (8.3.21)
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Definition 8.3.4
Es sei I ein o�enes Intervall und f : I æ R eine Funktion, die unendlich oft
di�erenzierbar ist. Die Taylorreihe von f um x0 ist die Reihe

+Œÿ

n=0

f (n)(x0)
n! (x ≠ x0)n .

Deshalb ist die Behauptung in (8.3.21), dass die Taylorreihe der Exponential-
funktion genau di Funktion ist, für alle x œ R! Ist es immer der Fall? Natürlich ist
die Antwort “Nein”. Beginnen wir mit dem folgenden Beispiel:

Es sei f : R æ R die Funktion

f(x) =

Y
]

[
e≠ 1

x2 falls x ”= 0
0 falls x = 0 .

des Übungsblattes 10, Hausaufgabe 2. 2. Dann ist f unendlich oft di�erenzierbar
mit Ableitungen f (n)(x), die f (n)(0) = 0 für alle n œ N erfüllen (warum ist das
so? Also, warum ist f unendlich oft di�erenzierbar?). Dann ist selbstverständlich
die Taylorreihe um x0 = 0 gegeben durch q

+Œ
n=0

0 · xn = 0, aber die Funktion f ist
nicht Null für x ”= 0. Also ist dies ein Beispiel einer Funktion, deren Taylorreihe
um x0 ungleich die Funktion ist, für alle x ”= x0 (natürlich gilt es immer, dass die
Taylorreihe in Punkt x0 die Funktion f in x0 ist, warum?).

Es gibt auch Beispiele von Funktionen, die unendlich oft di�erenzierbar in I
sind, aber deren Taylorreihen um einen Punkt x0 œ I nur in einer Umgebung von
x0 gegen f(x) konvergieren. Ein Beispiel ist durch die Funktion g : R \ {1} æ R,
g(x) = 1

1≠x gegeben. In der Tat, aus Beispiel 8.3.1 4. und Proposition 8.3.7 (oder
nach direkter Berechnung) haben wir, dass

Tn

5 1
1 ≠ x

6
=

nÿ

k=0

xk .

Wir sollten in der Tat eine solche Formel erwarten, da wir bereits wissen, dass die
Summe der geometrischen Reihen q

+Œ
n=0

xk genau g(x) ist. Aber die Reihe q
+Œ
n=0

xn

konvergiert nur für |x| < 1! Deshalb macht es nur Sinn zu sagen, dass

1
1 ≠ x

=
+Œÿ

n=0

xn für alle |x| < 1 .

Was ist die allgemeine Theorie der Taylorreihen? Wie im Titel erwähnt, wollen wir
nur eine Vorstellung davon geben, was los ist, und wir verschieben die genauere Un-
tersuchung dieser Art von Reihen auf die Vorlesung “Analysis II”. Diese Bemerkun-
gen sind jedoch sehr natürlich:
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Bemerkung 8.3.3 • Damit eine Taylorreihe gegen die entsprechende Funktion
in einer Umgebung U von x0 konvergiert, müssen wir haben, dass

Rn(x) = f(x) ≠ Tn(x) æ 0 n æ +Œ , für alle x œ U .

• Wie können wir verstehen, wenn Rn(x) gegen Null konvergiert? In Satz 8.3.6
haben wir eine nützliche “quantitative” Formel für das Restglied (das in diesem
Fall “Lagrange Restglied” heißt) gegeben und zwar

Rn(x) = f (n+1)(c)
(n + 1)! (x ≠ x0)n+1

für ein c zwischen x und x0. Deshalb sei es U eine Umgebung von x0 und
Cn+1 œ R, sodass

|f (n+1)(c)| Æ Cn+1 für alle c œ U

und nehmen wir an, dass

Cn+1|x ≠ x0|
n+1

(n + 1)! æ 0 für n æ +Œ , für alle x œ U . (8.3.22)

Dann erhalten wir, dass

|f(x)≠Tn(x)| = |Rn(x)| Æ
Cn+1|x ≠ x0|

n+1

(n + 1)! æ 0 für n æ +Œ , für alle x œ U .

Deshalb konvergiert Tn(x) gegen f(x) in U .

• Unter welchen Bedingungen gilt (8.3.22)? Wir geben ein einfaches Beispiel. Es
sei U eine Umgebung von x0 und nehmen wir an, dass existieren –, C œ R>0,
sodass

|f (n)(x)| Æ – Cn für alle n œ N und x œ U . (8.3.23)

Dann gilt (8.3.22). In der Tat gilt, dass

|Rn(x)| Æ –
Cn+1

|x ≠ x0|
n+1

(n + 1)! æ 0 für n æ +Œ, für alle x œ U .

(Warum konvergiert die Folge auf der rechten Seite gegen Null?). Wir können
die obige Argumentation so zusammenfassen:
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Lemma 8.3.10
Es sei I ein o�enes Intervall und f : I æ R eine Funktion, die unendlich oft
di�erenzierbar ist. Es seien x0 œ I und U eine Umgebung von x0, sodass
–, C œ R>0 existieren, mit

|f (n)(x)| Æ – Cn für alle n œ N und x œ U .

Dann gilt

f(x) =
+Œÿ

n=0

f (n)(x0)
n! (x ≠ x0)n für alle x œ U .

˚

Die Theorie der Taylorreihen ist sehr reichhaltig, aber wir hören hier für den
Moment auf.
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8.4 Konvexität und zweite Ableitung
In diesem Abschnitt führen wir das Konzept von Konvexität einer Funktion ein,

das mit der Konvexivität einer Menge zusammenhängt: Eine Menge D ™ Rn wird
als konvex bezeichnet, wenn bei zwei beliebigen Punkten z0, z1 œ D das Segment,
das sie verbindet, ganz in der Menge D enthalten ist. Mit Symbolen können wir
dann diese Bedingung beschreiben:

’z0, z1 œ D, {z œ Rn
| z = (1 ≠ t)z0 + tz1, t œ [0, 1]} ™ D .

Bemerken Sie, dass die Menge der Punkte z œ Rn mit z = tz0 + (1 ≠ t)z1 für ein
t œ [0, 1] genau die Punkte der Strecke zwischen z0 und z1 bezeichnet, und t kann als
ein Parameter betrachtet werden. Die Beschreibung dieser Punkte als tz0 +(1≠ t)z1

für ein t œ [0, 1] heißt Konvexkombination von z0 und z1.1

Definition 8.4.1
Es sei I ein Intervall und f : I æ R eine Funktion. Sie heißt konvex, falls für
alle x0 ”= x1 œ I gilt

f((1 ≠ t)x0 + tx1) Æ (1 ≠ t)f(x0) + tf(x1) . (8.4.1)

Sie heißt konkav, falls das umgekehrte Ungleichheitszeichen gilt.
Eine Funktion heißt strikt konvex (bzw. strikt konkav), falls Gleichheit

in (8.4.1) nur gilt, falls t = 0 und t = 1.

Diese Bedingung besagt geometrisch, dass jeder Punkt (x, y) in der Strecke zwischen
z0 = (x0, f(x0)) und z1 = (x1, f(x1)), der als

(1 ≠ t)z0 + tz1 = ((1 ≠ t)x0 + tx1, (1 ≠ t)f(x0) + tf(x1)) für ein t œ [0, 1]

beschrieben werden kann, immer über dem Punkt ((1≠t)x0 +tx1, f((1≠t)x0 +tx1))
des Graphes von f steht, siehe Abbildung 8.4.1

Wir möchten beobachten, dass eine konvexe Funktion (bzw. konkav), die nicht
streng konvex ist (bzw. nicht streng konkav ist), Teile ihres Graphen aufweist, die
mit Segmenten übereinstimmen, siehe Abbildung 8.4.2.

In diesem Abschnitt wollen wir eine Beziehung finden zwischen der Konvex-
ität (bzw. Konkavität) einer Funktion und ihrer zweiten Ableitung. Wir beweisen
zunächst das folgende:

1
Präziser gesagt, es sei “ : [0, 1] æ Rn

die Abbildung “(t) = (1 ≠ t)z0 + tz1; dann ist das Bild

von “ genau die Strecke zwischen z0 und z1 in R. Da dieses Segment eine Kurve ist, die als t
variiert beschrieben wird, nennen wir t den “Parameter” (der die Kurve beschreibt), der kann

als “Zeit” gedacht werden.
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Lemma 8.4.1
Es sei g : (I ◊ I) \ {(x, x), x œ I} die Abbildung g(x, xÕ) := f(x) ≠ f(xÕ)

x ≠ xÕ .
Die Funktion f ist konvex genau dann, wenn

g(x0, x) Æ g(x0, x1) Æ g(x, x1) für alle x0 < x < x1 . (8.4.2)

Die geometrische Bedeutung dieses Lemmas ist in Abbildung 8.4.3 erklärt.

^

i
/

l
l

l
l

l l l

t i i

g
Xo X Xa

Figure 8.4.3

Beweis: Es sei x := (1≠t)x0+tx1, dann muss gelten 0 < t < 1 (weil wir angenommen
haben, dass x0 < x < x1). Wir bemerken, dass x ≠ x0 = t(x1 ≠ x0) > 0. Deshalb ist

f konvex ≈∆ f(x) Æ (1 ≠ t)f(x0) + tf(x1)

≈∆ f(x) ≠ f(x0) Æ t(f(x1) ≠ f(x0))

≈∆
f(x) ≠ f(x0)

x ≠ x0

Æ
t(f(x1) ≠ f(x0))

t(x1 ≠ x0)

≈∆ g(x0, x) Æ g(x0, x1) .

Der Beweis der Ungleichheit g(x0, x1) Æ g(x, x1) ist ähnlich und ist dem Leser
überlassen.
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Wir sind nun bereit den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 8.4.2
Es sei I ein o�enes Intervall und f : I æ R zwei Mal di�erenzierbar. Dann
sind die folgenden Bedingungen äquivalent:

(i) f ist konvex in I;

(ii) f Õ ist monoton wachsend in I;

(iii) f ÕÕ
Ø 0 in I .

Die Aussage und ihr Beweis können angepasst werden, um zu sagen, dass diese drei
Bedingungen äquivalent sind:

(i) f ist konkav in I;

(ii) f Õ ist monoton fallend in I;

(iii) f ÕÕ
Æ 0 in I .

Beweis: (i) =∆ (ii): Es sei f konvex. Aus Lemma 8.4.1 wissen wir, dass gegeben
x0 < x1 fest, für alle x œ (x0, x1), (8.4.2) gilt. Wir bemerken nun, dass f Õ(x0) =
limxæx0 g(x, x0) (bemerken Sie, dass g(x, xÕ) = g(xÕ, x) für alle x ”= xÕ) und f Õ(x1) =
limxæx1 g(x, x1). Dann

g(x, x0) Æ g(x0, x1) =∆ f Õ(x0) = lim
xæx0

g(x, x0) Æ g(x0, x1)

und
g(x0, x1) Æ g(x, x1) =∆ f Õ(x1) = lim

xæx1
g(x, x1) Ø g(x0, x1) .

Deshalb erhalten wir, dass f Õ(x0) Æ f Õ(x1); da x0 < x1 beliebig sind, schließen wir,
dass f Õ monoton wachsend it.

(ii) =∆ (i): Es sei f Õ monoton wachsend und x0 < x1 fest. Wir definieren
g0(x) := g(x0, x) für x œ (x0, x1). Dann ist

gÕ
0
(x) = f Õ(x)(x ≠ x0) ≠ (f(x) ≠ f(x0))

(x ≠ x0)2
= 1

x ≠ x0

C

f Õ(x) ≠
f(x) ≠ f(x0)

x ≠ x0

D

.

Nun bemerken wir, dass die Einschränkung der Funktion f auf [x0, x] die Hypothesen
des Satzes von Lagrange (Satz 8.2.6) erfüllt. Deshalb existiert › œœ (x0, x) sodass
f(x) ≠ f(x0)

x ≠ x0

= f Õ(›) . Da x0 < › < x ist und f Õ ist nach Voraussetzung monoton
wachsend, erhalten wir, dass

1
x ≠ x0

C

f Õ(x) ≠
f(x) ≠ f(x0)

x ≠ x0

D

= 1
x ≠ x0

[f Õ(x) ≠ f Õ(›)] Ø 0 .
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Deshalb ist gÕ
0
(x) Ø 0, die impliziert, dass g0(x) monoton wachsend ist (Korollar

8.2.7). Also können wir schließen, dass

g(x0, x) = g0(x) Æ g0(x1) = g(x0, x1) .

Ähnlich kann man beweisen, dass g(x0, x1) Æ g(x, x1) gilt. Nun erlaubt uns Lemma
8.4.1 zu schließen, dass f konvex ist.

Die Äquivalenz zwischen (ii) und (iii) ist durch Korollar 8.2.7 gegeben.

Übung 8.4.1
Beweisen Sie, dass gegeben eine zwei Mal di�erenzierbare Funktion f : I æ R, wobei
I ein o�enes Intervall ist, dann gilt:

1. f ÕÕ(x) > 0 für alle x œ I =∆ f strikt konvex;

2. f ÕÕ(x) < 0 für alle x œ I =∆ f strikt konkav.

Gelten die umgekehrten Implikationen? ˝
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8.5 Zusätzliche Übungen
Übung 8.5.1
Es sei f : R æ R eine stetige Funktion, so dass f(1) > 0 und

f(x + y) = f(x)f(y)

für alle x, y œ R gilt.
Zeigen Sie:

(a) Für alle n œ Z gilt f(n) = f(1)n .

(b) Für alle p œ Q gilt f(p) = f(1)p .

(c) Für alle x œ R gilt f(x) = f(1)x .

˝

Übung 8.5.2 (a) Es seien ⁄ œ RØ0 und t œ [0, 1] . Zeigen Sie, dass
3

1 + t⁄

n

4n

≠ t
3

1 + ⁄

n

4n

Æ 1 ≠ t

für alle n œ ZØ1 gilt. Schließen Sie daraus, dass

et⁄
≠ te⁄

Æ 1 ≠ t

gilt.

(b) Es seien ⁄1, ⁄2 œ R und t1, t2 œ [0, 1] mit t1 + t2 = 1 . Zeigen Sie, dass

et1⁄1+t2⁄2 Æ t1e
⁄1 + t2e

⁄2

gilt.

(c) Es seien ⁄1, ⁄2, . . . , ⁄n œ R und t1, t2, . . . , tn œ [0, 1] mit t1 + t2 + . . . + tn = 1 .
Zeigen Sie, dass

et1⁄1+t2⁄2+...+tn⁄n Æ t1e
⁄1 + t2e

⁄2 + . . . + tne⁄n

gilt. Schließen Sie daraus, dass

n
Ô

z1 · z2 . . . · zn Æ
z1 + z2 + . . . + zn

n

für z1, z2, . . . , zn œ R>0 gilt.
˝
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Übung 8.5.3
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

(a) lim
xæŒ

x log(1 + 1/x).

(b) lim
xæ0

3
1 + –x

4 t
x

(–, t œ R) .

(c) lim
xæ0

3 log(1 + x)
3x ≠ 1

4

(d) lim
xæ0

32x + 2≠x
≠ 2

x2

4

(e) lim
xæ0

amx
≠ 1

bnx ≠ 1 , n ”= 0

(f) lim
xæ0

amx
≠ bnx

sin(kx)

(g) lim
xæa

log(x) ≠ log(a)
x ≠ a

(h) lim
xæŒ

log(x)
x

.

˝

Übung 8.5.4
Es sei P (x) = anxn + an≠1xn≠1 + . . . + a1x + a0 ein Polynom.

(i) Zeigen Sie, dass

P (x) =
nÿ

k=0

P (k)(a)
k! (x ≠ a)k

für a œ R gilt.

(ii) Die Vielfachheit einer Nullstelle a von P ist definiert als der höchste Exponent
k, für den sich P ohne Rest durch (x ≠ a)k dividieren lässt.
Zeigen Sie, dass eine Nullstelle a von P genau dann Vielfachheit k hat, wenn

P (a) = 0, P Õ(a) = 0, . . . , P (k≠1)(a) = 0, P (k)(a) ”= 0

gilt.

˝
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Übung 8.5.5
Berechnen Sie die Abteilung der folgenden Funktionen:

(a) sec(x)

(b) cosec(x)

(c) sinh(x) := ex
≠ e≠x

2 (Hyperbelsinus)

(d) cosh(x) := ex + e≠x

2 (Hyperbelkosinus)

(e) tanh(x) := sinh(x)
cosh(x) (Hyperbeltangens)

(f) arsinh(x) := sinh≠1(x) = log(x +
Ô

x2 + 1) mit x œ R (Areasinus hyperboli-
cus)

(g) arcosh(x) := cosh≠1(x) = log(x +
Ô

x2 ≠ 1) für x Ø 1 (Areakosinus hyper-
bolicus)

(h) artanh(x) := tanh≠1(x) = 1
2 log

31 + x

1 ≠ x

4
für |x| Ø 1 (Areatangens hyperboli-

cus)

(i)
Ô

x

1 + x2
(x Ø 0)

(j) (sinh(x))3

(k) arctan
3

x

1 ≠ x2

4
(|x| ”= 1)

(l) log(tan(x))

(m) arcsin
3 1

1 +
Ô

x

4
(x Ø 0)

(n) xe≠ 1
x (x ”= 0)

(o) 2(arccos(3x)) (|x| Æ 1/3)

˝
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Übung 8.5.6
Bestimmen Sie alle Werte – œ R, für welche die folgende Funktion

f(x) =

Y
_]

_[

x– sin
3 1

x

4
x > 0

0 x Æ 0

di�erenzierbar in x = 0 ist. Für welchen dieser Werte – ist die Abteilungsfunktion
f Õ stetig? ˝

Übung 8.5.7
Betrachten Sie die Abbildung

f : R æ R

x ‘æ

Y
]

[
e≠1/x2 falls x ”= 0
0 falls x = 0 .

Zeigen Sie, dass f (k)(0) = 0 für alle k œ N gilt.
˝

Übung 8.5.8 (a) Berechnen Sie die Abteilung der Funktion

f(x) = xx (x > 0)

mit Hilfe der Gleichung
y = elog(y) (y > 0) .

(b) Es seien f, g : I æ R di�erenzierbare Funktionen, so dass g eine positive
Funktion ist. Verallgemeinern Sie die vorherige Teilaufgabe und bestimmen
Sie eine Formel für die Ableitung der Funktion

h : I æ R
x ‘æ [g(x)]f(x) .

(c) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion

h(x) = (1/x)x2 (x > 0) .

˝

Übung 8.5.9
Zeigen Sie, dass wenn eine Funktion f : I æ R di�erenzierbar in x0 œ I ist und
f(x0) ”= 0 gilt, dann

d

dx

3
log |f(x)|

4----
x=x0

= f Õ(x0)
f(x0)

gilt. ˝
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Übung 8.5.10
Eine Funktion f : R æ R heißt gerade, wenn für alle x œ R

f(≠x) = f(x)

gilt, und sie heißt ungerade, wenn für alle x œ R

f(≠x) = ≠f(x)

gilt. Die Funktion f heißt periodisch mit der Periode T, wenn T ”= 0 und

f(x) = f(x + T ) für alle x œ R .

Sei f : R æ R eine überall di�erenzierbare Funktion. Zeigen Sie:

(a) Wenn f gerade ist, ist f Õ ungerade.

(b) Wenn f ungerade ist, ist f Õ gerade.

(c) Wenn f periodisch mit der Periode T ist , ist f Õ periodisch mit der Periode T .

˝

Übung 8.5.11
Bestimmen Sie die lokalen und globalen Extrema jeder der folgenden Funktionen:

(a) f1(x) = x3
≠ 3x2 + 3x ≠ 4 für x œ [0, 2] .

(b) f2(x) = 3x + 1
x

für x œ (0, 3] .

(c) f3(x) = x2/3(x ≠ 5) für x œ [0, 4] .

(d) f4(x) = x2

Ô
x2 + 1

für x œ [≠4, 3] .

(e) f5(x) = x2

Ô
x2 + a2

für x œ R (mit a ”= 0) .

˝

Übung 8.5.12
Es sei s eine positive reelle Zahl. Bestimmen Sie zwei positive Zahlen deren Summe
s ist und deren Produkt so groß wie möglich ist. Begründen Sie Ihre Antwort.

˝

Übung 8.5.13
Zeigen Sie die folgende Version des Satzes von Rolle:

Es sei f : [a, Œ) æ R eine Funktion, die die folgenden Bedingungen erfüllt:
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(i) f : [a, Œ) æ R ist stetig;

(ii) f ist di�erenzierbar in (a, Œ);

(iii) lim
xæŒ

f(x) = f(a) .

Dann gibt es ein c œ (a, Œ), so dass f Õ(c) = 0 gilt.

˝

Übung 8.5.14
Es sei f : [a, b] æ R eine stetige Funktion, die zweimal di�erenzierbare in (a, b) ist.
Nehmen Sie an, dass es c œ (a, b) gibt, so dass f(a) = f(c) = f(b) gilt. Zeigen Sie,
dass es › œ (a, b) existiert, so dass

f ÕÕ(›) = 0

gilt. ˝

Übung 8.5.15
Es sei f : (a, b) æ R eine di�erenzierbare Funktion. Zeigen Sie, dass wenn alle
Funktionswerte von (f · f Õ) in (a, b) das gleiche Vorzeichen haben, dann haben alle
Funktionswerte von f in (a, b) das gleiche Vorzeichen. ˝

Übung 8.5.16
Wenden Sie den Satz von Lagrange auf die Funktion

f : [1, 2] æ R,

x ‘æ
3
Ô

x

an, um die Schätzung
13
12 < 3Ô2 <

4
3

zu zeigen .
˝

Übung 8.5.17
Es sei f : (a, b) æ R eine di�erenzierbare Funktion. Nehmen Sie an, dass es L > 0
existiert, so dass

|f Õ(x)| Æ L

für alle x œ (a, b) gilt. Zeigen Sie, dass f Lipschitz stetig mit Lipschitz-Konstante L
ist. ˝
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Übung 8.5.18
Beweisen Sie, dass die Ungleichung

log(x) Æ x ≠ 1

für alle x œ R>0 gilt. Schließen Sie daraus, dass die Ungleichung

log(x) Æ n(x1/n
≠ 1)

für alle x œ R>0 und n œ N gilt.
˝

Übung 8.5.19
Es sei p > 1 . Zeigen Sie, dass

xp + yp
Æ (x + y)p

Æ 2p≠1(xp + yp)

für alle x, y Ø 0 gilt. ˝

Übung 8.5.20
Erinnern Sie sich an die folgende Aussage:

“Eine di�erenzierbare Funktion f : (a, b) æ R ist konstant genau dann, wenn

f Õ(x) = 0

für alle x œ (a, b) gilt”.
Zeigen Sie mit Hilfe dieser Aussage die folgenden Gleichungen:

(a) arctan(x) + arctan( 1

x) = fi
2
, für x > 0 .

(b) arctan(x) + arctan( 1

x) = ≠
fi
2
, für x < 0 .

(c) arctan
1

1+x
1≠x

2
= fi

4
+ arctan(x), für x < 1 .

(d) arctan(x) = arcsin
1

xÔ
1+x2

2
, für x œ R .

(e) arcsin(x) = arctan
1

xÔ
1≠x2

2
, für x œ (≠1, 1) .

(f) arccos(x) = fi
2

≠ arctan
1

xÔ
1≠x2

2
, für x œ (≠1, 1) .

˝

Übung 8.5.21
Zeigen Sie:
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•
log(cos(x)) = ≠

1
2x2

≠
1
12x4 + o(x4) für x æ 0

•
esin(x) = 1 + x + 1

2x2
≠

1
8x4 + o(x4) für x æ 0

˝

Übung 8.5.22
Berechnen Sie die Grenzwerte der folgenden Folgen:

• lim
næŒ

n2

3
(1 + e1/n)≠1

≠
2n ≠ 1

4n

4
,

• lim
næŒ

n
Ô

n2 ≠ 1
log( n

Ô
n) ,

• lim
næŒ

n
Ò

1/n ≠ 1
log( n

Ô
n) ,

• lim
næŒ

3
2n(n ≠ 1) ≠ n3 log

1
1 + sin

1 2
n

424

˝

Übung 8.5.23 • Zeigen Sie, dass
3

1 + 1
n

4n

≠ 1 =
n≠1ÿ

k=0

1
nk

Æ 2

für alle n Ø 2 gilt. Schließen Sie daraus, dass

e < 4 .

• Es sei
Rn(x) := ex

≠

nÿ

k=0

xk

k!

das n-te Peano-Restglied von ex in x0 = 0 .

Zeigen Sie, dass

|Rn(x)| Æ
4xxn+1

(n + 1)!
für alle x œ R gilt.
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• Finden Sie eine natürliche Zahl n, so dass
----e ≠

nÿ

k=0

1
k!

---- Æ 10≠4 .

gilt. Berechnen Sie die ersten vier Stellen der Dezimalbruchentwicklung von
e .

• Zeigen Sie, dass e eine irrationale Zahl ist.
Hinweis: Bemerken Sie, dass

0 < n!|Rn(1)| < 1

für n > 3 gilt und

n!a
b

≠

nÿ

k=0

n!
k! (mit a, b œ N, n > b, a > 0)

eine ganze Zahl ist.
˝

Übung 8.5.24 • Bestimmen Sie die Taylorreihe der Funktionen f(x) = 1
(1 ≠ x)k

um x0 = 0, für alle k œ N .

• Finden Sie eine Funktion, deren Taylorreihe um x0 = 0 ist
Œÿ

k=0

k2xn .

• Es sei d œ N . Zeigen Sie, dass es ein Polynom P (x) = adxd +ad≠1xd≠1 +. . .+a0

von Grad d existiert, so dass
Œÿ

k=0

kdxn

die Taylorreihe um x0 = 0 von

P (x)
(1 ≠ x)d+1

= adxd + ad≠1xd≠1 + . . . + a0

(1 ≠ x)d+1

ist. Hinweis: Untersuchen Sie die Taylorreihe von 1
(1 ≠ x)d+1

um x0 = 0 und
argumentieren Sie mittels Induktion.

˝
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Übung 8.5.25
Die Fibonacci-Folge f1, f2, f3, . . . ist durch das rekursive Bildungsgesetz

fn = fn≠1 + fn≠2 für n Ø 3

mit den Anfangswerten
f1 = f2 = 1

definiert.

• Zeigen Sie, dass die Taylorreihe von F (x) = 1
1 ≠ x ≠ x2

um x0 = 0 gleich

Œÿ

n=0

fn+1x
n

ist.
Hinweis: Berechnen Sie die n-te Ableitung von (1≠x ≠x2)F (x) in x = 0 mit
der Hilfe der Leibnizregel.

• Es seien a und b zwei verschiedene reelle Zahlen, die ungleich Null sind. Zeigen
Sie, dass die Taylorreihe von G(x) = 1

(a ≠ x)(b ≠ x) um x0 = 0 gegeben ist

Œÿ

n=0

1
b ≠ a

3 1
an+1

≠
1

bn+1

4
xn .

• Zeigen Sie, dass

fn = 1
Ô

5

331 +
Ô

5
2

4n

≠

31 ≠
Ô

5
2

4n4

für alle n œ N gilt.

˝

Übung 8.5.26 • Es sei I ein o�enes Interval und f eine n-mal di�erenzierbare
Funktion. Es sei x0 œ I und nehmen wir an, dass

fk(x0) = 0 für alle k = 0, 1, . . . , n ≠ 1.

Zeigen Sie, dass die Funktion

F : I æ R

x ‘æ

Y
___]

___[

f(x)
(x ≠ x0)n

falls x ”= x0,

fn(x0)
n! falls x = x0

stetig ist.
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• Geben Sie ein Beispiel einer di�erenzierbaren Funktion f : (≠1, 1) æ R an, so
dass f(0) = 0 gilt aber die Funktion

F : (≠1, 1) æ R

x ‘æ

Y
_]

_[

f(x)
x

falls x ”= 0,

f Õ(0) falls x = 0

nicht di�erenzierbar in x = 0 ist.
˝

Übung 8.5.27 • Es sei qŒ
n=0

Bn
n!

xn die Taylorreihe von der Funktion

F : R æ R

x ‘æ

Y
]

[

x

ex ≠ 1 falls x ”= 0,

1 falls x = 0

um x = 0 . Die Koe�zienten Bn heißen Bernoulli-Zahlen .
Zeigen Sie, dass die Bernoulli-Zahlen Bn die Gleichung

mÿ

n=0

A
m + 1

n

B

Bn = 0

für m Ø 1 erfüllen. Hinweis: Berechnen Sie die m + 1-te Ableitung von
F (x)(ex

≠ 1) in x = 0 mit der Hilfe der Leibnizregel.

• Bestimmen Sie die Bernoulli Zahlen B0, B1, B2, B3, B4 .
˝

Übung 8.5.28
Es sei I ein o�enes Interval und f : I æ R zwei mal di�erenzierbar. Es sei x0 œ I
und nehmen wir an, dass f Õ(x0) = 0 gilt. Zeigen Sie:

• Wenn f
ÕÕ(x0) > 0, ist x0 ein lokales Minimum von f .

• Wenn f
ÕÕ(x0) < 0, ist x0 ein lokales Maximum von f .

˝
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9.1 Definitionen und erste Eigenschaften
Im folgenden werden wir sagen, dass f : [a, b] æ R eine beschränkte Funktion

ist, falls das Bild f([a, b]) eine beschränkte Teilmenge von R ist. Zum Beispiel, ist
jede stetige Funktion f : [a, b] æ R automatisch beschränkt (warum?).

Definition 9.1.1
Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall. Eine Zerlegung Z von [a, b] ist eine Menge
Z = {z0, z1, . . . , zn} von reellen Zahlen, so dass

a = z0 < z1 < z2 < · · · < zn≠1 < zn = b.

Es sei f : [a, b] æ R eine beschränkte Funktion. Dann heißt

U(Z, f) :=
n≠1q

k=0

inf f([zk, zk+1]) · (zk+1 ≠ zk)

die Untersumme von f bezüglich der Zerlegung Z und

O(Z, f) :=
n≠1q

k=0

sup f([zk, zk+1]) · (zk+1 ≠ zk)

heißt die Obersumme von f bezüglich der Zerlegung Z.

e.
GraphH )

÷
; ¥

Untersummer beziiglich Oberesummer beiiiglich
Z - {to ,

Zeitz , 2-3) Z - {toFritz ,
73}

Figure 9.1.1
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Beispiel 9.1.1
Wir betrachten die Funktion

f : [0, 1] æ R
x ‘æ x.

Für n œ N sei Zn := {0, 1

n , . . . , n≠1

n , 1} die Zerlegung von [0, 1] in n Intervalle der
Länge 1

n . Dann folgt , dass

U(Zn, f) =
n≠1q

k=0

(k+1

n ≠
k
n)

¸ ˚˙ ˝
=

1
n

· inf f([ k
n , k+1

n ])
¸ ˚˙ ˝

=
k
n

= 1
n2

n≠1ÿ

k=0

k

¸ ˚˙ ˝
=

(n≠1)n
2

= n ≠ 1
2n

wobei die letzte Gleichheit aus (1.3.1) folgt, sowie

O(Zn, f) =
n≠1q

k=0

(k+1

n ≠
k
n)

¸ ˚˙ ˝
=

1
n

· sup f([ k
n , k+1

n ])
¸ ˚˙ ˝

=
k+1

n

= 1
n2

n≠1ÿ

k=0

(k + 1)
¸ ˚˙ ˝

=

nq
k=1

k=
n(n+1)

2

= n + 1
2n

˙

Es sei Z eine Zerlegung von [a, b]. Wenn man Z Õ aus Z durch Zufügen von
Punkten in [a, b] erhält, das heißt, wenn Z ™ Z Õ, dann nennen wir Z Õ eine Ver-
feinerung der Zerlegung Z.

Es seien beispielsweise Z und Z Õ zwei Zerlegungen von [a, b], dann ist Z fi Z Õ

eine Verfeinerung sowohl von Z als auch von Z Õ. Wir fassen im folgenden Lemma
einige grundlegende Eigenschaften von Untersummen und Obersummen zusammen.

Lemma 9.1.1
Es sei f : [a, b] æ R eine beschränkte Funktion.

1. Wenn Z Õ eine Verfeinerung einer Zerlegung Z ist, dann gilt

U(Z, f) Æ U(Z Õ, f) und O(Z Õ, f) Æ O(Z, f).

2. Es seien Z, Z Õ zwei Zerlegungen von [a, b], dann gilt

U(Z Õ, f) Æ O(Z, f).

3. Es ist

sup{U(Z, f) | Z Zerlegung von [a, b]} Æ inf{O(Z, f) | Z Zerlegung von [a, b]}.
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Proof. Es sei f : [a, b] æ R eine beschränkte Funktion.

1. Es sei nun Z Õ eine Verfeinerung einer Zerlegung Z. Wenn Z Õ = Z fi {w}, d.h.
wenn wir Z Õ durch Hinzufügen von einem Punkt erhalten, dann werden Sie in
Übungsblatt 12 zeigen, dass

U(Z, f) Æ U(Z Õ, f) und O(Z Õ, f) Æ O(Z, f).

Der allgemeine Fall folgt nun indem wir dieses Argument iterieren.

2. Nehmen wir zuerst an, dass Z = Z Õ. Nachdem für eine beliebige beschränkte
nichtleere Teilmenge M µ R gilt, dass inf(M) Æ sup(M), folgt sofort aus den
Definitionen, dass U(Z, f) Æ O(Z, f).
Es seien nun Z, Z Õ zwei beliebige Zerlegungen von [a, b]. Dann folgt, dass

U(Z Õ, f) Æ U(Z fi Z Õ, f) nach 1.
Æ O(Z fi Z Õ, f) für jede Zerlegung Y gilt U(Y, f) Æ O(Y, f)
Æ O(Z, f) nach 1.

3. Diese Aussage folgt aus 2. und aus der Definition von Supremum und Infimum.

Wir führen nun die wichtigste Definition dieses Kapitels.

Definition 9.1.2
Eine beschränkte Funktion f : [a, b] æ R heißt Riemann-integrierbar, wenn

sup{U(Z, f) | Z Zerlegung von [a, b]} = inf{O(Z, f) | Z Zerlegung von [a, b].}

Wenn f Riemann-integrierbar ist, dann heißt

bs
a

f(x) dx := inf{O(Z, f) | Z Zerlegung von [a, b]}

das Riemann-Integral über f von a nach b.

Für ganz “schöne” Funktionen repräsentiert das Riemann-Integral den Flächen-
inhalt zwischen der Abszissenachse und dem Graph der Funktion f , zwischen a und
b. Beachten Sie, dass diese Region nicht immer eine “Fläche” in dem Sinne ist, wie
wir denken: Nehmen Sie zum Beispiel die Funktion

f(x) :=

Y
]

[
0 für x œ Q
1 für x œ R \ Q
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Wir werden bald sehen, dass diese Funktion eigentlich nicht Riemann-integrierbar
ist.

Wir sagen in Zukunft oft auch “integrierbar” anstatt “Riemann-integrierbar”
und “Integral” anstatt ‘Riemann-Integral’. Wenn f Riemann-integrierbar ist, dann
sagen wir auch, dass

s b
a f(x)dx existiert. 1

Beispiel 9.1.2
Es sei f : [a, b] æ R eine konstante Funktion, das heißt es gibt ein c œ R, so dass
f(x) = c für alle x œ [a, b]. Dann gilt für jede Zerlegung Z = {z0, . . . , zn} von [a, b],
dass

U(Z, f) =
n≠1ÿ

k=0

(zk+1≠zk) inf f([zk, zk+1])¸ ˚˙ ˝
=c

=
n≠1ÿ

k=0

(zk+1≠zk)·c = c(zn≠z0) = c(b≠a).

Genauso zeigt man auch, dass O(Z, f) = c(b ≠ a). Wir haben also gezeigt, dass f
Riemann-integrierbar ist, und dass

⁄ b

a
f(x)dx = c(b ≠ a).

˙

Beispiel 9.1.3
Wir betrachten die Funktion

f : [0, 1] æ R

x ‘æ

I
0, wenn x œ Q fl [0, 1]
1, andernfalls.

Es sei Z = {z1, . . . , zn} eine Zerlegung von [a, b]. Dann gilt

U(Z, f) =
n≠1q

k=0

(zk+1 ≠ zk) inf f([zk, zk+1])¸ ˚˙ ˝
= 0, weil [zk, zk+1]

rationale Zahlen enthält

=
n≠1q

k=0

(zk+1 ≠ zk) · 0 = 0

O(Z, f) =
n≠1q

k=0

(zk+1 ≠ zk) sup f([zk, zk+1])¸ ˚˙ ˝
= 1, weil [zk, zk+1]

irrationale Zahlen enthält

=
n≠1q

k=0

(zk+1 ≠ zk) · 1 = 1 · 1.

Die Funktion f ist also nicht Riemann-integrierbar. 2
˙

Der folgende Satz erlaubt es, die Integrabilität einer Funktion zu zeigen, ohne
direkt mit Infimum und Supremum zu arbeiten.

1
Wenn wir schreiben “Riemann-integrierbar”, dann stellt sich die Frage, ob es denn noch andere

Definitionen von “Integrierbarkeit” gibt, außer der Riemann-Integrierbarkeit. Dies ist in der

Tat der Fall, in Analysis III werden wir das Lebesgue-Integral kennenlernen, welches noch mal

viel allgemeiner (und auch deutlich komplizierter) ist.
2
In Analysis III werden wir sehen, dass f Lebesgue-integrierbar ist mit Lebesgue-Integral 1.
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Satz 9.1.2
Eine beschränkte Funktion f : [a, b] æ R ist genau dann integrierbar, wenn es
eine Folge von Zerlegungen (Zn)nœN von [a, b] gibt, so dass

lim
næŒ

U(Zn, f) = lim
næŒ

O(Zn, f).

Zudem, wenn es eine solche Folge von Zerlegungen gibt, dann gilt

bs
a

f(x)dx = lim
næŒ

O(Zn, f).

Beweis: Es sei f : [a, b] æ R eine beschränkte Funktion. Wir nehmen zuerst an, dass
f : [a, b] æ R integrierbar ist. Wir setzen I :=

s b
a f(x)dx. Es ist eine Folgerung aus

der Definitionen von Infimum und Supremum, dass Folgen von Zerlegungen (Zn)nœN
und (Z Õ

n)nœN existieren, mit

lim
næŒ

U(Zn, f) = I = lim
næŒ

O(Z Õ
n, f).

(Übung für Sie.) Dann gilt

I = lim
næŒ

U(Zn, f) Æ lim
næŒ

U(Zn fi Z Õ
n, f) nach Lemma 9.1.1 1.

Æ lim
næŒ

O(Zn fi Z Õ
n, f) nach Lemma 9.1.1 2.

Æ lim
næŒ

O(Z Õ
n, f) nach Lemma 9.1.1 1.

= I.

Nachdem der erste Ausdruck gleich dem letzten Ausdruck ist, müssen alle Ungle-
ichheiten also schon Gleichheiten sein. Die Folge von Zerlegungen (Zn fi Z Õ

n)nœN hat
also die gewünschte Eigenschaft.

Nehmen wir nun an, es gibt eine Folge von Zerlegungen Zn von [a, b], so dass

lim
næŒ

U(Zn, f) = lim
næŒ

O(Zn, f).

Dann gilt

lim
næŒ

U(Zn, f) Æ sup{U(Z, f) | Z Zerlegung von [a, b]} Definition von Supremum
Æ inf{O(Z, f) | Z Zerlegung von [a, b]} weil U(Z, f) Æ O(Z, f)
Æ lim

næŒ
O(Zn, f) Definition von Infimum.

Wir haben angenommen, dass der erste Ausdruck gleich dem letzten Ausdruck ist.
Wir sehen also wiederum, dass alle Ungleichheiten schon Gleichheiten sind. Ins-
besondere ist f integrierbar.

Für später halten wir auch schon folgendes Korollar zu Satz 9.1.2 fest.
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Korollar 9.1.3
(Riemannsches Integrabilitätskriterium)

Es sei f : [a, b] æ R eine beschränkte Funktion. Die Funktion f ist genau
dann integrierbar, wenn es zu jedem ‘ > 0 eine Zerlegung Z von [a, b] gibt, so
dass

O(Z, f) ≠ U(Z, f) < ‘.

Beweis: Es sei f : [a, b] æ R eine beschränkte Funktion. Wir nehmen zuerst an,
dass f : [a, b] æ R integrierbar ist. Wir setzen I =

s b
a f(x)dx. Dann gibt es nach

Satz 9.1.2 eine Zerlegung Z mit I ≠ U(Z, f) < ‘
2

und mit O(Z, f) ≠ I < ‘
2
. Daraus

folgt die Ungleichung O(Z, f) ≠ U(Z, f) < ‘.
Umgekehrt, wenn es zu jedem ‘ > 0 eine Zerlegung Z vom Intervall [a, b]

gibt, so dass O(Z, f) ≠ U(Z, f) < ‘, dann gibt es insbesondere zu jedem n œ N eine
Zerlegung Zn von [a, b], so dass O(Zn, f)≠U(Zn, f) < 1

n . Da O(Zn, f)≠U(Zn, f) Ø 0
(Lemma 9.1.1 2. oder einfach aus der Definitionen von O(Z, f) und U(Z, f)), folgt
aus dem Einschnürungssatz, dass

lim
næŒ

(O(Zn, f) ≠ U(Zn, f)) = 0 . (9.1.1)

Wir bemerken dazu, dass die Folgen (O(Zn, f))n und (U(Zn, f))n beschränkt sind
(warum ist es so?). Deshalb impliziert der Satz von Bolzano-Weierstraß (Satz 4.2.2),
dass eine Teilfolge (nk)k von Indizen gibt, sodass beide Teilfolgen (O(Znk

, f))k und
(U(Znk

, f))k konvergieren (nochmal, warum?). Da (9.1.1) gilt, können wir dann
schließen, dass

lim
kæŒ

U(Znk
, f) = lim

kæŒ
O(Znk

, f) .

Also ist f nach Satz 9.1.2 integrierbar.

Im Folgenden werden wir aber erst einmal nur Satz 9.1.2 anwenden.
Beispiel 9.1.4

1. Wir betrachten wiederum die Funktion
f : [0, 1] æ R

x ‘æ x.

zusammen mit der Folge von Zerlegungen Zn := {0, 1

n , . . . , n≠1

n , 1}, n œ N. Auf
Seite 299 hatten wir berechnet, dass U(Zn, f) = n≠1

2n und O(Zn, f) = n+1

2n . Es
folgt dann, dass

lim
næŒ

U(Zn, f)
¸ ˚˙ ˝

=
n≠1
2n

= lim
næŒ

n ≠ 1
2n

= 1
2 = lim

næŒ

n + 1
2n

= lim
næŒ

O(Zn, f)
¸ ˚˙ ˝

=
n+1
2n

.

Es folgt also aus Satz 9.1.2, dass
s

1

0
f(x)dx = 1

2
.
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2. Wir betrachten die Funktion

f : [≠1, 1] æ R

x ‘æ

I
0, wenn x ”= 0,
1

3
, wenn x = 0.

zusammen mit der Folge von Zerlegungen Zn := {≠1, ≠
1

2n , 1

2n , 1}, siehe Abbil-
dung 9.1.2.

^

/

GraphCf)

-¥#
- y - I I

12h 2h

Obere summer - f (In - f-⇒→ o
Figure 9.1.2

Dann gilt
U(Zn, f) = 0,
O(Zn, f) = 1

3
· ( 1

2n ≠ (≠ 1

2n)) = 1

3n .

Die Grenzwerte dieser Folgen von Untersummen und Obersummen sind jeweils
0. Es folgt also aus Satz 9.1.2, dass

s
1

≠1
f(x)dx = 0.

˙
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Satz 9.1.4
Es seien f, g : [a, b] æ R Riemann-integrierbare Funktionen und ⁄ œ R. Dann
sind auch die Funktionen f + g und ⁄ · f integrierbar und es gilt

bs
a

f(x) + g(x)dx =
bs

a
f(x)dx +

bs
a

g(x)dx

bs
a

⁄ · f(x)dx = ⁄ ·
bs

a
f(x)dx.

Für den Beweis dieses Satzes brauchen wir zuerst das folgende:

Lemma 9.1.5
Für jede Zerlegung Z von [a, b] gilt, dass

U(Z, f) + U(Z, g) Æ U(Z, f + g)

sowie

O(Z, f + g) Æ O(Z, f) + O(Z, g).

Beweis des Lemmas 9.1.5: Wir beweisen die Aussage für die Untersummen. Die
Aussage für die Obersummen wird dann ganz analog bewiesen. Es folgt sofort aus
den Definitionen, dass es genügt zu zeigen, dass für jedes Intervall [c, d] folgende
Ungleichung gilt:

inf
3

f([c, d])
4

+ inf
3

g([c, d])
4

Æ inf
3

(f + g)([c, d])
4

.

Wir müssen also zeigen, dass

inf
3

f([c, d])
4

+ inf
3

g([c, d])
4

Æ (f + g)(x) für alle x œ [c, d]

Es gilt aber in der Tat für ein beliebiges x œ [c, d], dass

(f + g)(x) = f(x) + g(x) Ø inf
3

f([c, d])
4

+ inf
3

g([c, d])
4

.

Wir haben dann die Behauptung des Lemmas bewiesen.

Beweis des Satzes 9.1.4: Es seien f, g : [a, b] æ R integrierbare Funktionen. Wir
müssen zeigen, dass f + g integrierbar ist mit

⁄ b

a
f(x) + g(x)dx =

⁄ b

a
f(x)dx +

⁄ b

a
g(x)dx.

Nach Satz 9.1.2 existieren Folgen von Zerlegungen (Xn)nœN und (Yn)nœN von [a, b],
so dass

lim
næŒ

U(Xn, f) = lim
næŒ

O(Xn, f) =
s b
a f(x)dx, und

lim
næŒ

U(Yn, g) = lim
næŒ

O(Yn, g) =
s b
a g(x)dx
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und deshalb, nochmal nach Satz 9.1.2, genügt es nun zu zeigen, dass

lim
næŒ

U(Xn fi Yn, f + g) = lim
næŒ

O(Xn fi Yn, f + g) =
⁄ b

a
f(x)dx +

⁄ b

a
g(x)dx.

Es folgt nun, dass
s b
a f(x)dx +

s b
a g(x)dx = lim

næŒ
U(Xn, f) + lim

næŒ
U(Yn, g)

Æ lim
næŒ

U(Xn fi Yn, f) + lim
næŒ

U(Xn fi Yn, g) nach Lemma 9.1.1 1.
Æ lim

næŒ
U(Xn fi Yn, f + g) nach Lemma 9.1.5

Æ lim
næŒ

O(Xn fi Yn, f + g) nach Lemma 9.1.1 2.
Æ lim

næŒ
O(Xn fi Yn, f) + lim

næŒ
O(Xn fi Yn, g) nach Lemma 9.1.5

Æ lim
næŒ

O(Xn, f) + lim
næŒ

O(Yn, g) nach Lemma 9.1.1 1.

=
bs
a

f(x)dx +
bs
a

g(x)dx.

Dies ist jedoch nur möglich, wenn alle Ungleichheiten schon Gleichheiten sind. Wir
haben damit also die Behauptung bewiesen.

Es sei nun ⁄ œ R. Die Aussage für ⁄f zeigt man fast genauso. Dies ist für Sie
eine Übung.

Korollar 9.1.6
Es sei f : [a, b] æ R eine Riemann-integrierbare Funktion und es sei g : [a, b] æ

R eine Funktion, welche sich von f nur in endlich vielen Punkten unterscheidet.
Dann ist g ebenfalls Riemann-integrierbar und es gilt

⁄ b

a
g(x)dx =

⁄ b

a
f(x)dx.

Beweis: Wir definieren h(x) := g(x) ≠ f(x). Bis auf endlich viele Ausnahmen gilt
dann h(x) = 0 für x œ [a, b]. Ähnlich wie im Beispiel auf Seite 304 kann man
zeigen, dass h Riemann-integrierbar ist mit

s b
a h(x)dx = 0. Das Korollar folgt nun

aus Satz 9.1.4 nachdem g = f + h.

Die folgende Eigenschaft wird sehr oft in diesem Kapitel benutzt:

Lemma 9.1.7
(Monotonieeigenschaft des Integrals) Es seien f, g : [a, b] æ R zwei Riemann-
integrierbare Funktionen, so dass f(x) Æ g(x) für alle x œ [a, b]. Dann ist

⁄ b

a
f(x)dx Æ

⁄ b

a
g(x)dx.
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Beweis: Die Aussage folgt leicht aus den Definitionen, nachdem für jedes Intervall
[c, d] in [a, b] gilt, dass

inf
1
f([c, d])

2
Æ inf

1
g([c, d])

2
.

Die Details sind für Sie eine Übung.

Lemma 9.1.8
Es sei a < b < c und f : [a, c] æ R eine beschränkte Funktion. Dann gilt

⁄ c

a
f(x)dx =

⁄ b

a
f(x)dx +

⁄ c

b
f(x)dx,

wenn die beiden Integrale auf der rechten Seite existieren.

Beweis: Nach Satz 9.1.2 existieren Folgen von Zerlegungen (Yn)nœN von [a, b] und
(Zn)nœN von [b, c] gibt, so dass

lim
næŒ

U(Yn, f) = lim
næŒ

O(Yn, f) =
bs
a

f(x)dx,

lim
næŒ

U(Zn, f) = lim
næŒ

O(Zn, f) =
cs

b
f(x)dx.

Für eine beliebige Zerlegung Y von [a, b] und eine beliebige Zerlegung Z von [b, c]
ist Y fi Z eine Zerlegung von [a, c]. Es folgt sofort aus den Definitionen, dass

(ú) U(Y, f) + U(Z, f) = U(Y fi Z, f)
O(Y, f) + O(Z, f) = O(Y fi Z, f)

Es folgt also, dass

bs
a

f(x)dx +
cs

b
f(x)dx = lim

næŒ
U(Yn, f) + lim

næŒ
U(Zn, f)

= lim
næŒ

U(Yn fi Zn, f) nach (ú)
Æ lim

næŒ
O(Yn fi Zn, f)

= lim
næŒ

O(Yn, f) + lim
næŒ

O(Zn, f) nach (ú)

=
bs

a
f(x)dx +

cs

b
f(x)dx.

Alle Ungleichheiten müssen also Gleichheiten sein und es folgt aus Satz 9.1.2, dass
⁄ c

a
f(x)dx =

⁄ b

a
f(x)dx +

⁄ c

b
f(x)dx.
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Es sei I ein Intervall und es sei f : I æ R eine Funktion. Für b < a in I
definieren wir dann

bs
a

f(x)dx := ≠

as

b
f(x)dx.

Für a œ I definieren wir zudem
as
a

f(x)dx := 0.

Mit dieser Konvention erhalten wir nun folgendes Korollar zu Lemma 9.1.8.

Korollar 9.1.9
Es sei I ein Intervall und es sei f : I æ R eine beschränkte Funktion. Für
beliebige a, b, c œ I gilt, dass

⁄ c

a
f(x)dx =

⁄ b

a
f(x)dx +

⁄ c

b
f(x)dx,

wenn alle drei Integrale existieren.

Bemerkung 9.1.1
Man kann die Aussage noch etwas verbessern: wenn zwei der drei Integrale ex-
istieren, dann existiert auch das dritte. Um dies zu beweisen müßte man dann
auch die Aussage von Lemma 9.1.8 leicht abändern. Dies verbleibt als freiwillige
Übungsaufgabe. ˚

Proof. Das Korollar folgt leicht durch “richtiges Anordnen von a, b, c” und Lemma 9.1.8.
Beispielsweise, wenn b < c < a, dann folgt aus Lemma 9.1.8, dass

as

b
f(x)dx =

cs

b
f(x)dx +

as
c

f(x)dx,

Mithilfe der Konvention erhalten wir, dass

≠

bs
a

f(x)dx =
cs

b
f(x)dx ≠

cs
a

f(x)dx,

also ist
cs
a

f(x)dx =
bs
a

f(x)dx +
cs

b
f(x)dx.

Die anderen Fälle werden ganz analog bewiesen.



9.2. INTEGRABILITÄTSKRITERIEN 309

9.2 Integrabilitätskriterien
In diesem Abschnitt wollen wir verschiedene Integrabilitätskriterien beweisen.

Beispielsweise wollen wir zeigen, dass stetige Funktionen immer integrierbar sind.
Wir werden dabei mit dem Riemannschen Integrabilitätskriterium, d.h. mit Korol-
lar 9.1.3, arbeiten. Zur Erinnerung, dieses besagt, dass eine beschränkte Funktion
f : [a, b] æ R genau dann integrierbar ist, wenn es zu jedem ‘ > 0 eine Zerlegung Z
von [a, b] gibt, so dass

O(Z, f) ≠ U(Z, f) < ‘.

Bevor wir uns der Formulierung und den Beweisen von verschiedenen Integrabilitäts-
kriterien zuwenden, ist es also hilfreich die Di�erenzen O(Z, f) ≠ U(Z, f) zwischen
Obersummen und Untersummen etwas umzuschreiben. Es sei also Z = {z0, z1, . . . , zn}

eine Zerlegung von [a, b]. Dann können wir O(Z, f) ≠ U(Z, f) auch folgendermaßen
umschreiben:

O(Z, f) ≠ U(Z, f) Æ (b ≠ a) max
Ó
d(f, [zi, zi+1])

--- i = 0, . . . , n ≠ 1
Ô
. (9.2.1)

In der Tat haben wir

O(Z, f) ≠ U(Z, f) =
n≠1q
i=0

(zi+1 ≠ zi) sup f([zi, zi+1]) ≠
nq

i=0

(zi+1 ≠ zi) inf f([zi, zi+1])

=
n≠1q
i=0

(zi+1 ≠ zi)
1

sup f([zi, zi+1]) ≠ inf f([zi, zi+1])
2

=
n≠1q
i=0

(zi+1 ≠ zi) sup
Ó
|f(x) ≠ f(xÕ)|

--- x, xÕ
œ [zi, zi+1]

Ô
.

Für ein Teilintervall [r, s] von [a, b] bezeichnen wir jetzt

d(f, [r, s]) := sup
Ó
|f(x) ≠ f(xÕ)|

--- x, xÕ
œ [r, s]

Ô

als die maximale Di�erenz auf dem Teilinterval [r, s]. Mit dieser Notation gilt dann
also, dass

O(Z, f) ≠ U(Z, f) =
n≠1q
i=0

(zi+1 ≠ zi)d(f, [zi, zi+1]).

Insbesondere gilt also, dass

O(Z, f) ≠ U(Z, f) =
n≠1q
i=0

(zi+1 ≠ zi)d(f, [zi, zi+1])

Æ
n≠1q
i=0

(zi+1 ≠ zi) max
Ó
d(f, [zi, zi+1])

--- i = 0, . . . , n ≠ 1
Ô

= (b ≠ a) max
Ó
d(f, [zi, zi+1])

--- i = 0, . . . , n ≠ 1
Ô
.

Der wichtigste Satz dieses Abschnitts besagt, dass jede stetige Funktion inte-
grierbar ist in jedem kompakten Intervall. Um diesen Satz zu beweisen, brauchen
wir noch ein wichtiges Konzept, und zwar das Konzept von gleichmässiger Stetigkeit.
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9.2.1 Gleichmäßige Stetigkeit
Die Definition von “gleichmäßig stetig” ist auf den ersten, und oft auch auf

den zweiten Blick verwirrend. Es sei f : D ™ R æ R eine Funktion, die stetig in
D ist. Es sei, wie immer, U”(x0) eine o�ene Umgebung von x0, für ein ” > 0. Wir
wissen, schon, dass f stetig in D ist genau dann, wenn

’x0 œ D, ’‘ > 0, ÷” = ”(x0, ‘), sodass ’x œ U”(x0)flD gilt |f(x)≠f(x0)| < ‘ .

Wir bemerken nochmal, dass ” von ‘ und (natürlich) von x0 anhängt. Bemerken
Sie, dass wir in der ursprünglichen Definition der Stetigkeit nicht geschrieben haben,
dass ” von x0 abhängt. Aber wir haben zuerst die Definition der Stetigkeit von f in
einem Punkt x0 gegeben (und danach gesagt, dass f stetig in D ist, falls sie stetig
in jedem Punkt x0 œ D ist). Deshalb hängt ” auch von x0 ab.

Vereinfacht ausgedrückt, eine Funktion f ist gleichmäßig stetig, wenn “es zu
jedem ‘ > 0 ein ” > 0 gibt, das nur von ‘ abhängt; also ein ”, welches für alle x0

passt”. Präzier gesagt haben wir die folgende:

Definition 9.2.1
Eine Funktion f : D æ R ist gleichmäßig stetig in D, wenn

’‘ > 0, ÷” = ”(‘) > 0 sodass ’x0 œ D, ’ x œ U”(x0)flD, gilt |f(x)≠f(x0)| < ‘ .
(9.2.2)

Es gibt sehr viele “schöne Funktionen” die stetig in jedem Punkt der Defini-
tionsmenge D sind (zum Beispiel Funktionen, die CŒ(D,R) sind), aber die nicht
gleichmäßig stetig sind. Zum Beispiel
Übung 9.2.1
Beweisen Sie, dass die folgenden Funktionen nicht gleichmäßig stetig in D sind:

1. f : D = (0, +Œ) æ R, f(x) = 1

x .

2. f : D = (0, +Œ) æ R, f(x) = x2.
˝

Diese Funktionen sind zwar “wunderschön” (CŒ(D,R)), aber nicht gleich-
mäßig stetig. Also, was ist daran falsch? Abbildung 9.2.1 sollte versuchen, Ihnen
eine Erklärung zu geben: Sobald für jedes ‘ > 0 ein ” gefunden wurde, das für
den Punkt x0 funktioniert, bemerken wir, wie für die linke Funktion ”(x0) æ 0 für
x0 æ 0, während für die rechte Funktion, ”(x0) æ 0 für x0 æ Œ. Also können
wir ein solches ” nicht “minimieren”. In der Tat, um die gleichmäßige Stetigkeit
einer Funktion zu zeigen, wäre es genug zu beweisen, dass für alle feste ‘ > 0,
inf{”(‘, x0), x0 œ D} =: ”̃(‘) strikt positiv ist (warum gilt diese Bemerkung?).

Was sind dann schöne Kategorien von Funktionen, die automatisch gleichmäßig
stetig sind? Das wird in der folgenden Übung erklärt:
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Figure 9.2.1

Übung 9.2.2 1. Beweisen Sie, dass jede lipschitzstetige Funktion (siehe Beispiel
5.2.1 (iv)) gleichmäßig stetig ist, wobei f : D æ R lipschitzstetig ist (mit
Konstanten L), falls für alle x1, x2 œ D gilt

|f(x1) ≠ f(x2)| Æ L|x1 ≠ x2| .

2. Es sei D ein o�enes Intervall und f : D æ R eine di�erenzierbare Funktion.
Beweisen Sie, dass falls

|f Õ(x)| Æ k œ R>0 für alle x œ D ,

dann ist f lipschitzstetig und deshalb (durch 1. dieser Übung) gleichmäßig
stetig.

3. Es sei f œ C1(0, +Œ) mit limxæ0 f Õ(x) = l œ R und limxæ+Œ f Õ(x) = lÕ
œ R.

Zeigen Sie, dass f lipschitzstetig in (0, +Œ) ist, und deshalb gleichmäßig stetig.
˝

Nächster Satz gibt uns eine andere wichtige Kategorie von Funktionen, die
gleichmäßg sind. Hier spielt die Hauptrolle die Kompaktheit der Definitionsmenge.
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Satz 9.2.1
(Satz von Heine-Cantor) Es sei f : [a, b] æ R eine Funktion. Wenn f stetig
ist, dann ist f auch gleichmäßig stetig.

Proof. Wir werden den Satz mit einem Widerspruchsbeweis beweisen. Nehmen wir
also an, dass f nicht gleichmäßig stetig ist. Was ist die Verneinung von (9.2.2)?
Dies ist:

÷‘ > 0, sodass ’” > 0, ÷x œ [a, b] und y œ [a, b] mit |x≠y| < ” und |f(x)≠f(y)| Ø ‘ .

Sei also solch ein ‘ > 0 gewählt. Für jedes ” = 1

n , n œ N erhalten wir also xn, yn œ

[a, b], so dass
|xn ≠ yn| <

1
n

und |f(xn) ≠ f(yn)| Ø ‘.

Da die Folge (xn) in [a, b] liegt, die kompakt ist (da es beschränkt und abgeschlossen
ist), existiert eine Teilfolge (xnk

)kœN, welche gegen c œ [a, b] konvergiert. Nachdem
0 Æ |xn ≠ yn| < 1

n für alle n œ N folgt, dass auch limkæŒ ynk
= c. In der Tat,

impliziert der Einschnürungssatz, dass |xn ≠ yn| æ 0 geht. Wir können nun nicht
aber sagen, dass limnæ+Œ xn = limnæ+Œ yn, da diese Grenzwerte nicht existieren
könnten! Aber wir wissen, dass limkæŒ xnk

existiert und ist gleich c. Deshalb, da
auch |xnk

≠ ynk
| æ 0 für k æ +Œ, haben wir, dass limkæŒ ynk

= c.
Da f stetig ist, folgt aus Satz 5.2.1, dass

lim
kæŒ

(f(xnk
) ≠ f(ynk

)
2

= f
3

lim
kæŒ

xnk

4
≠ f

3
lim

kæŒ
ynk

4
= f(c) ≠ f(c) = 0.

Dies ist aber im Widerspruch zu der Aussage, dass |f(xnk
) ≠ f(ynk

)| Ø ‘ für alle
k.

Nach dieser langen Vorbemerkung können wir jetzt endlich den wichtigsten
Satz dieses Abschnittes beweisen:

Satz 9.2.2
Jede stetige Funktion f : [a, b] æ R ist integrierbar.

Beweis: Es sei f : [a, b] æ R eine stetige Funktion. Nach dem Riemannschen Inte-
grabilitätskriterium (Korollar 9.1.3) und nach der Ungleichung (9.2.1) genügt es zu
zeigen, dass es zu jedem ‘ > 0 eine Zerlegung Z = {z0, . . . , zn} gibt, so dass

(b ≠ a) max
Ó
d(f, [zi, zi+1])

--- i = 0, . . . , n ≠ 1
Ô

< ‘

oder, so dass die äquivalente Ungleichung

max
Ó
d(f, [zi, zi+1])

--- i = 0, . . . , n ≠ 1
Ô

<
‘

b ≠ a
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gilt. Es sei also ‘ > 0.
Wir müssen also eine Zerlegung vom Intervall [a, b] finden, welche so “fein” ist,

dass die maximale Di�erenz d(f, [zi, zi+1]) auf jedem Teilintervall [zi, zi+1] höchstens
‘

b≠a beträgt. Anders ausgedrückt, die zi’s müssen so eng beieinander liegen, dass
die Funktionswerte dazwischen sich nur noch um höchstens ‘

b≠a unterscheiden kön-
nen. Eine solche Zerlegung finden wir, wenn wir uns der gleichmäßigen Stetigkeit
entsinnen.

Da f stetig ist und auf dem kompakten Intervall [a, b] definiert ist, folgt aus
Satz 9.2.1, dass f gleichmäßig stetig ist. Zur Erinnerung, das heißt

’
÷>0

÷
”>0

’
x, xÕ œ [a, b]

mit |x ≠ xÕ| < ”

|f(x) ≠ f(xÕ)| < ÷.

Anders ausgedrückt, es gilt

’
÷>0

÷
”>0

’
Intervalle

[c, d] µ [a, b]
mit Lange Æ ”

d
3

f, [c, d]
4

< ÷.

Wir setzen nun ÷ = ‘
b≠a und wir wählen ein ” > 0 mit der obigen Eigenschaft. Die

Idee ist nun eine Zerlegung zu wählen, so dass das Intervall von jedem Teilintervall
[zk, zk+1] höchstens ” beträgt.

Wir wählen ein n œ N, so dass b≠a
n < ”. Wir betrachten dann die Zerlegung

zi = a + i ·
b≠a

n wobei i = 0, . . . , n. Es folgt aus der obigen Ungleichung, dass wie
gewünscht d(f, [zi, zi+1]) < b≠a

n für alle i.

Der folgende Satz ist auch sehr wichtig und sein Beweis ist für Sie eine Übung:

Satz 9.2.3
Jede monotone, beschränkte Funktion f : [a, b] æ R ist integrierbar.

Wir kehren jetzt wieder zurück zum Studium von integrierbaren Funktionen.

Lemma 9.2.4
Es sei h : [a, b] æ R eine integrierbare Funktion und es sei „ : I æ R eine
lipschitzstetige Funktion, so dass h([a, b]) ™ I, wobei I ein kompaktes Intervall ist.
Dann ist die Funktion „ ¶ h : [a, b] æ R ebenfalls integrierbar.

Proof. Es sei „ lipschitzstetig mit Konstante L. Wir wollen auch hier wieder mit
dem Kriterium für Integrierbarkeit arbeiten. Wir müssen dazu die Di�erenzen
O(Z, „ ¶ h) ≠ U(Z, „ ¶ h) abschätzen.
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Es sei nun Z = {z0, . . . , zn} eine beliebige Zerlegung von [a, b]. Nach der
Ungleichung (9.2.1) folgt, dass

O(Z, „ ¶ h) ≠ U(Z, „ ¶ h) =
n≠1q
i=0

(zi+1 ≠ zi) sup
;

|„(h(x)) ≠ „(h(xÕ))|
¸ ˚˙ ˝

Æ L · |h(x) ≠ h(xÕ)|
da „ Lipschitz ≠ stetig

---- x, xÕ
œ [zi, zi+1]

<

Æ L
n≠1q
i=0

(zi+1 ≠ zi) sup
;

|h(x) ≠ h(xÕ)|
---- x, xÕ

œ [zi, zi+1]
<

Æ L ·

3
O(Z, h) ≠ U(Z, h)

4
.

Wir zeigen nun mithilfe des Kriteriums, dass „ ¶ f integrierbar ist. Sei also ‘ > 0.
Nachdem f integrierbar ist, existiert eine Zerlegung Z von [a, b], so dass

O(Z, h) ≠ U(Z, h) < ‘
L .

Es folgt aus der obigen Ungleichung, dass wie gewünscht

O(Z, „ ¶ h) ≠ U(Z, „ ¶ h) < L ·
‘
L = ‘.

Es ist einfach zu zeigen, dass die Funktion „(x) = |x| lipschitzstetig ist, mit
Konstante 1 (Übung). Wir erhalten also folgendes Korollar zu 9.2.4.

Korollar 9.2.5
Wenn f : [a, b] æ R eine integrierbare Funktion ist, dann ist auch |f | integrier-
bar.

Wir können jetzt beweisen, dass das Produkt von zwei integrierbaren Funktio-
nen wiederum integrierbar ist.

Satz 9.2.6
Es seien f, g : [a, b] æ R zwei integrierbare Funktionen. Dann ist die Produkt-
funktion f · g ebenfalls integrierbar.

Proof. Wir zeigen zuerst, dass das Quadrat einer integrierbaren Funktion h : [a, b] æ

R wiederum integrierbar ist. Nachdem jede integrierbare Funktion per Definition
beschränkt ist, existiert ein C œ R, so dass |h(x)| Æ C für alle x. Mit der Hilfe von
Übung 9.2.2 2. kann es leicht bewiesen werden, dass die Funktion

„ : [≠C, C] æ R
x ‘æ x2

lipschitzstetig ist. Es folgt also aus Lemma 9.2.4, dass h2 = „ ¶ h integrierbar ist.
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Es seien f, g : [a, b] æ R zwei integrierbare Funktionen. Die Aussage des Satzes
folgt nun aus Satz 9.1.4, der obigen Aussage, und der Beobachtung, dass

f · g = 1
2

Ë
(f + g)2

≠ f 2
≠ g2)

È
.

Lemma 9.2.7
Wenn f : [a, b] æ R integrierbar ist, dann gilt

-----

⁄ b

a
f(x)dx

----- Æ

⁄ b

a
|f(x)|dx.

Beweis: Aus der Tatsache, dass

≠|f(x)| Æ f(x) Æ |f(x)| für alle x œ [a, b],

und aus Lemma 9.1.7 folgt, dass

≠

bs
a

|f(x)|dx Æ

bs
a

f(x)dx Æ

bs
a

|f(x)|dx.

Es folgt also wie gewünscht, dass
---
s b

a f(x)dx
--- Æ

s b
a |f(x)|dx.

Satz 9.2.8
(Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Es sei f : [a, b] æ R eine stetige Funktion. Dann gibt es ein › œ [a, b], so
dass

f(›) = 1
b ≠ a

⁄ b

a
f(x)dx.

Was ist die geometrische Bedeutung dieses Satzes? Schauen Sie sich die nächsten
Abbildungen an: Es gibt ein › œ [a, b], sodass der Flächeninhalt des Rechteckes
mit Seiten (b ≠ a) und f(›) genau des Flächeninhaltes unter dem Graph von f ist
(Abbildung 9.2.2); also gibt es ein › œ [a, b], sodass der rote Flächeninhalt genau
der blaue Flächeninhalt ist (Abbildung 9.2.3).

Beweis: Da f stetig ist und [a, b] kompakt ist, impliziert Korollar 5.5.2, dass f ein
Maximum M und ein Minimum m annimmt. Deshalb für alle x œ [a, b] haben wir,
dass

m Æ f(x) Æ M .

Da m (bzw. M) konstant sind, haben wir, dass
s b

a m dx = m(b ≠ a) (bzw.s b
a M dx = M(b ≠ a)). Dann folgt aus Lemma 9.1.7, dass

m(b ≠ a) =
⁄ b

a
m dx Æ

⁄ b

a
f(x)dx Æ

⁄ b

a
M dx = M(b ≠ a)
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Iii÷
.

Ii÷
Figure 9.2.2

Ii÷
.

Figure 9.2.3
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und deshalb ist

m Æ
1

b ≠ a

⁄ b

a
f(x)dx Æ M .

Da f alle Werte zwischen m und M annimt (Korollar 5.5.4), können wir schließen,
dass ein › œ [a, b] existiert, sodass

f(›) = 1
b ≠ a

⁄ b

a
f(x)dx .

9.3 Der Hauptsatz der Integral- und
Di�erentialrechnung

In diesem Kapitel sei I durchgehend ein Intervall. Es sei f : I æ R eine
Funktion, wobei I ein o�enes Intervall ist.

Definition 9.3.1
Eine Stammfunktion von f ist eine di�erenzierbare Funktion F : I æ R, so
dass F Õ(x) = f(x) für alle Punkte x von I.

Wir können nun einen der wichtigsten Sätze der Analysis I formulieren.

Satz 9.3.1
(Hauptsatz der Di�erential- und Integralrechnung)
Es sei f : I æ R eine stetige Funktion und es sei x0 œ I. Dann ist

F (x) :=
⁄ x

x0
f(t)dt,

eine Stammfunktion von f .
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Beweis: Es sei x œ I ein beliebiger Punkt. Dann gilt

F Õ(x) = lim
hæ0

F (x+h)≠F (x)

h

= lim
hæ0

1

h

A
x+hs
x0

f(t)dt ≠

xs
x0

f(t)dt

B

= lim
hæ0

1

h

x+hs
x

f(t)dt
¸ ˚˙ ˝

= f(›h) für ein ›h œ [x, x + h],
nach dem Mittelwertsatz

der Integralrechnung

nach Korollar 9.1.9

= lim
hæ0

f(›h)

= f

A

lim
hæ0

›h

B

weil f stetig

= f(x), denn aus ›h œ [x, x + h] folgt lim
hæ0

›h = x.

Wir haben dann bewiesen, dass jede stetige Funktion eine Stammfunktion
besitzt. Wir werden bald sehen, dass es nicht immer der Fall ist für Funktionen, die
nicht stetig sind (siehe Satz 9.3.3 und Beispiel 9.3.1).

Bemerkung 9.3.1
Wir bemerken, dass wir in der Definition der Stammfunktion von f in Satz 9.3.1
eine Wahl getro�en haben, und zwar haben wir x0 gewählt. Folglich hängt F von
x0 ab. Was passiert, wenn wir einen anderen Punkt wählen? Es sei y0 œ I und

G(x) :=
⁄ x

y0
f(x)dx .

Dann können wir Korollar 9.1.9 benutzen, um zu schließen, dass

G(x) =
⁄ x

y0
f(x)dx =

⁄ x0

y0
f(x)dx +

⁄ x

x0
f(x)dx =

⁄ x0

y0
f(x)dx + F (x) .

Wir bemerken, dass
s x0

y0 f(x)dx unabhängig von x ist und deshalb konstant. Also
haben wir bemerkt, dass die Di�erenze zwischen zwei Stammfunktionen einer steti-
gen Funktion immer konstant ist. Das nächste Lemma erklärt, dass dies immer der
Fall ist. ˚

Lemma 9.3.2
Wenn F und G Stammfunktionen von f : I æ R sind, dann ist die Funktion F ≠ G
eine konstante Funktion.

Beweis: Es gilt (F ≠ G)Õ = F Õ
≠ GÕ = f ≠ f = 0. Es folgt nun aus Korollar 8.2.7 5.,

dass F ≠ G eine konstante Funktion ist.
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Warum ist dann Bemerkung 9.3.1 nicht genug, um zu beweisen, dass G ≠ F
konstant ist? Mit dieser Übung wollen wir bemerken, dass die Ableitung einer
di�erenzierbaren Funktion nicht immer stetig ist (und deshalb können wir
nicht immer annhemen, dass f = F Õ stetig ist: Voraussetzung, die in Lemma 9.3.2
nicht benötigt ist).

Übung 9.3.1
Es sei

F (x) :=

Y
]

[
0 wenn x = 0
x2 sin

1
1

x

2
wenn x ”= 0 .

Beweisen Sie, dass F di�erenzierbar in R ist und dass die Ableitung F Õ nicht stetig
in x0 = 0 ist. ˝

Mit dieser Übung haben Sie ein Beispiel einer di�erenzierbaren Funktion, deren
Ableitung nicht stetig in einem Punkt ist. Mit ein wenig Aufwand (der Werkzeuge
erfordert, die wir im Moment nicht haben) kann man di�erenzierbare Funktionen
F : I æ R konstruieren, deren Ableitung jedoch auf einer “sehr großen” Teilmenge
von I nicht stetig ist.

Dann stellen wir uns die folgende Frage: Wenn f eine Stammfunktion zulässt,
d.h. wenn f die Ableitung einer di�erenzierbaren Funktion F ist, welche notwendi-
gen Eigenschaften muss f erfüllen? Wir antworten teilweise diese Frage in folgen-
der:

Satz 9.3.3
(Mittelwertsatz der Ableitungen) Es sei F : (a, b) æ R eine di�erenzierbare
Funktion und x1, x2 œ (a, b). Dann nimmt F Õ alle Werte zwischen F Õ(x1) und
F Õ(x2) an.

Beweis: Nehmen wir an, dass F Õ(x1) < F Õ(x2) (der Fall F Õ(x1) > F Õ(x2) kann ganz
analog betrachtet werden) und es sei ⁄, sodass F Õ(x1) < ⁄ < F Õ(x2). Wir müssen
beweisen, dass ein c œ (x1, x2) existiert, sodass F Õ(c) = ⁄. Es sei g : (a, b) æ R
die Funktion g(x) := F (x) ≠ ⁄x. Dann ist gÕ(x1) = F Õ(x1) ≠ ⁄ < 0 und gÕ(x2) =
F Õ(x2) ≠ ⁄ > 0. Da das Vorzeichen der Ableitung von g nicht konstant ist, nach
Korollar 8.2.7 können wir schließen, dass g nicht monoton ist (also, weder monoton
steigend noch monoton fallend). Wir bemerken dazu, dass g stetig ist (warum?)
und dass die Definitionsmenge ein Intervall ist. Nach Proposition 7.1.1 erhalten wir,
dass, da g nicht (streng) monoton in [x1, x2] ist, muss g nicht injektiv sein. Deshalb
gibt es Punkte y1, y2 œ [x1, x2] sodass g(y1) = g(y2). Nehmen wir an, dass y1 < y2.
Dann erfüllt die Funktion g : [y1, y2] æ R die Hypothesen des Satzes von Rolle. Also
können wir einen c œ (y1, y2) ™ (a, b) finden, sodass gÕ(c) = 0, aber gÕ(c) ist genau
F Õ(c) ≠ ⁄.
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Beispiel 9.3.1
Mit Satz 9.3.3 können wir einfach beweisen, dass die sogenannte Heaviside-Funktion

H(x) :=

Y
]

[
0 wenn x < 0
1 wenn x Ø 0

keine Stammfunktion besitzt (da sie nicht alle Werte zwischen 0 und 1 annimmt). ˙

Wenn F eine Stammfunktion von f ist, dann schreiben wir im Folgenden
⁄

f(x)dx = F.

Diese Schreibweise ist zwar etwas problematisch, weil F nur bis auf eine Konstante
eindeutig bestimmt ist. Aber uns ist dies im weiteren Verlauf der Vorlesung egal.
Wir nennen

s
f(x)dx manchmal auch das unbestimmte Integral von f .

Satz 9.3.4
Es sei f : I æ R eine stetige Funktion und F eine Stammfunktion. Dann gilt
für alle a, b œ I, dass ⁄ b

a
f(x)dx = F (b) ≠ F (a).

Für eine beliebige Funktion F : I æ R und a, b œ I schreiben wir

5
F (x)

6b

a
:= F (x)

----
b

a
:= F (b) ≠ F (a).

Proof. Wir betrachten die Funktion

G(x) :=
⁄ x

a
f(t)dt.

Der Hauptsatz der Integral- und Di�erentialrechnung besagt, dass G ebenfalls eine
Stammfunktion von f ist. Nach Lemma 9.3.2 existiert ein C œ R, so dass F (x) =
G(x)+C für alle x œ I. Per Definition ist G(b) =

s b
a f(x)dx und G(a) = 0. Es folgt,

dass
⁄ b

a
f(x)dx = G(b) ≠ G(a) = (G(b) + C) ≠ (G(a) + C) = F (b) ≠ F (a).
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Aus den schon bestimmten Ableitungen erhalten wir jetzt folgende Tabelle:

Funktion Ableitung Funktion Stammfunktion
ex ex ex ex

sin(x) cos(x) cos(x) sin(x)
cos(x) ≠ sin(x) sin(x) ≠ cos(x)
tan(x) 1

cos2(x)

1

cos2(x)
tan(x)

arctan(x) 1

1+x2
1

1+x2 arctan(x)
arcsin(x) 1Ô

1≠x2
1Ô

1≠x2 arcsin(x)
arccos(x) ≠1Ô

1≠x2
1Ô

1≠x2 ≠ arccos(x)

x– –x–≠1 x–, – ”= ≠1 x–+1

–+1

ln(x), x > 0 1

x
1

x ln
3

|x|

4

ln(≠x), x < 0, 1

x

Aus Satz 8.1.3 erhalten wir zudem sofort folgendes Lemma.

Lemma 9.3.5
Es seien f, g : I æ R stetige Funktionen und ⁄ œ R. Dann gilt

s
f(x) + g(x)dx =

s
f(x)dx +

s
g(x)dx, sowie

s
⁄f(x)dx = ⁄

s
f(x)dx.

9.3.1 Partielle Integration
Wie wir schon im vorherigen Kapitel gesehen haben, können wir aus unseren

Ergebnisse über Ableitungen neue Aussagen über Stammfunktionen gewinnen. In
diesem Kapitel werden wir neue Integrationsregeln aus den Ableitungsregeln gewin-
nen.

In diesem Kapitel sei I weiterhin ein Intervall.

Satz 9.3.6
(Partielle Integration)

Es seien u, v : I æ R zwei stetig di�erenzierbare a Funktionen, also u, v œ

C1(I;R). Dann gilt
⁄

u(x)vÕ(x)dx = u(x)v(x) ≠

⁄
uÕ(x)v(x)dx.

a
Zur Erinnerung, eine Funktion f : I æ R heißt stetig di�erenzierbar, wenn f di�erenzierbar

ist, und wenn f Õ
stetig ist.
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Beweis: Aus der Produktregel der Ableitung folgt, dass

(u(x)v(x))Õ = uÕ(x)v(x) + u(x)vÕ(x),

also

u(x)vÕ(x) = (u(x)v(x))Õ
≠ uÕ(x)v(x).

Aus Lemma 9.3.5 und der Definition einer Stammfunktion folgt nun, dass
s

u(x)vÕ(x)dx = u(x)v(x) ≠
s

uÕ(x)v(x)dx.

Bemerkung 9.3.2
An welcher Stelle haben wir die Voraussetzung verwendet, dass u und v stetig dif-
ferenzierbar sind? ˚

Die Formel aus dem vorherigen Satz kann man auch etwas knapper wie folgt
formulieren: ⁄

uvÕdx = uv ≠

⁄
uÕvdx.

Mithilfe der partiellen Integration kann man also ein Integral durch ein anderes,
ho�entlich deutlich leichteres, Integral ersetzen. Die partielle Integration bietet sich
normalerweise dann an, wenn sich durch das Ableiten der Funktion u der Integrand
uÕv vereinfacht. Dies ist beispielsweise oft der Fall, wenn u = xn oder wenn u = ln(x).

Beispiel 9.3.2

1. Wir betrachten f(x) = x · cos(x). Dann gilt
⁄

x
¸ ˚˙ ˝

u

· cos(x)
¸ ˚˙ ˝

vÕ

dx = x
¸ ˚˙ ˝

u

· sin(x)
¸ ˚˙ ˝

v

≠

⁄
1

¸ ˚˙ ˝
uÕ

· sin(x)
¸ ˚˙ ˝

v

dx = x sin(x) + cos(x).

2. Manchmal muss man ein Integral erst geschickt als Produkt umschreiben, um
partielle Integration erfolgreich anwenden zu können. Beispielsweise ist

⁄
ln(x)dx =

⁄
ln(x)
¸ ˚˙ ˝

u

· 1
¸ ˚˙ ˝

vÕ

dx = ln(x)
¸ ˚˙ ˝

u

· x
¸ ˚˙ ˝

v

≠

⁄
1

x¸˚˙˝
uÕ

· x
¸ ˚˙ ˝

v

dx = ln(x) · x ≠ x.

˙
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9.3.2 Substitution
Das folgende Lemma folgt sofort aus der Kettenregel für Ableitungen.

Lemma 9.3.7
Es sei f : I æ R eine stetige Funktion und es sei F eine Stammfunktion von f . Für
alle c, d œ R gilt ⁄

c · f(cx + d)dx = F (cx + d).

Beweis: Der Beweis ist für Sie eine einfache Übung.

Beispielsweise gilt
⁄

2 cos(2x + 3)dx = sin(2x + 3).

Der folgende Satz ist nun eine Verallgemeinerung vom vorherigen Lemma.

Satz 9.3.8
Es sei u : [a, b] æ I eine stetig di�erenzierbare Funktion und es sei f : I æ R
eine stetige Funktion. Dann gilt

⁄ b

a
f(u(x)) · uÕ(x)dx =

⁄ u(b)

u(a)

f(u)du.

Beweis: Es sei F eine Stammfunktion von f . Dann gilt nach der Kettenregel für
Ableitungen, dass

d

dx
F (u(x)) = f(u(x)) · uÕ(x).

Anders ausgedrückt, F (u(x)) ist eine Stammfunktion von f(u(x)) · uÕ(x). Es folgt
also aus Satz 9.3.4, dass

bs
a

f(u(x)) · uÕ(x)dx =
Ë
F (u(x))

Èx=b

x=a
= F (u(b)) ≠ F (u(a))

=
Ë
F (u)

Èu=u(b)

u=u(a)

=
u(b)s

u(a)

f(u)du.

Wenn wir nur unbestimmte Integrale betrachten, dann besagt die Substitu-
tionsregel, dass ⁄

f(u(x)) · uÕ(x)dx =
⁄

f(u)du.
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Beispiel 9.3.3
Wir wollen nun eine Stammfunktion von sin(x2 + 3) · x finden. Die Idee ist, die
Substitution u = x2 + 3 durchzuführen. Damit wir diese Substitution durchführen
können, müssen wir allerdings sin(x2 + 3) · x in die Form von

f(u(x)) · uÕ(x) = f(x2 + 3) · 2x

bringen. Wir führen diese Idee jetzt aus
s

sin(x2 + 3) · xdx = 1

2

s
sin(x2 + 3¸ ˚˙ ˝

=:u(x)

) · 2x¸˚˙˝
=uÕ(x)

dx

= 1

2

s
sin(u)du Substitution u = x2 + 3

= ≠
1

2
cos(u)

= ≠
1

2
cos(x2 + 3) Rücksubstitution u = x2 + 3.

˙

Wir beschließen das Kapitel über die Substitution mit folgendem Lemma.

Lemma 9.3.9
Es ist ⁄

1

≠1

Ô
1 ≠ x2dx = 1

2fi.

Beweis: Wir bestimmen erst einmal eine Stammfunktion von
Ô

1 ≠ x2. Es ist
s Ô

1 ≠ x2dx =
s
(1 ≠ x2) 1Ô

1≠x2 dx

=
s
(1 ≠ sin(arcsin(x)

¸ ˚˙ ˝
=:u(x)

)2) ·
1

Ô
1 ≠ x2

¸ ˚˙ ˝
=uÕ(x)

dx

=
s

1 ≠ sin(u)2du Substitution u(x) = arcsin(x)
=

s
cos2(u)du = (ú).

Wir wollen jetzt eine Stammfunktion für cos2(u) finden, indem wir cos2(u) um-
schreiben. Wir wissen, dass

1 = sin2(u) + cos2(u), und
cos(2u) = cos2(u) ≠ sin2(u).

Durch Auflösen nach cos2(u) erhalten wir also, dass

cos2(u) = 1

2
(1 + cos(2u)).
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3 Wir können jetzt mit dem Integral oben weiterrechnen, und erhalten mithilfe von
Lemma 9.3.7, dass

(ú) = 1

2

s
1 + cos(2u)du = 1

2
u + 1

4
sin(2u).

Durch Einsetzen erhalten wir jetzt, dass
x=1⁄

x=≠1

Ô
1 ≠ x2dx =

51
2u + 1

4 sin(2u)
6u=arcsin(1)

u=arcsin(≠1)

=
51
2u + 1

4 sin(2u)
6u=

fi
2

u=≠ fi
2

= fi

2

9.4 Uneigentliche Integrale

Definition 9.4.1
Es sei f : [a, b) æ R eine Funktion, wobei a œ R und b œ R fi {Œ}, so dass für
jedes a Æ d < b das Integral

s d
a f(x)dx existiert. Wir definieren dann

⁄ b

a
f(x)dx := lim

d¬b

⁄ d

a
f(x)dx,

und nennen es das uneigentliche Integral auf [a, b). Ganz analog definiert
man das uneigentliche Integral auf einem halb-o�enen Intervall (a, b].

Es gibt also drei Möglichkeiten: entweder konvergiert das uneigentliche Integral
gegen eine reelle Zahl, oder es divergiert bestimmt gegen ±Œ, oder es existiert
nicht.

Beispiel 9.4.1
Es ist

⁄ Œ

0

e≠xdx = lim
dæŒ

⁄ d

0

e≠xdx = lim
dæŒ

5
≠ e≠x

6d

0

= lim
dæŒ

(≠e≠d + 1) = 1.

˙

3
Alternativ kann man eine Stammfunktion für cos

2
(x) auch geschickt mithilfe von partieller

Integration bestimmen. Genauer gesagt, es ist

s
cos

2
(x)dx =

s
cos(x) · cos(x)dx = cos(x) · sin(x) ≠

s
(≠ sin(x)) · sin(x)dx

= cos(x) · sin(x) +
s

(1 ≠ cos
2
(x))dx

= cos(x) sin(x) + x ≠
s

cos
2
(x)dx.

Wir lösen jetzt nach
s

cos
2
(x)dx auf, und erhalten, dass

s
cos

2
(x)dx =

1
2 (cos(x) sin(x) + x).
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Lemma 9.4.1
Für s > 1 gilt

⁄ Œ

1

1
xs

dx = 1
s ≠ 1 .

Beweis: Es sei s > 1. Dann ist

Œ⁄

1

1
xs

dx = lim
dæŒ

d⁄

1

x≠sdx = lim
dæŒ

C
x≠s+1

≠s + 1

Dd

1

= lim
dæŒ

A
d≠s+1

≠s + 1 + 1
s ≠ 1

B

= 1
s ≠ 1 .

4

Definition 9.4.2
Es sei f : (a, b) æ R eine Funktion, wobei a œ R fi {≠Œ} und b œ R fi {Œ},
so dass für ein c œ (a, b) die uneigentlichen Integrale

s c
a f(x)dx und

s b
c f(x)dx

existieren oder bestimmt gegen ±Œ divergieren. Dann definieren wir
⁄ b

a
f(x)dx :=

⁄ c

a
f(x)dx +

⁄ b

c
f(x)dx,

wenn die rechte Seite definiert ist. Wir nennen dann
s b

a f(x)dx das uneigentliche
Integral von f auf (a, b).

Man kann leicht mithilfe von Korollar 9.1.9 zeigen, dass die Definition nicht von der
Wahl von c œ (a, b) abhängt.

Folgender Satz folgt sofort aus Satz 9.3.4 und aus den Definitionen.

Satz 9.4.2
Es sei f : (a, b) æ R eine stetige Funktion und F eine Stammfunktion von f .
Dann gilt ⁄ b

a
f(x)dx = lim

x¬b
F (x) ≠ lim

x√a
F (x),

wenn die rechte Seite definiert ist.

Beispielsweise ist
⁄ Œ

≠Œ

1
1 + x2

dx = lim
xæŒ

arctan(x) ≠ lim
xæ≠Œ

arctan(x) = fi

2 ≠ (≠fi

2 ) = fi.

4
An welcher Stelle haben wir verwendet, dass s > 1?
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9.4.1 Reihen und uneigentliche Integrale
Im Folgenden werden wir noch kurz die Konvergenz von Reihen und von un-

eigentlichen Integralen in Verbindung bringen. Genauer gesagt können wir nun
folgenden Satz formulieren (ohne Beweis).5

Satz 9.4.3
Es sei f : [1, Œ) æ R eine monoton fallende Funktion. Dann gilt

Œÿ

n=1

f(n) konvergiert ≈∆

⁄ Œ

1

f(x)dx konvergiert.

Beispiel 9.4.2
Es sei s > 1. Wir hatten in Lemma 9.4.1 gezeigt, dass das uneigentliche Integrals Œ

1

1

xs dx konvergiert. Es folgt dann aus Satz 9.4.3, angewandt auf f(x) = 1

xs , dass
für jedes s œ (1, Œ) die Reihe

Œÿ

n=1

1
ns

konvergiert (siehe auch Beispiel 6.1.6). ˙

Beispiel 9.4.3
Andererseits gilt, dass

⁄ Œ

1

1
x

dx = lim
dæŒ

⁄ d

1

1
x

dx = lim
dæŒ

Ë
ln(x)

Èd

1
= lim

dæŒ
(ln(d) ≠ ln(1)) = Œ.

Zusammen mit Satz 9.4.3 angewandt auf f(x) = 1

x gibt dies einen neuen Beweis
dafür, dass die harmonische Reihe qŒ

n=1

1

n bestimmt gegen +Œ divergiert. ˙

5
Sie finden einen Beweis auf Seite 222 von Forster “Analysis I”.
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9.5 Zusätzliche Übungen
Übung 9.5.1 • Es sei f : [a, b] æ R eine Riemann-integrierbare Funktion.

Zeigen Sie, dass der Grenzwert

lim
næŒ

b ≠ a

n

nÿ

k=1

f
3

a + k
b ≠ a

n

4

existiert und ⁄ b

a
f(x)dx = lim

næŒ

b ≠ a

n

nÿ

k=1

f
3

a + k
b ≠ a

n

4

gilt.

• Es sei f : [a, b] æ R eine Funktion, so dass der Grenzwert

lim
næŒ

b ≠ a

n

nÿ

k=1

f
3

a + k
b ≠ a

n

4

existiert. Ist die Funktion f : [a, b] æ R Riemann-integrierbar? Begründen
Sie Ihre Antwort.

˝

Übung 9.5.2
Zeigen Sie, dass die Funktion

f : [0, 2] æ R

x ‘æ

Y
]

[
0 falls x œ [0, 1],
1 falls x œ (1, 2]

Riemann-integrierbar ist. Berechnen Sie das Integral
⁄

2

0

f(x)dx .

˝


