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Warnung!
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Notizen erfolgt auf eigene Gefahr.
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0.1 Organisation

Auf Grund der SARS-CoV-2 Pandemie ist die Prasenzlehre fiir Analysis I im
Wintersemester 2020/21 bis auf weiteres ausgesetzt. Deshalb wird das Lehrangebot
online durchgefiihrt. Fir diese Vorlesung sind folgende Mafinahmen geplant:

» Die erste Vorlesung findet online im Streaming als Webinar auf Zoom
statt und beginnt am 3. November 2020 um 8:00 Uhr.

o Bitte installieren Sie auf IThrem Rechner das Programm Zoom. Sie brauchen
lediglich das Programm und keinen Account, um der Vorlesung zu folgen.
Hier| kann man das Programm runterladen. Bitte treten Sie dem Zoom
Meeting mit ausgeschalteter Kamera und Mikrofon bei.

» Die folgenden Vorlesungen werden aufgezeichnet und auf der ILIAS-Website
verOffentlicht. Um auf die Inhalte von ILIAS zugreifen zu konnen, miissen Sie
sich auf ILIAS registrieren und einloggen (mit dem Benutzernamen und dem
Passwort, die Sie von der Universitéit erhalten haben). Jede Woche werden
die Vorlesungen zu Beginn der Woche verfiighar sein (z. B. werden die beiden
Lektionen der Woche A am Montag der Woche A in Videoform auf ILTAS
verfugbar sein).

« Fiir Informationen und Hausarbeiten:
www.silvia-sabatini.com /analysis1

» Sprechstunde wihrend der Vorlesungszeit: nach Vereinbarung (bitte senden
Sie eine E-Mail an sabatini@math.uni-koeln.de, damit wir ein "Zoom-Meeting"
organisieren konnen)

o Zustandiger Assistent: Alexander Caviedes Castro (caviedes@math.uni-
koeln.de)

» Bitte verwenden Sie die E-Mail-Adresse analysis-sabatiniQmath.uni-koeln.de
fiir mathematische Fragen. Die Antworten werden Thnen direkt von den As-
sistenten in Ihren Ubungsklassen gegeben. Fiir dringendere und wichtigere
Fragen wenden Sie sich bitte direkt an sabatini@math.uni-koeln.de,
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0.2 Wie verwende ich diese Notizen?

Die Vorlesung von Analysis 1 ist nicht einfach, da viele schwierige Konzepte
in sehr kurzer Zeit eingefiihrt werden miissen, die von Mathematikern der letzten
Jahre iiber viele Jahre hinweg ausgearbeitet und eingefiithrt wurden.

In diesen Notizen habe ich versucht, diese Konzepte mit gebiihrender Vorsicht
und Prézision einzufithren und auch viele Beispiele und Ubungen zu diskutieren, die
zum Verstdndnis beitragen sollen. Aber all dieses Material ist viel, und ich kann
das alles nicht in den Stunden diskutieren, die uns gegeben wurden (auch unter
Berticksichtigung der Tatsache, dass wir aufgrund von Covid zwei Wochen weniger
Unterricht haben). Also habe ich diese Notizen wie folgt organisiert:

e Da wir nicht die Zeit haben, alles, was ich hier geschrieben habe, zusammen
zu sehen, wird das wesentliche und notwendige Material fiir die Vorlesung in
den aufgezeichneten Vorlesungen behandelt, aus denen ich auch pragnantere
Notizen schreiben werde (die auf ILIAS verdffentlicht werden).

Dies gilt insbesondere fiir die Kapitel 1 und 2.

+ Die neugierigsten Studierenden, die eine tiefere Einfithrung in Analysis 1 wiin-
schen, haben die Méglichkeit, durch Lesen dieser Notizen mehr zu lernen.
Beachten Sie jedoch, dass, wie oft (zumindest fiir mich), die zu pragnante Be-
handlung schwieriger Konzepte viel weniger klar ist als die lingeren! Wenn
es Thre Zeit erlaubt, werden Sie alle aufgefordert, diese Notizen zu lesen.

o Bitte beachten Sie, dass insbesondere das in den Abschnitten 1.1.1 und
1.1.2 behandelte Material im Unterricht nicht behandelt wird, da Thnen zu-
mindest das meiste davon bereits bekannt sein sollte und bereits im Vorkurs
besprochen wurde. Wenn Sie Liicken haben, kinnen Sie diese beiden Ab-
schnitte bereits vor Beginn des Unterrichts (3. November) lesen.
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0.3 Einige niitzliche Tipps zum Studium von Analysis 1 (und allen
mathematischen Fachern im Allgemeinen):

o Das Verstindnis neuer und schwieriger Konzepte erfordert Zeit und Konzen-
tration. Ich rate Ihnen, Ihr Mobiltelefon wahrend des Studiums auszuschalten
oder nicht anzusehen und sich nicht von den vielen Benachrichtigungen tiber
soziale Netzwerke storen zu lassen ...

o Wenn Sie verwirrt sind, ist das wahrscheinlich ein gutes Zeichen. Ein/e gute/r
Student /in stellt sich immer viele Fragen, und sie nicht zu haben oder zu
akzeptieren, was geschrieben steht, ist kein gutes Zeichen und bedeutet zu viel
Passivitat. FEin wenig Verwirrung ist also willkommen, solange Sie sich die
richtige Zeit nehmen, um Ihre Ideen zu klaren.

» Nochmal, seien Sie nicht passiv! Stellen Sie sich immer viele Fragen (und am
Anfang werde ich Sie dringend bitten, sie zu stellen). Wenn Sie Geschriebenes
'es folgt, dass ...", "und daher ..." finden, fragen Sie sich immer, ob Sie den
Grund fiir diese Konsequenz wirklich verstanden haben.

o Lisen Sie viele Ubungen! Im Verlauf dieser Notizen gibt es viele Vorschlige.
Viele davon sind optional, einige werden jedoch in den Ubungsblittern ver-
wendet. Wenn Sie Zeit haben und sich fiir dieses Thema begeistern, versuchen
Sie auch, andere zu lésen (z.B. aus anderen Ubungsbiichern). Es ist eine
Moglichkeit, sich wirklich fiir dieses (schone) Thema zu begeistern, und es
ldsst Sie wirklich verstehen, was Sie verstanden haben und was Sie nicht ver-
standen haben.

o+ Das Losen der Ubungen kann lange dauern. Seien Sie also nicht iiberrascht,
wenn Sie nicht wissen, wie Sie sie sofort 16sen koénnen! Sie werden auf die
schwierigsten Ubungen hingewiesen.

« Bitten Sie andere Kommilitonen (Kommilitoninnen), Assistenten oder mich
um Hilfe, wenn Sie geniigend Zeit damit verbracht haben, iiber die Antworten
nachzudenken, nach denen Sie suchen.
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Warnung! Fir einige Studierende scheinen die Konzepte, die in den ndchsten
Abschnitten folgen, entweder trivial oder zu beschwerlich und verwickelt zu sein, um
intuitiv zutreffende Konzepte auszudriicken. Die Intuition kann uns jedoch leicht
tduschen, und, ohne eine angemessene Formalisierung und Kldrung grundlegender
Konzepte, bei noch komplexeren Konzepten werlisst sie uns langsam. FEine For-
malisierung ist dann notwendig, um zu vermeiden, Opfer subtiler Widerspriche zu
werden und in logische Fallen zu geraten. Wir miissen daher geduldig sein und nicht
alles fiir selbstverstindlich halten, wie die Hausarbeiten verstindlich machen sollten

1.1 Einige Grundbegriffe der Mengenlehre

Im Folgenden bezeichnen wir mit N die Menge der natirlichen Zahlen, die in-
tuitiv als {0,1,2,3,...} definiert ist (aber formal definiert in Abschm’tt,

In diesem Abschnitt werden einige Grundbegriffe des (definitiv nicht elementaren!)
Feldes der Mengenlehre und Logik besprochen.

1.1.1 Logik der Pradikate

Es sei P eine Aussage, namlich ein Satz, der von keinen Variablen abhéngt,
und dem wir einen Wert der Wahrheit zuschreiben kénnen: wahr (W) oder falsch
(F). Zum Beispiel, "Koln ist eine schone Stadt", oder "2 ist eine gerade Zahl" sind
Aussagen (die beide wahr sind?), aber "Willkommen in Koln" ist keine Aussage. In
der Mathematik werden nicht oft Aussagen verwendet, sondern Prddikate: sie sind
Sétze, die von einer oder mehreren Variablen (oder Argumenten) abhdngen. Dann
kann man den Wert von Wahrheit zuordnen, oder annehmen. Tatséchlich sind die
Pradikate genau die "Sétze", die als Hypothesen und Thesen unserer Lemmas, Sétze
und Theoreme erscheinen. Zum Beispiel ist "2 ist eine gerade Zahl" kein Pradikat,
aber "n ist eine gerade Zahl" ist ein Pradikat. Im Folgenden werden wir Pridikate
einfach mit P, @ ... bezeichnen (Manchmal muss jedoch angegeben werden, dass sie
beispielsweise von einer natiirlichen Zahl n abhdngen und in diesem Fall mit P(n)
bezeichnet werden.)

Es seien P und ) Pradikate. Ein oder mehrere Pradikate kénnen durch die
folgenden Operationen gedndert oder verbunden werden:

e« =P, die Verneinung von P.
e PV Q, namlich P oder @ (auch beides gleichzeitig ist erlaubt).

o PAQ, namlich P und Q.
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« P — (@ (der Folgepfeil) liest "P impliziert Q" oder "wenn P gilt, dann gilt
auch @". Wenn zum Beispiel P die Aussage "n ist ein natiirliches Vielfaches
von 4" ist, und () die Aussage "n ist gerade', dann haben wir 'P = Q".

Es wird auch verwendet, um zu sagen, dass "() eine notwendige Bedingung fiir
P ist" oder "P eine hinreichende Bedingung fiir () ist". Im vorherigen Beispiel
erhalten wir die folgenden: "Es reicht aus, dass eine Zahl n ein Vielfaches von
4 ist, damit sie gerade ist" oder, "Eine Zahl n muss gerade sein, damit sie ein
Vielfaches von 4 ist".

Die Notation () <= P bedeutet P = Q.

o P «— (@ lautet "P ist dquivalent zu Q" oder "P gilt genau dann, wenn @)
gilt". Die folgende Aquivalenz sollte an dieser Stelle klar sein (?):

(PeQ) <= (P=Q) ANQ=P)

Beachten Sie, dass "# P", 'PV Q", PANQ, P = @Q und P <= ( selbst neue
Pradikate sind.

Fir diese neuen Pradikate hangt die Zuordnung des Wahrheitswertes von
dem Wahrheitswert ab, der den Komponentenpradikaten zugeschrieben wird. Zum
Beispiel, wenn wir annehmen, dass P falsch ist, impliziert dies, dass die Verneinung
von P, =P, als wahr angenommen wird und umgekehrt. Dies kann in der folgenden
Tabelle zusammengefasst werden:

-P
F
W

b=l

Eine solche Tabelle heit Wahrheitstabelle. Ahnlich haben wir

PlQ|PANQ|PVQ | P = Q| P <= @
W | W W W W W
F W F W W F
W | F F W F F
F|F F F W W

Ich glaube, unsere Intuition ldsst uns die Wahrheitstabellen fir P A @), P V ) und
P < (@ akzeptieren. Aber was verwirrend sein kann, ist die Tabelle fir P —
). Wie konnten wir sie erkldren? Nehmen wir das folgende Beispiel: Es sei P das
Pradikat "Sie bekommen die Note 1", und @ "Ich schenke Thnen eine Blume". Dann
ist "P = (@" das Pradikat "Wenn Sie die Note 1 bekommen, schenke ich Thnen
eine Blume."

Die Aussage ist wahr, wenn ich mein Versprechen halte, und falsch, wenn ich
es nicht halte.
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- Angenommen, es ist wahr, dass Sie die Note 1 bekommen und es wahr ist,
dass ich Thnen eine Blume gebe. Da ich mein Versprechen gehalten habe, ist
die Implikation wahr. (Erste Zeile in der Tabelle.)

- Nehmen wir an, es ist wahr, dass Sie eine 1 bekommen, aber es ist falsch, dass
ich Thnen eine Blume gebe. Da ich mein Versprechen nicht gehalten habe, ist
die Folgerung falsch. (Dritte Zeile)

- Und wenn es falsch ist, dass Sie eine 1 bekommen? Ob ich Thnen eine Blume
gebe oder nicht, ich habe mein Versprechen nicht gebrochen. Die Implikation
kann also nicht falsch sein, also muss sie wahr sein. (Die zweite und vierte
Zeilen der Tabelle.)

Ubung 1.1.1 (a) Was bedeutet der lateinische Ausdruck
"ex falso sequitur quodlibet"?

Und warum miissen wir diese lateinische Ubung 16sen?

(b) Priifen Sie nach, dass die Wahrheitstabelle von "P = Q" mit der von
"=PV Q" iibereinstimmt. Dann erhalten wir

(P = Q) < —-PVQ.

(Uberzeugen Sie sich mit dem vorherigen Beispiel dieser Aquivalenz.)

o

Eine Tautologie ist ein Prédikat, das unabhéngig vom Wahrheitswert der
Pradikate, aus denen es besteht, wahr ist. Zum Beispiel, nehmen wir das Pradikat
S definiert als

S:=(PANP = Q) = Q.

(Das Symbol := bedeutet "definiert als") Wir wollen beweisen, dass dies eine Tau-
tologie ist, d.h. (das heiit), dass ihre Wahrheitstabelle immer wahr ist. Sie kénnen
leicht nachpriifen, dass sie wie folgt ist:

PlQ[P = Q|PAP = Q)] S
W W W W W
F|W W F W
W|F F F W
F|F W F W

Wir kénnen S folgendermafien interpretieren: "Wenn P wahr ist und wir beweisen
wollen, dass ) wahr ist, dann gehen wir vor, indem wir beweisen, dass P = (@
wahr ist."
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Ubung 1.1.2
Beweisen Sie, dass die folgenden Pradikate Tautologien sind (und iiberzeugen Sie
sich selbst, dass es Sinn macht, dass es sich um Tautologien handelt!):

(a
(b
(c
(d
(e
(f

) (P = Q) &= (-Q = —P)

) 'PV P

) (P = QN Q = R)) = (P = R)'

) '=(P A-P)!

) "(=(PVQ)) = (~PA-Q)

) "((PAQ)) = (=PV-Q)

o

Bemerkung 1.1.1

Die Tautologie (a) rechtfertigt die folgende Aussage: Wenn wir in der Hypothese,
dass P wahr ist, beweisen wollen, dass () wahr ist, konnen wir dquivalent beweisen,
dass '"=Q — —P". &

1.1.2 Quantoren (oder Quantifikatoren)

Es sei P(z) ein Pridikat, das von einer Variablen x abhéngt. Mit der Hilfe
des Ezxistenzquantors (oder Ezistenzialquantifikators) '3" und des Allquantors (oder
Universalquantors) ¥ kann man neue Pradikate bilden:

o 3 liest "ewistiert (mindestens ein)'. Zum Beispiel, gegeben P(n) :="n € N

ist eine Primzahl', das neue Pradikat F(n) :="3n: P(n)" liest "Es existiert
(mindestens ein) n, sodass n eine Primzahl ist'. Wir wissen (7), dass F(n)
wahr ist.

o V liest ""fiir alle/jedes". Zum Beispiel, das Pradikat A(n) :="Vn: P(n)" liest
"fiir alle n (oder fir jedes n), ist n eine Primzahl". Wir wissen (7), dass A(n)
falsch ist.

Falls P von zwei Variablen abhéngt, dann kann man Spafl haben, neue Pradikate
zu bilden.

Beispiel 1.1.1
Es sei P(x,y) das Pradikat "der/die Studierende x liest das Buch der Analysis I (das
heiit) y". Dann

(a) Jz: P(x,y) bedeutet, dass “es eine/n Studierende/n x gibt, die/der das Buch
y liest”.
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(b) Vx: P(x,y) bedeutet “alle Studierenden lesen das Buch y”.

(¢) Yy, Jz: P(z,y) bedeutet, dass es “fir jedes Buch y eine/n Studierende/n x
gibt, die/der das Buch y liest”.

(d) 3z, Yy: P(x,y) bedeutet, dass “es eine/n Studierende/n gibt, die/der alle
Biicher der Analysis I liest”

(e) ...

Bemerken Sie, dass (¢) und (d) sehr unterschiedlich sind, selbst wenn ich nur die
Ordnung der Quantoren getauscht habe! s

Ubung 1.1.3
Verwenden Sie im vorherigen Beispiel die Quantoren 3 und V, um das optimistischste
und realistischste Pradikat zu erstellen. '

Es gibt eine wichtige Beziehung zwischen den Quantoren 3 und V, und der
Verneinung —. Nehmen wir das folgende Pradikat "Nicht alle (mathematischen)
Erklarungen sind klar" (das leider manchmal wahr ist). Wir konnen es so formal-
isieren: Es sei P(x) :="z ist eine (mathematische) Erklarung" und Q(x) :="z ist
klar". Dann ist das obige Pradikat genau

—(Va: P(z) = Q(x)).

Wir kénnen auch sagen, dass dies gleichbedeutend mit dem Pradikat "es gibt (min-
destens...) eine mathematische Erklarung, die nicht klar ist" ist, die so formalisiert
werden kann:

“Jr: =(P(x) = Q(x))” oder (Schauen Sie sich Ubungan) “Tr: P(x)A—=Q(z)”.

Dieses Beispiel zeigt (beweist aber formal nicht ...), dass die folgenden Aquivalenzen
gelten:
“a(Vo: A(z))” <= “Jr: -A(z)”, (1.1.1)

und ahnlich
“a(Fz: A(x))” <= “Va: -A(x)". (1.1.2)

Wenn wir beweisen wollen, dass eine bestimmte Eigenschaft A(z) nicht fir jedes
z gilt (linke Seite der Aquivalenz (1.1.1)), miissen wir ein “spezielles” Element z
finden, so dass A(x) nicht wahr ist (rechte Seite der Aquivalenz (1.1.1)): Dieses
“spezielle” Element wird als Gegenbeispiel bezeichnet. Wenn Sie beispielsweise in
einer Ubung aufgefordert werden, zu beweisen, dass eine bestimmte Aussage falsch
ist, missen Sie nu ein Gegenbeispiel zu dieser Aussage finden. Auflerdem wird
Ihnen manchmal nicht mitgeteilt, ob eine Aussage wahr oder falsch ist. Wenn Sie

! Aber manchmal ist die Suche nach Gegenbeispielen wirklich nicht trivial...
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das Gefiihl haben, dass es wahr ist, miissen Sie einen (direkten oder Widerspruch)
Beweis finden, und wenn Sie das Gefiihl haben, dass es falsch ist, miissen Sie ein
Gegenbeispiel finden.

Vorlesung 1 -

1.1.3 Mengenlehre

Wie definiert man eine Menge? Die Definition, die Cantor in 1895 gegeben
hatte ist die folgende:

Unter einer “Menge” verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens
(welche die “Elemente” von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Wenn es die Situation erlaubt, werden oft Mengen mit einem Groflbuchstaben beze-
ichnet, wéhrend ihre Elemente mit Kleinbuchstabe Zum Beispiel kann das Al-
phabet als die Menge A definiert werden, deren Elemente {a,b,c,...} sind. Wir
missen beachten, dass es einen Unterschied zwischen a und {a} gibt, da letzterer
eine Menge bezeichnet, deren einziges Element a ist, daher a € {a}.

Nachfolgend schreiben wir eine Liste von Definitionen, die irgendwie schon
bekannt sein sollten:

o () ist die leere Menge, nidmlich die Menge, die keine Elemente enthélt.

o “e”: Um zu sagen, dass ein Element zu einer Menge gehort, verwenden wir
das Symbol € ("gehdrt"); Zum Beispiel im vorherigen Beispiel, a € A. Wir
werden das Symbol ¢ verwenden, um anzuzeigen, dass sich ein Element nicht
in A befindet. Wenn beispielsweise A das italienische Alphabet bezeichnet,
dann = ¢ A.

o “C,C": Esseien A und B zwei Mengen. Dann, falls jedes Element von A auch
ein Element von B ist, nennt man A eine Teilmenge von B. In Symbolen

ACB: <= (Vr€ A = z€B)

(Das Symbol : <= bedeuet, dass die linke Beziehung durch die rechte
Beziehung definiert wird.)

2Cantor, Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre, Mathematische Annalen 46
(1895)

3Es ist eine allgemein anerkannte Regel in der Mathematik, dass Objekte mit unterschiedlichen
Rollen auf unterschiedliche Weise bezeichnet werden sollten. Zum Beispiel wiirde es ein Math-
ematiker verwirrend finden, eine Menge mit X und eines ihrer Elemente mit Y zu bezeichnen...
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Beachten Sie, dass mit der Notation A C B nicht ausgeschlossen ist, dass die
Mengen A und B dieselben sind, in Symbolen A = B. Genau definiert, wir
haben

A=B: (ACB)A(BCA) < (1€ A < z€B).

AuBlerdem gilt fiir jede Menge A, dass ) C A und A C A.
Die Notation A C B bedeutet, dass

(ACB)A(A#B) < (ACB)A(3z€ Bz ¢ A)

. Die Teilmengen von B, die A C B ausfiillen, werden echte Teilmengen (von
B) genannt.

Endlich haben wir, dass

BOA:«<—= ACB ud B2OA:<— ACB.

Warnung! Einige Autoren verwenden das Symbol C anstelle von C. Uber-

priifen Sie immer die Definitionen dieses Symbols, um Verwirrung zu vermei-
den.

“U”: Es seien A und B zwei Mengen. Dann die Vereinigung (oder Vereini-
gungsmenge) von A und B ist die Menge, die mit AU B bezeichnet wird, deren
Elemente zu mindestens einer der beiden Mengen gehoéren. In Symbolen:

AUB:={x|(xe€ A)V (z € B)}.

(Die rechte Seite lautet:“die Menge der Elemente x sodass (Symbol |) z ist in
A oder z ist in B”)
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Die vorherige Definition kann auf diese Weise verallgemeinert werden. Sei A
eine Indexmenge, ndmlich eine nicht leere Menge, deren Elemente zum In-
dizieren einer Mengenfamili {A\, A € A} verwendet werden. Dies heifit, dass
wir fir jedes A € A eine Menge A, erhalten. Zum Beispiel, falls A = {1, 2},
dann erhalten wir {A;, A}, eine Mengenfamilie mit zwei Mengen; falls A = N
die Mengenfamilie {A;, As, As, ...} enthilt unendliche viele Menge Dann
kann man die folgende Vereinigung definieren:

UA,\Z:{Z‘|E|)\EAZ$GA)\}.

AEA
(Das Symbol “: ” hier oben lautet “mit”.)

e “N” Esseien A und B zwei Mengen. Dann der Schnitt (oder die Schnittmenge)
von A und B ist die Menge, die mit A N B bezeichnet wird, deren Elemente
zu beiden Mengen gehoren. In Symbolen:

ANB:={z|(x € A)A(x € B)}.

Natiirlich, fiir eine Indexmenge A und eine Mengenfamilie { Ay, A € A}, konnen
wir die Schnittmenge der Familie so definieren:

Ay :={z|VAeA:ze A}

AEA

o Die Differenz (oder Differenzmenge) von A und B wird mit A\ B bezeichnet,
und ist durch
A\B:={z |z € ANz ¢ B}

definiert.

4Eine Mengenfamilie ist eine Menge, deren Elemente noch Mengen sind.
5Die Indexmenge kann aber auch nicht “diskret" sein, was auch immer diskret bedeutet ...
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o Die symmetrische Differenz von A und B wird mit AAB bezeichnet, und ist
durch
AAB := (A\B)U(B\ A)

definiert.

ADD

o Komplement: Es sei A eine Teilmenge von U. Dann ist das Komplement
von A in U die Menge U \ A. Wenn es klar ist, was die Menge U ist (zum
Beispiel, man arbeitet immer mit Teilmengen von einer Menge U) dann wird
das Komplement von A mit A€ bezeichnet.

« Die Potenzmenge einer Menge A ist die Menge aller Teilmengen von A, und
wird mit P(A) bezeichnet. Zum Beispiel, ist A = (), dann P(0) = {0}, d.h.
die Potenzmenge der leeren Menge ist eine Menge, die nicht leer ist, und die
genau ein Element enthalt.

o Das Kartesische Produkt von A und B, das mit A x B bezeichnet wird, ist
die Menge aller geordneten Paare, deren erstes Element in A liegt, und deren
zweites Element in B. Formal definiert haben wir

Ax B:={(a,b) | (a € A) A (be B)}.

Vor den Ubungen schlieBen wir das Kapitel mit einer wichtigen Definition.

Definition 1.1.1
Gegeben eine nicht leere Menge G, eine zweistellige (oder bindre) Verkniip-
fung (oder Operation) ist eine Abbildung *: G x G — G, namlich, fir jedes
Paar (g1, 92) € G x G, ordnet * ein Element von G zu, das mit g; * go bezeichnet
wird.
Eine solche zweistellige Verkniipfung heif3t:

e associativ, falls

(1% g2) * g3 = g1 * (92 * g3) fir alle g1, 9,95 € G
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o kommutativ, falls
g1 % ga = go x g1 fur alle g, g0 € G;

¢ Gegeben eine zweite Verkniipfung o: G x G — (G, dann heifit die Verkniip-
fung * distributiv iiber o, falls

g1 * (92 093) = (91 *92) o (91 *93)~

Ubung 1.1.4 « Beweisen Sie, dass die Assoziativitit einer Verkniipfung es uns
erlaubt, die Verkniipfung von drei Elementen ¢; * g2 * g3 zu definieren. Wie?

o In den vorherigen Definitionen, es sei U eine nicht leere Menge, und fir G =
P(U) haben wir die folgenden Verkniipfungen definiert: U,N,\, A. Machen
die folgenden Symbole Sinn? Und wenn Ja, wie sind sie definiert? (Hier sind
A, B,C ePU))

AUBUC, ANBNC, A\B\C, AABAC

o Essei m = 10000, n =2 und r = 1. Macht dieses Symbol
m-—n-—r

Sinn?

[ )

Ubung 1.1.5
Es seien A, B und C' beliebige Teilmengen einer nicht leeren Menge U. Beweisen
Sie, dass die folgenden Gleichungen gelten:

(a) AUA=Aund AN A= A (Idempotenz)
(b) AUB=BUAund AN B = BN A (Kommutativitdit)

(c) AUBNC)=(AuB)N(AUuC)und AN(BUC) =(ANB)U(ANC)
(Distributivitdt)

(d) AU(ANB)=Aund AN(AUB)=A

() ACB «—= (AUB=B)und ADB <= (ANB=B)
(f) (A°)° =

(g) (AUB)® = A°N B¢ und (AN B)¢ = AU B¢

Die Gleichungen in (g) sind als de-morgansche Gesetze bekannt. Haben Sie so etwas
schon einmal gesehen?... '
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() /

(ANB

(/\u@@

*

Ubung 1.1.6
(Naivitat vs Formalitdt...) Es sei I die “Menge aller Mengen" (in vielen Zitaten...).
Dann ist I € I (das ist schon an sich sehr verwirrend...) und definieren wir

R={zxel|x ¢z}

Da RURC® = I und RN RC = (), wir sollten haben, dass entweder R € R oder R ¢ R.

Welche der beiden gilt?
[ )
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1.2 Relationen und Abbildungen

Definition 1.2.1

Seien X und Y nicht leere Mengen. Eine (zweistellige) Relation zwischen X
und Y ist eine Teilmenge R von X x Y. Gilt X =Y, so heifit R Relation auf
X.

Wenn (z,y) € R ist, sagen wir, dass x mit y zusammenhéngt. Zum Beispiel, die
Gleichheitsrelation “ = 7 auf X sagt, dass x mit y zusammenhéngt genau dann,
wenn x = y. Oder, es sei X die Menge der Punkte in der Ebene, und Y die
Menge der Geraden in der Ebene. Dann ist eine Relation R zwischen X und Y:
(x,r) € R : <= =z € r, namlich genau dann, wenn der Punkt z der Gerade r
gehort.

Im Folgenden werden wir noch viele Beispiele von Relationen sehen.

Definition 1.2.2

Es seien X und Y nicht leere Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f: X —
Y ist eine Relation R, die an jedem Element x von X genau ein Element y von
Y assoziiert. In diesem Fall nennen wir y das Bild von x und bezeichnen es
durch y = f(z). Endlich, um zu sagen, dass = auf y abgebildet ist, verwenden
wir das Symbol x — y.

Also, falls R eine Funktion ist, dann:
o gibt es fur alle x € X ein y € Y, sodass (z,y) € R, und
o falls (z,y1) und (z,y2) R gehoren, dann ist y; = ys.

Der Graph von f ist die Teilmenge von X x Y, die so definiert wird

Graph(f) := {(z,y) € X xY [y = f(z)}.

Bemerken Sie, dass falls (z,41) € Graph(f) und (z,y2) € Graph(f), dann muss
Y1 = Yo sein.

Gegeben eine Funktion f: X — Y, die Menge X heifit die Definitionsmenge
(oder Definitionsbereich) und Y die Zielmenge (oder Wertebereich) von f. Die
Bildmenge f(X) ist die Teilmenge von Y, die auf Bildern von f besteht, oder mit
Symbolen

fX)={yeY|3weX:y=flz)}.

Falls f(X) eine Menge mit genau einem Element ist, dann sagen wir, dass f konstant
ist. Dartiber hinaus, es seien A C X und B C Y, dann werden wir definieren

f(A)={yeY |[3reA: f(z) =y}
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und
f(B):={r € X | f(x) € B}.

Im folgenden nehmen wir an, dass wir schon wissen, was die reellen Zahlen
sincﬂ(die Sie intuitiv, aber nicht formal, in der Schule eingefithrt haben), und was die
folgenden Symbole <, <, >, > bedeuten. Die Menge der reellen Zahlen wird durch
R bezeichnet, und durch [a, b] (bzwm (a,b)) bezeichnen wir {x € R | a < z < b}
(bzw. {z € R | a < x < b}), wobei a,b € R. AuBerdem sei (—o0, a] die Teilmenge
{r e R |z <a} (bzw. (—o0,a) die Teilmenge {xr € R | < a}), mit a € R, und
[b,00) (bzw. (b,00)) die Teilmenge {x € R | x > b} (bzw. {z € R | 2 > b}), mit
beR.

Beispiel 1.2.1
Die folgenden sind Beispiele einer Funktion f: X — Y, wobei X und Y Teilmengen
von R sind:

(a) f: R =R, f(z) =127
(b) g:[0,1] = R, g(z) = a?,
(¢) h: R = R, h(x) = sin(x)

Die Definitionsmengen und Zielmengen sind schon oben geschrieben. Auflerdem ist
in (a) das Bild von f gegeben durch f(R) = [0,00), in (b) durch ¢([0,1]) = [0, 1]
und in (c) durch A(R) = [-1,1]. &

Bemerken Sie, dass falls X C Rund Y C R, kann man den Graph von f auf der
kartesischen Ebene zeichnen. Was eine Funktion auszeichnet, ist in diesem Fall, dass,
wenn wir den Graphen von f mit einer vertikalen Linie {(z,y) € R xR | x = x0}
schneiden, dann erhalten wir entweder die leere Menge (genau wenn xy nicht zur
Definitionsmenge gehort), oder eine Menge mit nur einem Punkt {(x¢, f(z0))}.

Wann sind zwei Funktionen gleich? Zwei Funktionen sind gleich, wenn die
Definitionsmengen und Zielmengen dieselben sind, und wenn die Regel, nach der
y mit x verkniipft ist, dieselbe ist. In Beispiel ist die “Regel”, die f und g
beschreibt, dieselbe (“z + z?”). Aber, da die Definitionsmengen unterschiedlich
sind, sind die Funktionen f und g auch unterschiedlich. Das ist keine umstéandliche
Formalitét: zum Beispiel, im Fall (a) ist f(R) unbegrenzt (die Bilder konnen so
grofl sein, wie wir wollen), und ¢([0, 1]) ist begrenzt, d.h., fiir alle y € ¢([0,1]) gilt
0<y<1l

6 Aber sie werden formal in Kapitel [2| definiert
"beziehungsweise
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1.2.1 Spezielle Funktionen und Verkniipfung zweier Funktionen

Es sei X’ C X und f: X — Y eine Funktion. Dann bezeichnen wir durch
flx: X! = Y die FEinschrinkung (oder Restriktion) von f auf X', ndmlich die
Funktion ¢g: X’ — Y, die auf X’ mit X tbereinstimmt.

Gegeben eine beliebige nicht leere Menge X, dann ist die Identitdt auf X die
Funktion, die so definiert wird: 1x: X — X, 1x(x) =z fur alle x € X.

Definition 1.2.3
Eine Funktion f: X — Y heifit injektiv, falls

Vr1 € X7V$2 € X: f(l’l) = f(l'g) — I1 = T2 ; (121)

das heifit, dass verschiedene Elemente der Definitionsmenge verschiedene Bilder
haben miissen oder, mit anderen Worten,

Vo, € X,Vay € X sodass x1 # xq, ist f(z1) # f(xa). (1.2.2)

Ubung 1.2.1
Uberzeugen Sie sich selbst, dass die Bedingungen (1.2.1) und (1.2.2)) tatsdchlich
[ )

dquivalent sind.

Wenn die Definitionsmenge und Zielmenge Teilmengen von R sind, um zu beweisen,
ob eine Funktion injektiv ist oder nicht, muss man eine Gleichung I6sen und be-
weisen, dass es hochstens eine Losung gibt.

Beispiel 1.2.2
In Beispiel (a) mussen wir verstehen ob, gegeben y € R (d.h., dass y ein
fester, beliebiger Wert in R ist), die Gleichung y = z? hochstens eine Losung hat.

o Falls y < 0 hat y = 22 keine Losung.

o Falls y = 0 hat 0 = 22 genau eine Losung, namlich x = 0. Also, bis jetzt, kein
Widerspruch der Injektivitat, aber...

e TFalls y > 0 hat y = 22 zwei Losungen, und zwar z; = Vyund zo = —\/y.

Wir schlieBen, dass die Funktion f: R — R gegeben durch f(x) = 22 nicht injektiv
ist. Aber bemerken Sie (oder priifen Sie nach), dass die Funktion ¢ in Beispiel
(b), g: [0,1] = R, g(z) = x?, injektiv ist und gilt, dass g = fljp.1. Also kann die
Einschriankung einer nicht injektiven Funktion injektiv sein.

Da die Funktion A in Beispiel (c) die Gleichung h(z) = sin(x) = sin(x +
21) = h(x 4 2x) fiir alle x € R erfiillt, kénnen wir schlieflen, dass h nicht injektiv
ist. Konnen Sie eine Teilmenge von R der Gestalt [a, b] finden, sodass h|j, injektiv
ist?
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Falls X, Y C R koénnen wir die Injektivitdt einer Funktion f: X — Y mit der
Hilfe ihrer Graphen erkldren: Die horizontale Gerade {(z,y) € R x R | y = 4o}
muss den Graph von f in hochstens einem Punkt schneiden. Bemerken Sie, dass

falls {(x,y) € R xR | y = yo} N Graph(f) = (), das heifit nur, dass yo ¢ f(X).

Definition 1.2.4
Eine Funktion f: X — Y heifit surjektiv, falls

VyeVY, dJze X:y= f(x) (1.2.3)

oder, mit anderen Worten, falls f(X) =Y.

Bemerkung 1.2.1

Falls X,Y C R konnen wir die Surjektivitat einer Funktion f: X — Y so in-
terpretieren: die Gleichung y = f(x) hat immer (mindestens) eine Losung. Mit
der Hilfe des Graphen von f, ist die Surjektivitat dquivalent zu sagen, dass fiir alle
Yo € Y die horizontale Gerade {(z,y) € R xR | y = yo} immer Graph(f) schneidet,
nimlich, dass {(x,y) € R x R | y = yo} N Graph(f) # 0. Also:

Wéhrend die Injektivitdt eine Bedingung fiir die Finheitlichkeit einer Losung ist
(wenn eine Lisung existiert), ist die Surjektivitit eine Bedingung fir ihre Erxistenz.

¢

Wenn eine Funktion f: X — Y gegeben ist, kann man die Zielmenge immer ein-
schranken, um f surjektiv zu machen, ndmlich man nimmt einfach f: X — f(X).
Es konnte aber schwer sein, das Bild f(X) zu charakterisieren.

Definition 1.2.5
Eine Funktion f: X — Y heifit bijektiv, falls sie injektiv und surjektiv ist.

Ubung 1.2.2
In Beispiel welche Funktionen sind bijektiv? Konnen Sie die Definitionsmenge
und Zielmenge einschrianken, um sie bijektiv zu machen? [ )

Vorlesung 2 -

Gegeben eine bijektive Funktion f: X — Y fiir alle yg € Y gibt es ein zy € X
mit yo = f(zo) (Surjektivitat von f); dartiber hinaus ist ein solches Element z
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das einzige, das yo = f(xo) erfillt (Injektivitdt von f). Dann kénnen wir eine neue
Funktion f~': Y — X deﬁniere mit f~(yo) = o, die die Umkehrfunktion
oder Inverse Funktion von f heifit.

Ubung 1.2.3
Beweisen Sie, dass, gegeben eine bijektive Funktion f: X — Y, die Umkehrfunk-
tion f~': Y — X auch bijektiv ist. Was ist (f~1)7!? ('3

Es seien nun f: X — Z und g: W — Y. Falls f(X) C W, ist f(z) in der
Definitionsmenge von g, fiir alle x € X. Dann hat der folgende Ausdruck

9(f(x))

Sinn, und wir kénnen die folgende Definition einfithren:

Definition 1.2.6
Es seien f: X — Z und g: W — Y mit f(X) C W. Dann ist die Verkniip-
fung von f und ¢ die Funktion go f: X — Y, die gegeben durch

(go f)(z):=g(f(x)), furalle ze€X

ist.

Bemerken Sie, dass gegeben f: X — Z und g: W — Y die verkniipft werden
konnen, d.h. die Verkniipfung ¢ o f definiert werden kann, es kann sein, dass f o g
keinen Sinn macht, und selbst wenn es Sinn macht, es kann sein, dass go f # fog
ist.

Ubung 1.2.4
Koénnen Sie zwei Funktionen f: X — Z und ¢g: W — Y finden, sodass beide g o f
und f o g Sinn machen, aber mit go f # f o g? [

Die folgenden Ubungen sind sehr wichtig, und werden sehr wahrscheinlich in
Threr Hausaufgabe sein.

Ubung 1.2.5
Es seien f: X — Z und g: W — Y Funktionen, die verkniipft werden kénnen.

(a) Welche Bedingungen auf f und g sind notwendig (siehe Abschnitt|1.1.1), damit
g o f injektiv ist?

(a’) Welche Bedingungen auf f und g sind hinreichend (siehe Abschnitt [1.1.1),
damit g o f injektiv ist?

8Warum? Was sind die Bedingungen, die eine Funktion definieren?
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(a”) Finden Sie Bedingungen auf f und g, die notwendig und hinreichend sind,
damit g o f injektiv ist; ndmlich, vervollstandigen Sie den folgenden Satz:

g o f ist injektiv genau dann, wenn f ... und g ... .

Wiederholen Sie die vorherige Ubung (also, (a), (a’) und (a”)), nachdem Sie “injek-
tiv” durch “surjektiv” ersetzt haben. '

Ubung 1.2.6
Beweisen Sie, dass f: X — Y bijektiv ist genau dann, wenn es eine Funktion
g: Y — X gibt, mit

gof=1lx und fog=1Ily.

Beweisen Sie, dass g genau die Inversefunktion f~1 ist. [

1.2.2 Aquivalenzrelationen und Ordnungen

In der Mathematik werden verschiedene Objekte hiufig in derselben “Aquiva-
lenzklasse” vereint, da es moglicherweise eine Operation, oder eine mathematische
Eigenschaft, gibt, die nicht vom aufgenommenen Objekt abhéangt, sondern von der
Aquivalenzklasse, zu der es gehort. Nehmen wir ein Beispiel. Es seien G die Menge
der geraden Zahlen, G := {0,2,4,...} und U die Menge der ungeraden Zahlen,
U :={1,3,5,...}. Wir bemerken, dass die Summe zweier geraden Zahlen immer
gerade ist, unabhéngig von den gewédhlten geraden Zahlen, und die Summe zweier
ungerader Zahlen immer gerade ist, usw. Dann kénnen wir eine Addition auf der
Menge A := {G,U} definieren:

G+G =G G+U:=U
UtG:=U U+U:=G.

Also, wir haben eine Partition (siehe Definition hier unten) der Menge der
natiirlichen Zahlen N definiert, N = G U U; Wir haben eine neue Menge A erstellt,
in der die Elemente der Partition G und U-die Mengen sind und Aquivalenzklassen
genannt werden — Elemente von A werden. Da die Operation + nicht vom Element
der Aquivalenzklasse abhéngt, konnen wir die Operation + an A definieren.
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Kommen wir zur rigorosen Definition einer Aquivalenzrelation.

Definition 1.2.7
Es sei X eine nichtleere Menge, und R eine Relation auf X. Dann ist R eine
Aquivalenzrelation auf X, falls die folgenden Bedingungen erfiillt werden:

(i) fur alle z € X gilt: (x,2) € R; (Reflexivitit)
(ii) fir alle z,y € X gilt: (z,y) € R = (y,z) € R; (Symmetrie)

(iii) fur alle z,y,z € X gilt: (z,y) € Rund (y,2) € R = (x,2) € R;
( Transitivitdt).

Die Teilmenge [z] € X gegeben durch [z] == {y € X | (z,y) € R} wird
Aquivalenzklasse von = genannt.

Im Folgenden, falls R eine Aquivalenzrelation ist, und (z,y) € R, schreiben wir
TR
Bemerken Sie, dass im vorherigen X = N ist, und R die Relation:

(v,y) € R, oder, z~y < z—y=2k,

fiir ein & € N (warum?). Dariiber hinaus gibt es zwei verschiedene Aquivalenzklassen
G = [0] und U = [1], die disjunkt sind, und deren Vereinigung N gibt. Dies fiihrt
zu folgendem Konzept:

Definition 1.2.8
Eine Partition einer Menge X ist eine Teilmenge P = {X,};c; der Potenz-
menge von X, wobei

o X;#0, firallei eI,
. UieIXi:Xa und
e X;NX; =0, fur alle i # j.

Zum Beispiel, gegeben X = {a,b,c}, die folgenden sind Beispiele von Partitionen
von X:

P ={{a},{b,c}} oder P ={{a},{b}.{c}}, oder P ={{a,b,c}}, usw.

Die nichste Ubung ist wichtig

Ubung 1.2.7
Die Menge aller verschiedenen Aquivalenzklassen ist eine Partition von X. [ )
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Definition 1.2.9
Gegeben eine Aquivalenzrelation R auf X, die Menge, deren Elemente die

Aquivalenzklassen von R sind, wird Quotientenmenge genannt, und wird mit
X/R bezeichnet.

Wie oben fiir die Addition zwischen geraden und ungeraden Zahlen erwahnt, kann
eine auf X definierte Operation “zum Quotienten iibergehen”, in dem Sinne, dass es
aus der Operation auf X moglich ist, eine auf der Quotientenmenge zu definieren.
Wir werden viele Beispiele fiir diesen Prozess sehen.

Definition 1.2.10
Gegeben eine nicht leere Menge X, ist eine Ordnung auf X eine Relation O
auf X mit den folgenden Eigenschaften:

(i) fur alle z € X gilt: (z,x) € O; (Reflexivitdt)

(i) fur alle z,y € X gilt: (z,y) € O und (y,z) € O < z = y; (Antisym-
metrie)

(iii) fir alle z,y,z € X gilt: (z,y) € O und (y,2) € O = (z,z2) € O;
(Transitivitdt).

Falls fir alle z,y € X, entweder (x,y) € O oder (y,x) € O, dann sagen wir,
dass es eine totale Ordnung ist.

Wir werden das Symbol z < y benutzen, um zu sagen, dass (z,y) € O.
Wenn es nicht verwirrend ist, bezeichnen wir die Ordnung direkt mit <.

Beispiel 1.2.3
Zum Beispiel, es sei A eine nicht leere Menge und < die Ordnung auf P(A) (die
Potenzmenge von A) die so definiert wird:

B<C:«<— BCC.

Dann kénnen Sie leicht beweisen, dass “C” eine Ordnung ist. Ist im Allgemeinen
(d.h., ohne zusétzliche Bedingungen auf A) “C” eine totale Ordnung? s

Gegeben eine nicht leere Menge X, eine Ordnung O auf X und eine nicht leere
Teilmenge S auf X, kénnen wir einfach die Ordnung < auf S einschréinken.

Definition 1.2.11 « Ein Element x € X heif3t obere Schranke von S wenn
s=<x furalle se€ S

gilt. Falls ein solches Element x existiert, heifit S nach oben beschrinkt.
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« Ahnlich, falls es y € X gibt, so dass
y=<s furalle se€ S

dann heifit y eine untere Schranke von S, und wir sagen, dass S nach
unten beschrdankt ist.

o Eine Menge S heifit beschrinkt, falls sie nach unten und oben beschréinkt
ist.

Es sollte leicht sein, sich davon zu tiberzeugen, dass jede Teilmenge einer (nach
unten/nach oben) beschriankten Menge auch (nach unten/nach oben) beschrankt
ist.

Beispiel 1.2.4

Es sei A eine nicht leere Menge, und P(A) ihre Potenzmenge, zusammen mit der
Ordnung “ C” auf P(A). Dann ist P(A) beschrankt, da () € P(A) eine untere
Schranke, und A € P(A) eine obere Schranke sind.

Es sei nun A = {a,b,¢,d}, und S die folgende Teilmenge von P(A), S :=
{{a,b},{a,b,c}}. Da P(A) beschrénkt ist, ist S auch beschrankt. In diesem Fall,
sind mogliche obere Schranken gegeben durch {a,b,c} oder {a,b,c,d}. Aber ist
{a,b, c} das einzige Element, das S gehért. Ahnlich finden Sie alle untere Schranken,
und bemerken Sie, dass es nur genau eine gibt, die S gehort. &

Das obige Beispiel fithrt zu der folgenden

Definition 1.2.12
Es sei X eine nicht leere Menge und < eine Ordnung auf X. Dann ist ein
Element m ein Minimum (bzw. Maximum) von X, falls:

e me X, und

« m eine untere (bzw. obere) Schranke von X ist.

Wir werden in den folgenden Kapiteln sehen, dass ein Minimum (resp. Maximum)
nicht immer existiert, aber wenn es existiert, muss es eindeutig sein.

Lemma 1.2.1
Es sei X eine nicht leere Menge und < eine Ordnung auf X. Wenn X ein Minimum
(resp. Maximum) besitzt, dann ist es eindeutig.

Beweis: Wir schreiben den Beweis fiir den Fall, in dem X ein Minimum m besitzt
(man kann diesen Beweis adaptieren, um den anderen Fall zu beweisen; wie?)
Nehmen wir an, dass X zwei Minima, m; und ms, besitzt. Dann

(i) da my ein Minimum ist, haben wir m; € X und m; < z fir alle z € X;
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(ii) da mgy ein Minimum ist, haben wir mg € X und my < z fir alle x € X;

Aus (i) erhalten wir dass, insbesondere, m; < my ist, und aus (ii), dass my < my
ist. Dann folgt aus der Antisymmetrie der Ordnung (siehe Definition |1.2.10| (ii)),
dass my = ma. O

Definition 1.2.13

Es sei O eine Ordnung auf einer Menge X. Dann heifit O eine Wohlordnung,
falls jede nicht leere Teilmenge von X, mit der von X induzierten Ordnung, ein
Minimum besitzt.

Bemerkung 1.2.2

Bemerken Sie, dass eine Wohlordnung automatisch total ist. In der Tat, gegeben
die Teilmenge S := {x,y} C X, da wir angenommen haben, dass die Ordnung auf X
eine Wohlordnung ist, dann besitzt S ein Minimum. Das heifit, dass entweder x < y
oder y < x ist. Da x und y beliebige Elemente in X sind, kénnen wir schlieflen, dass
die Ordnung total ist. &

Sobald wir die Mengen nattrlicher, ganzer, rationaler und reeller Zahlen rigoros
eingefithrt haben, werden wir viele weitere Beispiele fiir Ordnungen haben, von
denen wir uns fragen konnen, ob sie total oder Wohlordnungen sind.
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1.3 Die natiirlichen Zahlen

Wie bereits erwahnt, mochten wir in diesem ersten Kapitel formell Begriffe
definieren, die wir “anwenden” werden, wie z. B. natiirliche Zahlen, und mit denen
wir formal algebraische Operationen ausfithren konnen. Wir werden bald erkennen,
dass es jedoch einen groflen Unterschied gibt zwischen: dem Wissen, wie einige
Objekte formal verwendet werden (Zahlen und ihre Operationen) und dem Wissen,
wie man sie definiert. Wenn dieser Abschnitt Sie verwirrt, ist das ein gutes Zeichen!

1.3.1 Machtigkeit (oder Kardinalitdt) einer Menge

In diesem ersten Abschnitt geben wir eine Definition der natiirlichen Zahlen
mit der Hilfe der Mengentheorie, die wir schon eingefithrt haben. Zunéchst miissen
wir ein wichtiges Konzept einfithren.

Definition 1.3.1

Es seien A und B Mengen. Falls A = B = (), oder falls A und B nichtleere
Mengen sind und es eine bijektion f: A — B gibt, dann sagen wir, dass die zwei
Mengen gleichméchtig sind. In Symbolen schreiben wir A ~ B.

Ubung 1.3.1
Beweisen Sie, dass fiir alle nicht leeren Mengen A, B und C' die folgenden Eigen-
schaften gelten:

o Falls A~ B dann B ~ A; (Hinweis: Benutzen Sie Ubung D
e Falls A~ Bund B ~ C, dann A ~ C. (Hinweis: Benutzen Sie Ubung|1.2.5).

o

Definition 1.3.2
Die Machtigkeit (oder Kardinalitit) einer Menge A ist die Familie von
Mengen, die zu A gleichméchtig sind, und wird durch |A| bezeichnet.
Falls es eine injektive Abbildung f: A — B gibt, schreiben wir, dass
Al <|BJ.

Im néchsten Abschnitt werden wir dieses neue Konzept, das von der Mengentheorie
kommt, benutzen, um die natiirlichen Zahlen zu definieren.
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1.3.2 Definition der Menge der natiirlichen Zahlen N

Zuerst, definieren wir

0:=|0].

Bemerken Sie, dass bis jetzt “0” nur ein Symbol ist. Um die anderen natiirlichen
Zahlen zu definieren, brauchen wir den Begriff von “nachfolgender Menge”: Gegeben
eine Menge A, werden wir mit A" die Menge bezeichnen, deren Elemente die Ele-
mente von A und die Menge A selbst sind. Mit Symbolen:

AT = AU{A}

Zum Beispiel, falls A = {a, b, ¢}, dann wiare A" die Menge {a, b, ¢, {a, b, c}} (deshalb,
da intuitiv A drei Elemente hat, dann hat A" vier Elemente, a, b, ¢ und {a,b, c}.
Also {a,b,c} € AT). Dann konnen wir die natiirlichen Zahlen als die Méachtigkeit
der nachfolgenden Mengen, die von () gebildet werden, definieren:

0:=0], L1:=1[07=K0O}, 2:=K0}"|=1{0.{0}}, 3:=H0.{0}}"]=..

und so weiter (usw). Die Menge dieser (unendlichen...) Méachtigkeiten wird mit N
bezeichnet, und deren Elemente werden natiirliche Zahlen genannt. Ein beliebiges
Element von N wird oft mit n, oder m, bezeichnet.

Noch eine Notation: gegeben die nattrliche Zahl n = |A|, wobei A der Gestalt
{0, {0}, ...} ist, bezeichnen wir mit n* die Machtigkeit von A, und wir sagen, dass
n™ die nachfolgende Zahl ist. Dann haben wir eine Abbildung N: N — N definiert:
gegeben n € N ist N(n) :=nt.

Ubung 1.3.2
Welche Eigenschaften besitzt N7

o Ist N injektiv?
o Ist N surjektiv? Wenn nicht, ist die Einschrankung N: N — N\ {0} surjektiv?

)

Gegeben eine Menge A, sagen wir, dass A endlich ist, falls es n € N gibt, mit
|A| = n. Ansonsten heifit die Menge unendlich.

Die Menge N hat eine Ordnung, die mit dem bekannten Symbol < bezeichnet
wird, die durch die Zugehorigkeit € induziert wird, ndmlich:

a < b genau dann, wenn entweder a = b, oder a < b, wobei das letzte Symbol
so definiert wird:

0<1:<= 0e{0}, 0<2:<= 0e{0,{0}}, ...
1<2: < {0} €{0,{0}}, 1<3:< {0} €{0,{0},{0,{0}}}, ...
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Ubung 1.3.3
Beweisen Sie, dass < eine Wohlordnung auf N ist, und deshalb (siehe Bemerkung

1.2.2) total. o

Sie haben Recht, wenn Sie der Meinung sind, dass diese Definitionen um-
sténdlich erscheinen, und Sie haben das Recht, sich fiir einige Zeit verwirrt zu fithlen
(obwohl ich hoffe, dass Sie davon iiberzeugt sind, dass diese Formalisierung sinnvoll
ist). Wenn Sie sich jedoch fragen, wie uns nattrliche Zahlen als Kinder “erklart”
wurden, werden Sie bald davon iiberzeugt sein, dass der Begriff der Méachtigkeit
notwendigerweise mit dem Begriff der natiirlichen Zahlen verbunden sein muss.

Im néchsten Abschnitt werden wir die (sehr bekannten) Operationen auf N
definieren, die genau wie in der Schule (wahrscheinlich so etwa wie vor 12 Jahren...)
definiert wurden.

1.3.3 Operationen auf N

Es seien A und B endliche Mengen, und n = |A|, m = | B| die dazugehorigen
Méchtigkeiten.

o Addition: Es sei AN B = (), dann
n+m:=|AU B]
(Ubung: Beweisen Sie, dass n™ =n + 1 ist. #)

o Multiplikation:
n-m:=|Ax B|

o Differenz: Es sei A C B, dann
m—n:=|B\ Al

Bemerken Sie, dass in den obigen Definitionen, zwei Mengen A und B gewdhit
wurden. Man sollte dann beweisen, dass die obigen Operationen nicht von A und
B abhingen, sondern nur von |A| und |B|. Das ist eine Ubung fiir Sie.

Noch eine Frage: Wir sind es gewohnt, die Kommutativitit und Assoziativ-
itdt von Addition und Multiplikation, sowie die Distributivitit der Multiplikation
tiber die Addition (siehe Definition , zu verwenden. Konnen Sie diese Eigen-
schaften nun beweisen? Welche frithere Ubung, die Sie bereits hétten 16sen sollen,
ist niitzlich?

Ubung 1.3.4
Beweisen Sie, dass gegeben endliche Mengen A und B mit |[A| = n und |B| = m,

ACB — n<m.
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Bemerkung 1.3.1

Obwohl diese Ubung trivial erscheinen kénnte, denken Sie daran, dass Sie nur die
Definitionen verwenden kénnen, die wir gegeben haben, und nicht die “Intuition”,
die uns glauben lasst, dass diese Implikation trivial ist. Das Konstruieren neuer
Aussagen aus Definitionen und Axiomen unterscheidet sich stark davon, sich davon
zu iiberzeugen, dass etwas wahr ist! &

Ubung 1.3.5

« Beweisen Sie, dass die Multiplikation - distributiv tiber die Addition ist (siche
Definition |1.1.1)), d.h.

m-(n+p)=(m-n)+ (m-p), firalle m,n, peN.
Welche Menge-theoretische Eigenschaft miissen Sie beweisen?

e Beweisen Sie, dass 1-n=n-1=nund dass0-n=n-0=0, fir alle n € N.

)

Bemerkung 1.3.2

Aus der vorherigen Ubung, ist die Differenz m — n nur definiert, wenn n < m. Wie
es haufig vorkommen wird, miissen wir die Menge der Zahlen, an denen wir arbeiten,
erweitern, damit eine Operation oder eine Eigenschaft allgemeiner definiert werden
kann. Um beispielsweise die Definition von m — n zu ermdéglichen, wenn m < n,
werden wir die ganzen Zahlen einfithren. Dies wird in Abschnitt zusammen
mit weiteren Beispielen fiir neue “Mengen der Zahlen”, geschehen. &

1.3.4 Peanos Axiome und das Induktionsprinzip

Giuseppe Peano war ein italienischer Mathematiker, die die natiirlichen Zahlen
auf axiomatische Weise einfiilhrte. Dies bedeutet, dass er eine Reihe von Axiomen
aufgelistet hat (die als “wahr” angesehen werden miissen), aus denen die Definition
einer eindeutigen Menge mit einigen Eigenschaften folgen sollte.
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Definition 1.3.3
Es sei N eine nicht leere Menge, On ein Symbol und N: N — N eine Funktion.
Das Tripel (N, On, N) ist ein Modell natirlicher Zahlen, wenn es die folgenden
Axiome verifiziert:

(P1) On € N;

(P2) Fir jedes Element n € N, es ein eindeutiges Element N (n) existiert, das
noch in N liegt (Existenz der “Nachfolgendenabbildung” N: N — N);

(P3) Es gibt kein n € N, so dass N(n) = On (die Nachfolgendeabbildung ist
nicht surjektiv, da On ¢ N(IN), und Oy ist keine Nachfolgende Zahl);

(P4) Falls N(n) = N(m), dann n = m, fir alle n,m € N (die Nachfolgendeab-
bildung ist injektiv);
(P5) Es sei A eine Teilmenge von N mit den folgenden Eigenschaften:
(i) On € A, und
(ii) Firallene N,ne A = N(n) € A.
Dann ist A = N.

Falls man die natirlichen Zahlen mit der obigen Definition einfiihren mochte, sollte
man zuerst beweisen, dass ein solches Modell existiert, und dass alle solchen Modelle
“isomorph” sind. Die Existenz wird in Proposition bewiesen. Aber haben wir
noch zwei Probleme: wir haben das Konzept von Isomorphismus zwischen zwei
Modellen noch nicht eingefiihrt, und sobald wir diese Definition zur Hand haben,
sollten wir beweisen, dass zwei solche Modelle immer isomorph sind: Dies geht iiber
den Rahmen dieser Notizen hinaus. Was wir beweisen kénnen, und was fiir uns
wichtig ist, ist Folgendes:

Proposition 1.3.1
Das Tripel (N,0,N), wie in Abschm’tt vorgestellt, ist ein Modell natiirlicher
Zahlen.

Beweis: Eigenschaften (P1) und (P2) sind wahr, nach Konstruktion von (N, 0, V).
Die Eigenschaften (P3) und (P4) sollten Sie bereits bewiesen haben; wenn nicht,
bitte machen Sie es jetzt.

Wir beweisen zusammen (P5) nach Widerspruch, d.h., angenommen A ist eine
Menge mit Eigenschaften (i) und (ii). Dann fithrt A C N zu einem Widerspruch.

Angenommen A C N, dann ist das Komplement A¢ von A in N nicht leer.
Weil < eine Wohlordnung auf N ist (siche Ubung , besitzt AC ein Minimum
m. Dam ¢ Aund 0 € A, miissen wir m € N\ {0} haben. Nun bemerken wir, dass
durch die Konstruktion von N, jede Zahl m € N\ {0} die nachfolgende Zahl von
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ein n € N ist, ndmlich m = N(n), und dazu muss n < m gelten (warum?). Aber,
weil m das Minimum von A€ ist, kénnen wir schlieBen, dass n € A sein muss. Wir
haben endlich einen Widerspruch, weil A Eigenschaft (ii) erfiillt (also, wenn n € A
sollte auch N(n) =m € A sein). O

Fragen 1.3.1

Falls man ein Objekt mit einer Liste von Axiomen definiert, muss man sich fra-
gen, warum jedes Axiom wirklich notig ist. Wie so oft bedeutet das Verstehen der
Bedeutung der einzelnen Axiome das Verstehen ihrer Rolle bei der Definition des
betrachteten Objekts. Es bedeutet also zu verstehen, was passieren wiirde, wenn
einer von ihnen weggelassen wiirde. Ware das definierte Objekt eindeutig? Ware es
das, was “wir erwarten”?

Zum Beispiel, warum ist (P5) notig in der Definition eines Modells der natir-
lichen Zahlen?

Um den Grund zu verstehen, warum (P5) notig ist, nehmen wir an, dass wir
schon wissen, was die reellen Zahlen sind, und wir bezeichnen deren Menge mit R.
Dann nehmen wir die Teilmenge Rsg := {# € R | z > 0}, und N: Rsg — Ry
definiert als N(z) := x4+ 1. Welche Axiome erfiillt das Tripel (Rx, 0, N)? Erwarten
wir, dass (R, 0, N) ein Modell der natiirlichen Zahlen ist? Q

Vorlesung 3 -

1.3.5 Das Induktionsprinzip

Es sei (N, On, IV) ein Modell der natiirlicher Zahlen. Dann kénnen wir (P5) in
das sogenannte Induktionsprinzip verwandeln, das haufiger in Bezug auf Pridikate
angegeben wird.

(Induktionsprinzip): Sei P(n) ein Pradikat, das von n € N abhéngt, dann
wenn

(i)’ P(On) wahr ist, und

(ii)” fiir jedes n € N, P(n) wahr = P(N(n)) wahr,

haben wir, dass P(n) fiir jedes n € N wahr ist.

Dieses Prinzip ist dquivalent zu (P5). Wir beweisen, dass (P5) das Induktionsprinzip
impliziert. Es sei A die Teilmenge {n € N | P(n)} (also, die Menge aller n, damit
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P(n) wahr ist), wobei P(n) die Eigenschaften (i)” und (ii)" erfillt. Dann (i)’ im-
pliziert, dass On € A, und (ii)’, dass n € A = N(n) € A. Nach (P5) folgt, dass
P(n) fir jedes n € N wahr ist.

Ubung 1.3.6
Beweisen Sie, dass das Induktionsprinzip (P5) impliziert. (Hinweis: Nehmen Sie
das Pradikat P(n): “n € A”). [

Da das Tripel (N, 0, N) ein Modell der natiirliche Zahlen ist (Proposition[1.3.1),
konnen wir schlieflen, dass das Induktionsprinzip fiir (N, 0, N) gilt. Dieses Prinzip
wird oft verwendet, um eine Behauptung zu beweisen, die von einer nattirlichen Zahl
n abhangt. Diese Art von Beweis wird Induktionsbeweis genannt, und besteht
aus folgenden Schritten:

(Induktionsbeweis): Es sei P(n) ein Pradikat, das von n € N abhéngt. Dank
des Induktionsprinzips, um zu beweisen, dass P(n) fiir alle n € N gilt, gentigt
es zu beweisen, dass

o P(0) wahr ist (Induktionsanfang), und dass

o fiir jedes n € N, P(n) = P(n+ 1) (Induktionsschritt).

Bemerken Sie, dass der Induktionsschritt bedeutet: anzunehmen, dass P(n) wahr
ist (Induktionshypothese), und mit Argumenten, die fiir jedes n € N (!1) gelten,
zu beweisen, dass P(n + 1) wahr ist (Induktionsschritt).

Ubung 1.3.7
Beweisen Sie, dass falls ng € N gibt, mit

e P(ng) wahr, und
o fir jedes n > ng, P(n) = P(n+1),
dann ist P(n) wahr fiir jedes n > ny. '

Es gibt noch ein Induktionsprinzip, das sogenannte starke Induktionsprinzip,
das so lautet

(Starkes Induktionsprinzip): Sei P(n) ein Préadikat, das von n € N abhéngt,
dann, wenn

(i) P(no) wahr ist, und
(ii) fir jedes n > ng, P(no), P(ng +1),...,P(n) wahr = P(n + 1) wahr,

haben wir, dass P(n) fiir jedes n > ny wahr ist.
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\ J

Der Unterschied ist, dass wir im Induktionsschritt annehmen miissen, dass die
Priadikate P(ng), ..., P(n) wahr sind, und nicht nur P(n). Das Induktionsprinzip
ist eigentlich dquivalent zum starken Induktionsprinzip, aber wir beweisen diese
Aquivalenz nicht. (Aber Sie konnen es versuchen!)

Im Folgenden werden wir das Wort “Folge” benutzen, die einfach eine Abbil-
dung a von N nach A ist, wobei A eine nicht leere Menge ist, und a,, := a(n). Selbst
wenn wir die Menge der reellen Zahlen R noch nicht definiert haben, da Sie schon
davon eine intuitive Idee haben, werden wir hier annehmen, dass A = R ist.

Beispiel 1.3.1

o (Summe der ersten n Folgenglieder einer arithmetischen Folge)
Die arithmetische Folge ist durch die rekursive Formel

ap = Qp_1 + d
definiert, also (warum?)
a,=ap+n-d wobei n €N, ag € R, deR.

Wir wollen zuerst eine explizite Formel fiir die Summe der ersten n + 1 Fol-
genglieder
ap, a1 =ap+d ...,a,=ag+nd

finden. Jetzt schreiben wir zwei Mal ihre Summe:

ao +(ap + d) +-- +(ag 4+ nd) +
(ap +nd) +(ag + (n —1)d) +-- +ay

und bemerken, dass die Summe der beiden Elemente in der Spalte immer
2ag + nd ist, und dass es genau n + 1 Spalten gibt El Dann koénnen wir
schliefen, dass die Summe der ersten (n + 1) Folgenglieder, die wir mit S(n)
bezeichnen, gegeben ist durch

S(n) = zn:(ao—l—z‘-d) - (”+1)(22a°+"d). (1.3.1)

Die Folge S :: N — R definiert hier oben wird arithmetische Reihe genannt.

Wir haben dann die Formel (1.3.1)) schon direkt bewiesen, aber wir mdchten sie
nochmal mit der Hilfe des Induktionsbeweises nachpriifen. (Bemerken Sie, dass

9Dieser Trick war Carl Friedrich Gauss bereits als Kind bekannt ... Tatsichlich soll ihm die
Aufgabe tbertragen worden sein, die Zahlen von 1 bis 100 zu addieren, und er antwortete in
kiirzester Zeit mit "5050"! (Warum?)
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die Induktion uns nicht hilft die Formel zu finden; wir konnen nur beweisen,
dass (1.3.1) fiir jedes n € N gilt.)

Es sei P(n) das Pradikat

n+1)(2ap + nd)
2

7

P(n):« S(n)= (

Um zu beweisen mit der Induktion, dass P(n) wahr fir jedes n € N ist, miissen
wir beweisen, dass

— P(0) wahr ist, und
— P(n) = P(n+1) fir alle n > 0.

13

(Induktionsanfang) Beginnen wir mit P(0), und bemerken dass P(0) : “ag =
aop 7 immer wahr ist.

(Induktionsschritt) Angenommen dass P(n) wahr ist (Induktionshypothese).
Wie kénnen wir diese Voraussetzung benutzen um zu beweisen, dass P(n +1)
wahr ist? (Namlich, dass die Formel fir n + 1 gilt?) Es geniigt zu

bemerken, dass

P(n) ist wahr

S(n+1)=S(n)+ a1 =5n)+a+ (n+1)d

_ (n+1)(2a0 + nd)  (n+2)(2a0 + (n+1)d)
= 5 +ag+(n+1l)d=---= 5 ;

und deshalb P(n + 1) wahr ist.

(Summe der ersten n Folgenglieder einer geometrischen Folge)
Gegeben g € R, g # 0, ist die geometrische Folge gegeben durch

n

=1 4", & ... ...

und wir wollen zuerst eine explizite Formel fiir die Summe der ersten n + 1
Folgenglieder finden. Dann sei es

Wir nennen die obige Folge S: N — R die geometrische Reihe. Wir kdnnen
leicht bemerken, dass falls ¢ = 1 diese Summe genau n + 1 ist; dieser Fall ist
nicht so interessant, also nehmen wir an, dass ¢ # 1.

Dann genitigt es zu bemerken, dass

S(n+1)=S(n)+ ¢, undauch, dass S(n+1) =¢S(n)+1
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Da wir angenommen haben, dass ¢ # 1, von den obigen Gleichheiten erhalten

wir, dass
n+1

1—¢q
S = -
=L
Wie in dem Fall der arithmetischen Reihe, kénnen wir die obige Gleichheit mit
der Hilfe des Induktionsbeweises beweisen. Dann definieren wir das Pradikat

1 — qn+1 .

l—q
Fir n =0, P(0) ist die Identitat 1 = 1, also wahr.
Angenommen P(n) ist wahr. Wir bemerken, dass

(1.3.2)

P(n):« S(n) =

1— n+2
+ qn+1 — q

I—gq 1—gq

n) ist wahr 1 — n+l
S(n+1):1+Q+"'+qn+1:S(n)—i—q”‘HP()it he L =g

)

also ist P(n + 1) auch wahr.

Ein “Gegenbeispiel”, oder genauer gesagt, ein Beispiel, wie der Induktionsbe-
wets richtig gemacht werden muss! (Und nicht wie unten...)

Nehmen wir an, dass die Vorlesung Analysis I so viele Studierende hat, wie
die Elemente von N (was fast wahr ist...). Wir wollen “beweisen”, dass das
folgende Pradikat

P(n): “n (beliebige) Studierende der Analysis I haben die gleiche Augenfarbe”

wahr ist, fiir alle n € N'\ {0} (es macht keinen Sinn fiir n = 0). Wir benutzen
den Induktionsbeweis, der vom starken Induktionsprinzip kommt. Also falls
wir beweisen, dass

— P(1) wahr ist, und dass
— angenommen P(1), P(2),..., P(n) wahr, dann ist P(n + 1) auch wahr,

mit dem starken Induktionsprinzip kénnen wir schliefien, dass P(n) fiir alle
n > 1 wahr ist.

Wir bemerken zuerst, dass P(1) wahr ist. Angenommen, dass P(1), P(2),...,
P(n—1), P(n) wahr sind. Wir miissen beweisen, dass P(n+ 1) folgt. Es seien
ai,...,0,41 1+ 1 beliebige Studierende. Wir teilen diese Gruppe in zwei Un-
tergruppen: die Studierenden aq, ..., a, und die Studierenden ao, ..., a,;1. Da
P(n) wahr ist, haben die Studierenden ay,...,a, dieselbe Augenfarbe. Gle-
iches gilt fiir as,...,a,. Aber, da P(n — 1) wahr ist, haben die Studierenden
as, ..., a, dieselbe Augenfarbe. Da diese Teilmenge von Studenten eine Teil-
menge von ay, . . ., a, und ag, . . . , a1 ist, konnen wir schliefen, dass ay, . .., ap11
dieselbe Augenfarbe haben. An dieser Stelle sollten Sie sehr verwirrt sein oder
den Fehler bereits gefunden haben ...

&
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1.4 Etwas Kombinatorik

In diesem Abschnitt stellen wir grundlegende kombinatorische Konzepte vor,
die uns in diesem und anderen Vorlesungen helfen werden, einfache, aber notwendige
Berechnungen durchzufithren.

Die Fragen, die wir beantworten mochten, sind beispielsweise folgende:

1. Unter der Annahme, dass jede Buchstabenfolge ein Wort mit voller Bedeutung
bildet, wie viele Worter konnen gebildet werden mit:

(a) drei verschiedenen Buchstaben (z.B.: abe, cba, abd, dcb, ...)?

(b) zwei identischen Buchstaben und einem anderen (z.B.: aab, bbe, cac, ...)?
2. Wie viele Anagramme gibt es vom Wort “Analyse”?
3. Wie viele natiirliche Zahlenlosungen gibt es fiir die Gleichung

1’1+1’2++1‘5:107

4. Gegeben eine Menge mit n € N Elementen, wie viele Teilmengen mit & Ele-
menten gibt es? Und was ist die Méachtigkeit der Potenzmenge von X7
5. Gegeben Mengen X und Y mit, bzw., n € N und k € N Elementen, wie viele:
(a) Funktionen f: X —Y gibt es?
(b) injektive Funktionen f: X — Y gibt es?

(c) surjektive Funktionen f: X — Y gibt es? :-)
(Und warum gibt es am Ende dieser Frage ein lachelndes Gesicht?)

(d) bijektive Funktionen f: X — X gibt es?

Um diese Fragen zu beantworten, beginnen wir mit einigen Definitionen.

Definition 1.4.1
Gegeben eine Menge X mit n Elementen, eine Permutation seiner Elemente
ist eine Anordnung der (aller) Elemente in einer bestimmten Reihenfolge.

Zum Beispiel, es sei X := {a, b, c}. Dann sind alle moglichen Permutationen gegeben
durch:
abe, ach, bac, bea, cab, cba .

Also sind die moglichen Permutationen einer Menge mit drei Elementen genau sechs.
Warum ist das so?

Fir den ersten Buchstaben steht uns frei a, b oder ¢ zu wahlen, also drei
Moglichkeiten:
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Nehmen wir an, dass wir schon den ersten Buchstaben gewéhlt haben, z.B. a.
Wie viele Moglichkeiten haben wir fiir den zweiten Buchstaben? Nur zwei, da der
zweite Buchstabe unterschiedlich vom ersten sein muss. Also, wir haben 6 = 3 - 2
Moglichkeiten

ab_, ac_, ba_, bc_, ,ca_, ,cb_.

Jetzt bemerken wir, dass falls man die ersten zwei Buchstaben schon gewéhlt hat,
man keine Freiheit hat den dritten Buchstaben zu wahlen, d.h. die Wahl des
dritten Buchstabens wird durch die ersten beiden bestimmt. Tatsachlich konnen wir
die obigen Worter nur auf eine Weise vervollsténdigen und schliellich die 6 = 3-2-1
Permutationen bekommen:

abc, ach, bac, bea, cab, cba .

An dieser Stelle sollte der Grund fiir die Einfiihrung der folgenden Definition klar
erscheinen.

Definition 1.4.2
(Fakultat) Gegeben n € N, definiert man 0! := 1, und n! (liest “n Fakultat”)
die nattirliche Zahl

nl'=n-n—1)-(n—2)-----1.

Also, induktiv, konnte man die Fakultit so definieren:
0l:=1 und nl:=n-(n-1)!
Zum Beispiel,

Ol=1, 1!=1, 20=2 31=6, 4 =24, 5 =120,...

Satz 1.4.1
Gegeben n € N,n > 1, die Permutationen von n verschiedenen Objekten sind
n!

Beweis: Der Beweis folgt genau dem vorherigen Beispiel. Es gibt genau n Moglichkeiten
zu bestimmen, welches Objekt wir auf dem ersten Platz haben. Sobald das erste
Objekt ausgewéhlt wurde, wird das zweite Objekt - das sich vom ersten unterschei-
den muss - aus einer Menge mit (n — 1) Elementen ausgewdhlt. Fir die ersten
beiden Auswahlmoglichkeiten haben wir also genau n - (n — 1) Moglichkeiten, und
so weiter. O

10das heifit



1.4. ETWAS KOMBINATORIK 41

Ubung 1.4.1
Fir Studenten, die “und so weiter” nicht mégen (und auch fir diejenigen, die es
mogen), beweisen Sie den obigen Satz durch Induktion. [ )

Wie viele Fragen von Seite [39| konnen Sie beantworten? Ich behaupte, dass Sie min-
destens zwei Fragen beantworten kénnen und wenn Sie nicht genau wissen, welche,
hier ist ein “Hinweis”:

Ubung 1.4.2
Beweisen Sie, dass Sie nachweisen konnen, wie viele bijektive Funktionen f: X — X
vorhanden sind, falls | X| = n, wobei n € N und n > 1.

Insbesondere beweisen Sie, dass, gegeben X wie oben, es eine Bijektion gibt
zwischen:

o der Menge aller moglichen Bijektionen von X nach X und

o der Menge aller moglichen Permutationen von {1,2,...n}.

)

Vertiefungen 1.4.1

Was bedeutet “zu zdhlen”? “Zéhlen” bedeutet, eine Bijektion zwischen einer
Menge, deren Elemente wir zidhlen mochten, und einer anderen Menge, deren Méchtigkeit
moglicherweise von einer Funktion von n € N abhéngt, zu finden. Das Auffinden
solcher Bijektionen kann jedoch eher nicht trivial sein.

Apropos, bitte lesen Sie den einleitenden Abschnitt 1.1 “How to count?” des

Buches von R. Stanley “Enumerative Combinatorics, Volume 17, das legal online
auf seiner Webseite ist. Bitte klicken Sie hier! O

Definition 1.4.3

Gegeben eine Menge X mit n Elementen, eine Variation ohne Wiederholung
von n Objekten zur Klasse k ist eine Anordnung von & Elementen in X in
einer bestimmen Reihenfolge.

Zum Beispiel, gegeben X = {1, 2, 3,4}, sind die folgenden Variationen (ohne Wieder-
holung) von 4 Objekten zur Klasse 2:

12, 13, .14, 23, 24...

Im Allgemeinen, gegeben X mit |X| =n > 0, ist eine Variation ohne Wiederholung
von n Objekten zur Klasse k gegeben durch

1Ty ... & wobei z; € X und x; # x;, furalle¢, 7 =1,... k.

Nattrlich hat das obige Konzept nur Sinn, wenn k < n; auflerdem, fir k = n
erhalten wir genau die Permutationen, die wir schon definiert haben.
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Satz 1.4.2
Gegebenn € NNn > 1 und k € N, mit 1 < k < n, die Anzahl der Variationen
ohne Wiederholung von n Objekten zur Klasse k ist

Beweis: Der Beweis ahnelt dem von Satz[L.4.1} Fiir das erste Element haben wir n
Moglichkeiten; Sobald das erste Element ausgewahlt wurde, konnen wir das zweite
Element unter den verbleibenden (n — 1) Elementen auswéhlen und so weiter, bis
wir das Element der Stelle k erreichen, fiir das es (n — (k — 1)) Moglichkeiten gibt.
Dann ist die Anzahl der Variationen ohne Wiederholung von n Objekten zur Klasse

n! )
(n— k:)! ist. O

k genau n(n —1)----- (n—k+1), die gleich

Ubung 1.4.3

Es seien X und Y endliche Mengen, mit |X| = k und |Y| = n. Unter welchen
Bedingungen auf k und n gibt es eine injektive Funktion von X nach Y7 Beschreiben
Sie eine Bijektion zwischen:

o der Menge aller injektiven Funktionen von X nach Y, und
o der Menge der Variationen ohne Wiederholung von n Objekten zur Klasse k,
und beantworten Sie Frage 5(b) auf Seite [39] [ )

Definieren wir nun die Permutationen mit Wiederholung. Beginnen wir
mit einem Beispiel: Betrachten wir das folgende “Wort” aaabb. Dies ist eine Reihen-
folge von 2 Buchstaben an 5 Stellen, wobei die Buchstaben an der ersten, zweiten
und dritten Stelle nicht unterscheidbar sind, ebenso wie die Buchstaben an der
vierten und fiinften Stelle. Daher wird eine Permutation mit Wiederholung durch
die folgenden Daten bestimmt (und definiert):

Unterscheidbare Elemente xq,...,x, die eine Anordnung von n Elementen
bilden, wobei z; fiir ni-mal, 2o fir no-mal,. . ., x; fiir ng-mal wiederholt wird. Also
muss es insbesondere n; + ... + n; = n sein.

Zum Beispiel ist im Wort aaabb, x1 = a, x9 = b, ny = 3 und ny, = 2. Wie viele
Permutationen mit Wiederholung mit denselben Daten gibt es? In diesem Beispiel
sind es 10, und zwar

aaabb, aabab, aabba, abaab, ababa, abbaa, baaab, baaba, babaa, bbaaa.

Warum 107 Wir kénnen so argumentieren: Lassen Sie uns zunéichst so tun, als ob die
drei a alle unterscheidbar wéren, und die zwei b auch, d.h. aaabb durch aiasasbiby
ersetzen. Wir wissen schon, dass die Permutationen (ohne Wiederholung!) dieser
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Elemente genau 5! = 120 sind. Aber jetzt erinnern wir uns, dass in Wirklichkeit a; =
ay = az = a. Alle Permutationen vom Typ ajasasb by, asaiazbibs, ajazasbibs,
(also, an den letzten beiden Stellen steht immer das “Wort” b;by) ergeben also die
gleiche Permutation mit Wiederholung aaab;bs. Wie viele sind es? Genau 3! =
6. Sobald die verschiedenen a identifiziert wurden, kénnen wir fortfahren und die
verschiedenen b identifizieren, also by = by = b. Dann werden die Permutationen (mit
Wiederholung) aaabibs und aaabsb; die gleiche Permutation (mit Wiederholung)
aaabb geben. Wie viele solche Permutationen (aaab;bs und aaabsb,) gibt? Genau
2! = 2. Dieses Beispiel sollte ausreichen, um den Beweis der folgenden Aussage zu
verstehen:

Satz 1.4.3
Sei x1, ..., xy verschiedene Elemente, die eine Permutation mit Wiederholung
bilden, wobei xq fir ni-mal, xo fiir no-mal,. ..,z fiir ng-mal wiederholt wird;

sein =mny—+---+ng. Dann ist die Anzahl der Permutationen mit Wiederholung

dieser Elemente genau
|
n:

Ubung 1.4.4
Beweisen Sie Satz[1.4.3] 'y

Definition 1.4.4
Es seien n, k € N, wobei k < n. Dann ist der
Binomialkoeffizient (Z) (liest “n iiber k7, oder “k aus n”) definiert als

) =mor

Im Allgemeinen, gegeben ni,ns,...,n, € N und n = ny + --- + ng, ist der
Multimonialkoeffizient definiert als

n . n!
Ny, ..., N ny!-onyg!

Jetzt konnen Sie die Fragen 1(b) und 2 auf Seite |39| leicht beantworten. Ich be-
haupte, dass wir auch die Fragen 3 und 4 beantworten kénnen, aber um dies zu
sehen, miissen wir ein wenig arbeiten, um dieses Problem in ein Problem zu iiber-
setzen, das wir 16sen konnen (siehe “Fragen und Vertiefungen ’).

Betrachten wir zuerst Frage 3: Wie viele natiirliche Zahlenlosungen gibt es fiir
die Gleichung
1+ 29+ -+ x5 =107
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Ein Beispiel dieser Losung ist (x3zox3x425) = (32113), die unterschiedlich ist
von (1 xex3xyws) = (23113), oder (zq x2x32425) = (03241). Wir kénnen diese
Losungen mit einer Folge von 2 verschiedenen Elementen darstellen, einem weiflen
und einem schwarzen Kreis, wie folgt: die Losung (21 z9 2324 25) = (32113) wird
mit der Reihe

000000000000 OOGS

Die Gesamtzahl der schwarzen Kreise betragt also 10, und diese werden durch die
4 (= 5-1) weilen Kreise in 5 "Gruppen' (die Anzahl der Variablen) unterteilt. Als
zweites Beispiel (1 2 x3x425) = (0324 1) haben wir

(o N N NON N NoN N N N NoN J
Uberzeugen Sie sich jetzt davon: Es gibt eine Bijektion zwischen der Menge
{(.1'1, X2, T3, T4, £U5) ENXNXx--- XN’$1+$2++$5:10}

und der Anordnungen mit 10 schwarzen Kreisen, und 4 (= Anzahl der Variablen
—1) weilen Kreisen. Es ist jetzt einfach zu sehen, dass die Anzahl der Losungen

(10+4)! (14
10014 \10

ist.
Im Allgemeinen haben wir die folgende

Proposition 1.4.4
Die Anzahl der Lisungen natirlicher Zahlen der Gleichung

x1+x2+-'-+xk:n7
oder, mit anderen Worten, die Mdchtigkeit der Menge

{(x1, xay ..., 2p) ENXNX -« XN|xy+z9+ -+ 21 =n},

n+k—1
n
Zu diesem Zeitpunkt sollte der allgemeine Beweis fiir diese Aussage klar sein.
Wenn dies nicht der Fall ist, fithren Sie die folgende Ubung aus

ist gegeben durch

Ubung 1.4.5
Beweisen Sie Proposition [ )
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Beantworten wir nun die wichtige Frage Nummer 4 auf
Gegeben eine Menge X mit | X| = n € N, wie viele Teilmengen mit k Elementen
gibt es? Und was ist die Mdchtigkeit der Potenzmenge von X ?

Wie zuvor miissen wir dieses Problem iibersetzen und eine explizite Bijektion zwi-
schen der Menge von Teilmengen der Machtigkeit & und einer Menge geben, von
der wir wissen, wie man die Méchtigkeit berechnen kann. Um die Elemente der
Teilmenge zu identifizieren, konnen wir dies tun: Wir ordnen dem Element von X
einen schwarzen Kreis zu, wenn dies ein Element von Y ist, und einen weilen Kreis,
wenn das Element von X nicht in Y ist.

Lassen Sie uns zunéchst diese Strategie anhand eines Beispiels erlautern. Es
sei X = {a,b,c,d}, und es sei Y C X eine Teilmenge. Fir Y = {a, b}, haben wir

{a, b}

® ®© O O

Ebenso haben wir

0 {a} {c} {a,b, ¢}

O O O O ® O O O o O e O e o o O

Dann, im Allgemeinen, kénnen wir eine Teilmenge Y von X = {z,29,...,2,}
(also |X| = n) mit einer Reihe von n Kreisen (wobei der erste Kreis dem Element
xy entspricht, der zweite Kreis dem Element x5, usw. ) mit der folgenden Regel
identifizieren: Wenn z; zu Y gehort, dann ist der Kreis schwarz, sonst weif, fiir jedes
i =1,...,n. Wir sollten davon iiberzeugt werden, oder —besser— genau beweisen,
dass diese Zuordnung eine Bijektion zwischen der Potenzmenge P(X) von X und
der Menge R aller Reihen mit n Kreisen, entweder schwarz oder weif}, ist. Was ist
dann |P(X)| = |R|? Wir bemerken, dass wir fiir das erste Element der Reihe zwei
Moglichkeiten (schwarz oder weif}) haben, fiir das zweite noch zwei, fiir das dritte
noch zwei.... Also, da die Reihen in R aus n Elementen bestehen, ist die Méchtigkeit
von R genau 2".

Satz 1.4.5
Es sei X eine Menge mit n Elementen. Dann:

(a) die Mdachtigkeit der Potenzmenge P(X) ist gegeben durch 2";

(b) die Anzahl der Teilmengen von X mit k Elementen ist (Z) fiir k <n und
Null fiir k > n.

Ubung 1.4.6
Beweisen Sie Satzm (Das obige Argument beweist fast die gesamte Behauptung
in (a), und Sie haben alle Elemente, um (b) zu beweisen.) [ )
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Der letzte Satz dieses Kapitels ist sehr wichtig und gibt uns eine Formel, um
die Koeffizienten des Polynoms (a+b)" zu finden. Wir erkléren sie zuerst mit einem
Beispiel.

Nehmen wir an, dass wir das Polynom (a + b)* explizit berechnen méchten.
Wir erwarten ein Polynom des Typs:

4
Z apa®b k.
k=0

(Warum?) Die Frage ist: was sind die Koeffizienten «? Wir schreiben (a + b)* als

(aqy + b)) - (a@) + b)) - (a@) + b)) - (a@ + bay)

Die Indizes in Klammern geben nur an, zu welchem Faktor a und b gehéren. Also ist
auf jeden Fall a;) = a fiir jedes 7 = 1,...,4, und ahnlich fiir b. Wie viele Faktoren
der Gestalt a?b? haben wir dann? Wir erhalten:

ama)bebuay, amaEbebu), amawbebe), a@aEbaba), a@)awbnbe),  a@awbabe)

Bemerken Sie, dass: die Indizes von den a bestimmen die von den b, und dass die
Mengen (nicht Anordnungen, warum?) der Indizes der a bestimmen den zugehérigen
Faktor. Mit anderen Worten haben wir, dass (lesen Sie hier “4»” als “wird bestimmt
durch”)

amaebebe < {12} anaebebe < {1,3} amaewbebe) < {1,4}...

(und wird a(1ya)be)buy nicht durch die Anordnung (123 4) bestimmt, warum?)
Dann, da a¢) = a und by = b fir alle s = 1,...,4, Satz (b) impliziert, dass
der Koeffizient von a?b? genau (;1) = 6 ist. Im Allgemeinen haben wir

Satz 1.4.6
(Binomischer Lehrsatz) Als Polynome in a und b, fir alle n € N ist

wrop = (Do

k=0

Fragen 1.4.1

Da die obige Gleichheit als Polynom in a und b gilt, gilt sie fiir alle Werte von a und
b. Erhalten Sie neue Eigenschaften der Binomialkoeffizienten fiir besondere Werte
von a und b? Zum Beispiel, was erhalten Sie, fir a =1 und b = 1?7 Und flir a = 1

und b = —17 Fir andere Werte? Q

Ubung 1.4.7 (i) Beweisen Sie rigoros und direkt (also, ohne Induktion) Satz
(Sie miissen insbesondere alle “Warum?” hier oben erklaren, und die Argu-
mentation verallgemeinern).



1.4. ETWAS KOMBINATORIK 47

(ii) Finden und beweisen Sie eine Formel fir (x; + --- + )", fir alle h,n € N.

[ )

Ubung 1.4.8
Vergessen wir fir einen Moment die Definition des Binomials (Z), die wir in

Definition |1.4.4| gegeben haben, und definieren das Symbol (Z) als die Anzahl der

Teilmengen von X der Machtigkeit k, wobei |X| = n. (Glicklicherweise macht
diese neue Definition dank des Theorems Sinn). Mit dieser neuen Definition
(und nicht mit der expliziten Formel fiir das Binomial!!) Beweisen Sie die folgenden
Eigenschaften: Es seien k,n € N, dann

(i) fur alle k <mn, (Z) = (n ﬁ k>;

k k—1
Addition in Abschnitt )

(iii) far k& > 1 ist (n—i— 1> = n) + ( " ) (Denken Sie an die Definition der

k=0
[ )
Ubung 1.4.9
Verwenden Sie die explizite Definition des Binomials (Definition [1.4.4)), um die
Eigenschaften (i),(ii), (iii) und (iv) der vorherigen Ubung zu beweisen. [ )
Ubung 1.4.10
Wiederholen Sie Ubung mit Induktionsbeweisen. [

Bemerkung 1.4.1

Welches bevorzugen Sie zwischen Ubung|1.4.8{und [1.4.97 (Vorausgesetzt, es gibt
einen Favoriten ...) Ich personlich wiirde Ubung M vorziehen. Meiner Meinung
nach sollte ein Beweis der Aussage eine Bedeutung verleihen und die Formeln in
(i) — (iv) in Beziehung setzen, um Eigenschaften festzulegen. Er verdeutlicht den
Grund viel mehr als einen Induktionsbeweis. Ich wirde sagen, dass die Beweise in
Ubung (vorausgesetzt, sie sind korrekt :-) ) “eleganter” sind und Sie sich mit
Formeln und Berichten nicht “die Hinde schmutzig machen” (obwohl, irgendwann in
Threm mathematischen Leben, miissen Sie sich mit langen, langen Konten die Hénde
schmutzig machen, in denen am Ende immer ein falsches “+” oder “—” Zeichen steht

). &
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Ubung 1.4.11

Wenn es immer noch nicht “klar” war, muss Mathematik Spafl machen! Viel Spafl
beim Verstehen, was Pascalsches Dreieck ist und welche Eigenschaften es hat (z.B.
hier), und wenn Sie wirklich tibertreiben mochten, auch was das |Sierpinski-Dreieck

ist. [ )
..und Frage 5 (¢)? :-)

Ubung 1.4.12
In dieser Ubung werden wir Frage 5 (c) beantworten. (Das ist wahrscheinlich die
schwerste Frage auf Seite )

Wir definieren zuerst das folgende Konzept: Die Stirling-Zahl zweiter Art
S(n, k) gibt die Anzahl der Partitionen mit k& Elementen einer Menge mit n Ele-
menten Im vorherigen Beispiel, ist P = {{a},{b,c}} eine Partition von X mit
zwei Elementen, und S(3,2) ist drei, weil die Partitionen von X mit zwei Elementen

sind
{{a}. {0, ct}, {{o}.{a,ct}, {{c}. {a b}}.

(Bemerken Sie, dass S(n, k) unabhéingig ist, von der gewdhlten Menge X mit n
Elementen...d.h., S(n, k) hiangt nur von n und k ab.)

Im Folgenden nehmen wir an, dass k,n € N, £ > 0 und n > 0.

Beweisen Sie direkt (also, ohne Induktion), dass

...und endlich... die Anzahl aller surjektiven Funktionen f: X — Y, wobei
|X| =nund |Y| =k, gegeben ist durch k! S(n, k).

[ )

s gibt eine direkte Formel, um diese Zahlen zu berechnen, aber wir werden sie nicht einfiihren,
da sie kompliziert ist und nicht zum Verstédndnis ihrer Eigenschaften beitrdgt. (Siehe auch
Bemerkung wo jedoch in diesem Fall die direkte Definition der Binomialkoeffizienten
einfacher ist).
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1.5 Die ganzen und rationalen Zahlen

1.56.1 Die Menge der ganzen Zahlen Z

In diesem Abschnitt werden wir die Menge der natiirlichen Zahlen erweitern.
Diese Erweiterung ergibt sich aus der Notwendigkeit, eine grofiere Anzahl von Glei-
chungen zu l6sen. Beispielsweise hat die Gleichung a + x = b, wobei a,b € N, eine
Losung x € N, nur wenn a < b, da die Differenz b — a definiert ist, nur wenn a < b.
Eine erste Idee, um die Menge der ganzen Zahlen einzufithren, besteht darin, ihre
Elemente als formale Differenz von Elementen von N zu identifizieren. Zum Beispiel,
das Element “ — 3” kénnte als 1 — 4 definiert werden, oder 2 — 5, oder 3 —6... Diese
“Definition” stellt sofort ein Problem dar: Wie zu sehen ist, gibt es unendlich viele
Zahlenpaare, deren “formale Differenz” dieselbe Zahl darstellt. Dartiber hinaus ist
fir Paare n — m, mit n < m, das Symbol der Differenz — nur formal und schafft
Verwirrung. Um diese beiden Probleme auf einmal zu 16sen, fithren wir die folgende
Konstruktion ein. Es sei R die folgende Relation auf N x N:

((n,m),(n’,m")) eR:<= n+m'=m+n

(anstatt zu sagen, dass n —m = n/ —m/!). Es ist nicht zu schwer zu beweisen"’]
, dass R eine Aquivalenzrelation ist (siche Definition . Dann um zu sagen,
dass alle Paare (1,4), (2,5), (3,6)... dieselbe Zahl “darstellen”, verwenden wir den
folgenden “Trick”:

Definition 1.5.1
Die Menge Z der ganzen Zahlen ist definiert als (N x N)/R, die Menge der
Aquivalenz-klassen von R.

Da R eine Aquivalenzrelation ist, im Folgenden, falls ((n,m), (n/,m')) € R, wir
schreiben (n,m) =~ (n/,m’).

In dieser Quotientenmenge mochten wir die tiblichen Operationen von Addition
und Produkt einfiihren. Wieso? Versuchen wir, die folgende Definition zu geben:

[(m, n)] + [(m',n")] := [(m + m',n+n)]

[(m,n)] - [(m/,n")] :=[(m-m' +n-n'n-m +m-n)]

(Warum sind die Addition und Multiplikation so definiert?) Bemerken Sie, dass
die Operationen + und - auf der linken Seite sind genau was wir definieren wollen,
und auf der rechten Seite wurden sie schon in Abschnitt definiert. Was ist
ein mogliches Problem? Das Problem ist, dass wir Elemente der Aquivalenzklasse

12Bemerken Sie, dass um die Transitivitit zu beweisen, man zuerst nachpriifen muss, dass a +b =
a +b = a=d, fir alle a,a’,b € N. Diese “Kiirzbarkeit” gilt auf N, aber man sollte sie
rigoros beweisen...
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ausgewdhit haben, um die Summen- und Produktoperation zu definieren, aber diese
Operationen —die auf den *Aquivalenzklassen*® definiert sind- sollten unabhdngig
von den gewihlten Elementen sein (da es kein “besonderes Element” in einer Aquiv-
alenzklasse gibt), oder, mit anderen Worten:

Ubung 1.5.1
Es seien (mq,n1) = (ma,ny) und (m},n}) ~ (mh,ns). Dann fur alle m;, n;, m}, n} €
N, 7=1,2, sind

« (m1+my,n+ny) & (mo +mj, ng + ny), und
! ! !/ / ~ / ! ! !/
o (my-mi+mny-nl,ng-mi+mq-nl) & (mg-mh+ng - nb, ng - mh + msa - ).

Uberzeugen Sie sich selbst, dass diese beiden Eigenschaften fiir die Definition von
Summe und Produkt auf der Quotientenmenge notwendig sind. [ )

Wir fithren eine haufigere Notation von ganzen Zahlen ein. Zuerst beobachtenlE
wir Folgendes:

o Falls m > n ist (m,n) dquivalent zu (m —n,0);
o falls m < n ist (m,n) dquivalent zu (0,n — m);
o falls m = n ist (m, m) dquivalent zu (0, 0).
Dann gibt es fiir jedes Element (m,n) ein dquivalentes Element der Gestalt
e (m/,0) mit m’ > 0, oder
e (0,n') mit n’ > 0, oder
» (0,0),
und alle (disjunkte) Aquivalenzklassen sind der Gestalt
e [(m',0)] mit m’ > 0,
e [(0,n))] mit n’ > 0, oder

« [(0,0)]

Im ersten Fall bezeichnen wir die “Zahl” [(m’, 0)] mit +m/, im zweiten Fall bezeich-
nen wir [(0,n')] mit —n’, und im dritten Fall mit 0. Mit dieser Notation kénnen wir
die natiirlichen Zahlen mit einer Teilmenge der ganzen Zahlen identifizieren. Um
das zu erreichen, brauchen wir eine injektive Funktion ¢: N — Z, die in diesem Fall
als Inklusion betrachtet wird. Diese Funktion ist durch «(n) = [(n,0)] gegeben, und
im Folgenden werden wir N mit ¢(N) identifizieren.

Wir sind bereit, Folgendes zu beweisen:

BWarum ist es so?
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Lemma 1.5.1
Die Menge 7, zusammen mit der Addition +, erfillen folgende Eigenschaften:

(i) Die Addition ist associativ.
(i’) Sie ist kommutativ.

(ii) Sie hat ein neutrales Element, namlich das Element 0, das 0+n=n+0=n
fir alle n € Z erfillt (hier konnte n auch —m bezeichnen, wobei m € N).

(iii) Fir jedes n € 7, gibt es ein Element m € Z, das das inverse Element von n
genannt wird und bezeichnet mit —n, sodass n + (—n) = 0.

Beweis: Eigenschaften (i) und (i’) kommen aus der Assoziativitat und Kommutativi-
tiat der Addition auf N, und die Details bleiben als leichte Ubungsaufgabe dem Leser
iiberlassen. Die Uberpriifung von (ii) ist ebenfalls einfach und ergibt sich aus der
Tatsache, dass 0 auch ein neutrales Element der Addition in N ist (warum?). In der
Tat, falls n € N, dann

0+n=1[0,0)]+[(n,0)]=[0+n,0+0)] =][n0)]=n

(wobei in der dritten Gleichheit benutzt wird, dass 0 das neutrale Element fiir die
Addition in N ist). Dariiber hinaus,

0+ (—n)=1[(0,0)] 4+ [(0,n)] = [(0+ 0,04+ n)] =[(0,n)] = —n.
Schlielich fir (iii), falls n € N, haben wir
n+ (=n) = [(n,0)] +[(0,n)] = [(n,n)] = [(0,0)] =0,

also ist das inverse Element von n genau —n. Dies beweist auch, dass das inverse
Element von —n genau n ist. 0

Bemerkung 1.5.1
Wir bemerken, dass N, zusammen mit der Addition +, Eigenschaften (i) und (ii) in
Lemma erfiillt. Eine Menge, mit einer assoziativen zweistelligen Verkniipfung,
die aus einem neutralen Element besteht, heifit monoid. Falls die Verkniipfung
auch kommutativ ist, dann heiffit die Menge, zusammen mit der Verkniipfung, ein
kommutatives Monoid. Dann ist (N, +) ein kommutatives Monoid.

Der Grund, warum wir N erweitern wollten, ist, dass aufler 0 kein Element von
N eine Inverse hat. Die Existenz einer Inverse erlaubt uns die Gleichung

at+zxz=">

in x zu losen, fur alle a,b € Z, d.h., dass fir alle a,b € Z, die Lésung der obigen
Gleichung b + (—a) € Z ist. (Warum?) O

Im Folgenden bezeichnen wir n + (—m) einfach mit n — m, fir alle n,m € Z
(und bitte, gehen Sie zuriick zur Ubung|1.1.4).
Die néchste Definition ist von grundlegender Bedeutung.
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Definition 1.5.2
Es sei G eine Menge und *: G x G — G eine zweistellige Verkniipfung. Dann
ist das Paar (G, %) eine Gruppe, falls

(1) * assoziativ ist;

(2) es ein Element e € G gibt, das neutrales Element genannt wird, das
erfiillt
exg=gx*xe=g furallegeG;

(3) jedes Element g € G ein inverses Element besitzt, das mit g~! bezeich-
net wird, ndmlich ein Element, fir das gilt

gxg =g lxg=ce.

Falls die Verkniipfung kommutativ ist, dann wird (G, *) kommutative Gruppe
genannt.

Wir konnen Lemma einfach so umformulieren:

Lemma 1.5.2
(Z,+) ist eine kommutative Gruppe.

Vertiefungen 1.5.1

Dann, im obigen Prozess, haben wir ein kommutatives Monoid (in diesem Fall
(N, +), siche Bemerkung zu einer kommutativen Gruppe (in diesem Fall
(Z,+)) “befordert”. Dieser Prozess ist in der Mathematik gut bekannt, und die
von einem Monoid erzeugte Gruppe heifit Grothendieck-Gruppe. A

Ubung 1.5.2

Zu Beginn von Abschnitt[1.2.2Jhaben wir eine Menge mit zwei Elementen definiert,
{G,U}, die wir mit Z, jetzt bezeichnen (der Name wird in anderen Vorlesungen
erklart). Dazu haben wir eine Summe + auf Z, definiert. Beweisen Sie, dass (Zs, +)
eine Gruppe ist. [

Ubung 1.5.3
Sind die folgenden Gruppen?

-)
Zv _)

N,

(
(
(N,-)
(

Z,-)
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 (Z\{0},")
[ )

Bemerkung 1.5.2

Die Assoziativitat der Verkniipfung erlaubt uns ein endliches Produkt g % go*- - - % g
zu definieren, da —unabhéangig davon, wie wir die Klammern verwenden— ist das
Ergebnis dasselbe. &

Vorlesung 4 -

Die Eigenschaften (1) (2) und (3) in Deﬁnitionm (und nicht die spezifische
Definition der Verkniipfung *) implizieren Folgendes:

Lemma 1.5.3
In einer Gruppe (G,*) sind das neutrale Element und das inverse Element eines
Gruppenelements eindeutig bestimmt.

Beweis: Beweisen wir zuerst, dass das neutrale Element eindeutig bestimmt ist.
Nehmen wir an, dass es zwei neutrale Elemente gibt: e; und e;. Dann

e Da ey ein neutrales Element ist, haben wir e; * es = e5;
o auf der anderen Seite, da es ein neutrales Element ist, haben wir e; x e; = e1.

Von den zwei Gleichheiten erhalten wir, dass e; = ey muss. Wir bezeichnen das
einzige neutrale Element durch e.
Es sei jetzt g € G, und g1, g2 zwei inverse Elemente von g. Dann

91291*6291*(9*92)2(91*9)*9226*92:92’

wobei: die erste Gleichheit folgt aus der Tatsache, dass e das neutrale Element ist;
die zweite aus der Tatsache, dass g, eine Inverse von g ist; die dritte aus Assoziativi-
tat; die vierte gilt, weil g; eine Inverse von g ist, und die letzte gilt, weil nochmal e
das neutrale Element ist. Ol

Hier listen wir andere wichtige Eigenschaften auf, die sich direkt aus der Grup-
pendefinition ergeben.

Lemma 1.5.4
Es sei (G, *) eine Gruppe. Dann
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1. Fir jede a,b € G, hat die Gleichung
a*xxr =20
die eindeutige Losung x = a~ ' * b;
2. Fir jedes a € G ist (a™')™' = a;
3. Fiir jede a,b € G, ist (a*b)" ' =b"1xa™l;
4. Das inverse Element des neutralen Element e ist e.

Beweis: 1. Da jedes Element a ein inverses Element hat, aus a * x = b erhalten
wir, dass a=! % a x x = a~! x b, und die linke Seite ist genau z (hier haben wir
keine Klammern fiir die Verkniipfung benutzt, da sie assoziativ ist).

2. Um zu beweisen, dass (a=!)~! = a, es geniigt die folgende Gleichheit fiir einige
Sekunden zu beobachten: a*a™! = a~'xa = e, und Lemma/|1.5.3|zu benutzen.

3. Wir bemerken, dass axbxb ' xa ' =axexa! =ax*a"! = e, und dhnlich
b lsxatsxaxb=---=ec. (Kleine Ubung: Begriinden Sie die verwendeten
Gleichheiten und ergénzen die Punkte).

4. Nochmal, es geniigt die folgende Gleichheit fiir einige Sekunden zu beobachten:

ex e =e (und Lemma zu benutzen).
Ll

Bitte benutzen Sie Ubung|1.3.5| um die folgende Ubung zu lésen:

Ubung 1.5.4 « Beweisen Sie, dass in Z die Multiplikation distributiv iiber die

Addition ist (siehe Definition [1.1.1), d.h.

m-(n+p)=(m-n)+ (m-p), firalle m,n,peZ.

Beweisen Sie, dass 1-n=n-1=nund dass0-n=n-0=0, fir alle n € Z.

[ )

Wie schlieen diesen Abschnitt mit der Bemerkung, dass auf Z eine totale

Ordnung gibt (siehe Definition [1.2.10)):

Wir sagen, dass

[(m,n)] <[(m/,n)] wenn m+n' <n+m' firalle m,n,m' n €N,

Ubung 1.5.5
Warum ist die Ordnung so definiert? [
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1.5.2 Die Menge der rationalen Zahlen QQ

Die Einfiithrung der Menge von ganzen Zahlen hat es uns ermoglicht, alle Glei-
chungen vom Typ a+x = b zu l6sen. Fiir die Gleichungen, die das Produkt betreffen,
stehen wir jedoch vor dem gleichen Problem: Wir kénnen nicht alle Gleichungen
vom Typ a-x = b l6sen, d.h. wenn a und b in Z gegeben sind, existiert z in Z nicht
immer so, dass a - x = b. Wie zuvor kann dieses Problem gel6¢st werden, indem der
numerische Satz, mit dem man arbeitet, erweitert wird.

Der Prozess folgt der Idee, die wir zuvor verwendet haben. Wir mochten
rationale Zahlen als “Quotienten” von ganzen Zahlen definieren. Wir gehen also
von den Paaren von ganzen Zahlen (p,q) aus, wobei p € Z und ¢ € Z \ {0} =: Zy,
wobei zu berticksichtigen ist, dass —wenn p/q = p’/q¢'~ dann das Paar (p, ¢) mit (p/, ¢')
identifiziert werden muss. Wir koénnen jedoch nicht p/q = p'/q’ schreiben, da die
Division zwischen ganzen Zahlen nicht definiert wurde. Eine dquivalente Bedingung
dazu ist jedoch, dass p-¢' = ¢q-p’, eine Bedingung, die jetzt Sinn macht. Also haben
wir dies formal getan:

o Wir haben mit der Menge Z x Zy begonnen
« Wir haben eine Aquivalenzrelation R auf Z x Zg eingefiihrt, in der

pa)=@.¢):<= p-d=qp.

Definition 1.5.3
Die Menge der rationalen Zahlen ist die Quotientenmenge (Z x Zg)/R und
wird mit Q bezeichnet.

Wir werden die Aquivalenzklasse von (p,q) mit [(p, q)] bezeichnen, oder einfacher

mit 2. Wie zuvor, definieren wir die Operationen der Addition und Multiplikation

aus denen von Z. Namlich:

p P pd+p-q
7+7/'_f
¢ q q-q
pov _py

q ¢ q-q¢

Machen diese Definitionen Sinn?

Ubung 1.5.6
Beweisen Sie, dass gegeben (pr, 1) & (ps, ¢2) und (p}, ;) =~ (ph, ¢4), man hat

(;dy + Piar, 1dh) = (p2dh + Pz, 42q5) und  (piph, 1dh) = (Papsy, 4245)

Uberzeugen Sie sich selbst, dass diese beiden Eigenschaften fiir die Definition von
Addition und Multiplikation auf der Quotientenmenge @ notwendig sind. '
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Um zu sehen, dass Q eine Erweiterung von Z ist, miissen wir eine injektive
Funktio t: Z — Q finden, die wir als Inklusion von Z in Q betrachten werden.
Die offensichtlichste Funktion ist ¢(n) = [(n, 1)] fiir alle n € Z.

Im Folgenden werden wir durch 0 die rationale Zahl [(0, p)] bezeichnen (be-
merken Sie, dass [(0,p)] = [(0, q)], fiir alle p, g € Zy; warum?) und durch 1 die Zahl
[(1,1)]. Der folgende Satz ist sehr wichtig, um die allgemeine Struktur von Q zu
erklaren.

Satz 1.5.5
Es sei (Q,+,-) die Menge der rationalen Zahlen, mit den Operationen von
Addition und Multiplikation. Dann

(i) (Q,+) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0;
(ii) (Q\ {0},-) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 1;

(iii) Die Multiplikation - ist distributiv iber der Addition +, d.h., dass

a-(b+c)=(a-b)+(a-c), firalle a,b,ceQ.

Das inverse Element von a € Q beziiglich der Addition wird durch —a bezeichnet,
und das inverse von a € Q \ {0} beziiglich der Multiplikation durch a™'.

Ubung 1.5.7
Beweisen Sie Satz m Bemerken Sie, dass diese Eigenschaften aus den dhnlichen

Eigenschaften auf Z kommen (siehe insbesondere Ubung|1.5.4), und aus der Defini-
tion der Operationen auf Q. [

Warum haben wir gesagt, dass “nur” (Q \ {0}, ) eine Gruppe ist, und nicht

Ubung 1.5.8
Welche der folgenden sind Gruppen?

« (Q,-) (Was ist 0 - q, fir ein beliebiges a € Q?)
Q@ -)

- (@)
@\ {0}

Das ist nicht ganz richtig; Es reicht nicht aus, eine injektive Funktion zu finden. Wir miissen
eine Funktion finden, die die gerade definierten Additions- und Multiplikationsoperationen
“bewahrt”, d.h.: eine ¢: Z — Q, mit ¢(m) % t(n) = ¢(m % n), wobei x die Addition oder die
Multiplikation ist.
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[ )

SchlieBlich konnen wir eine totale Ordnung auf Q@ definieren. Wir sagen, dass

[(p,9)] <[(¥',¢)] wenn (pg' —p'q)-(q¢¢) <0.

Ubung 1.5.9
Warum ist die Ordnung so definiert? [

1.6 Zusitzliche Ubungen

Ubung 1.6.1
Verneinen Sie die Aussagen von Beispiel 1.1.1. [

Ubung 1.6.2
Verneinen Sie die nachfolgenden Aussagen:

Alle Wege fiihren nach Rom.

(a)
(b) Wenn die Katze fort ist, tanzen die Mduse auf dem Tisch.
) In jeder Kiiche gibt es zerbrochene Topfe.

)

Alle denken nur dariber nach, wie man die Menschheit andern kénnte, doch
niemand denkt daran, sich selbst zu dandern.

(e) Es gibt mindestens eine gerade Zahl, die grofier als 2 ist und sich nicht als
Summer zweier Primzahlen schreiben ldsst.

(f) Zu jedem Punkt P auferhalb einer Geraden g gibt es hochstens eine Gerade
h, die durch P geht und zu g parallel ist.

[ )

Ubung 1.6.3
Wir iiben Beweis durch Widerspruch mit den folgenden Rétseln. Auf der Logikinsel
gibt es zwei Arten von Menschen, und diese lassen sich in zwei Gruppen einteilen:

Ritter: Sagen immer die Wahrheit.
Schurken: Liigen immer.

Jeder der Inselbewohner gehort genau einer dieser Gruppen an. Wenn man
nun herausfinden méchte, welchem Typ ein Inselbewohner angehért, so st6ft man
auf Logikratsel.
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(a) Wir sind nun auf der Logikinsel zu Besuch und treffen zwei Inselbewohner A
und B.

A sagt: “ Wir gehéren dem gleichen Typ an’.
B sagt: “A ist ein Schurke”.

Beweisen Sie durch Widerspruch, dass B ein Ritter ist.

(b) Im néchsten Szenario treffern wir nun drei Inselbewohner A, B und C'.

A sagt: “B und C' sind Schurken.”.
B sagt: “A ist ein Schurke”.
C sagt: “A ist ein Schurke oder B ist ein Schurke”.

Beweisen Sie durch Widerspruch, dass C' ein Ritter ist.

)

Ubung 1.6.4

Es seien X und Y Mengen und A, B C X und C,D C Y Teilmengen von X bzw.
Y. Desweitern sei f : X — Y eine Abbildung. Beweisen Sie die folgenden Aussagen
oder geben Sie ein Gegenbeispiel an, welches die Aussage widerlegt.

) f (A) U f(
) f (A) N
(c) fH(CuUD)=fHC)uf(D)
) f ey N f=H(D)

Hier bezeichnet z.B. f~1(C) das Urbild von C unter der Abbildung f, also

(a) fF(AUB) = f(A)U f(B)
(b) f(ANB) = f(A) N f(B)

(d) f/{(CnD)=

fliC)={zecX: f(x)cC}.

Uberpriifen Sie ob die falschen Aussagen zu richtigen werden, wenn die Men-
gengleicheit durch die Mengeninklusion C oder D ersetzt wird.

[ )

Ubung 1.6.5
Es seien X und Y Mengen und f : X — Y eine Abbildung.
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(a) Zeigen Sie, dass fiir alle Teilmengen A C X gilt:

FHf(A) 2 A,
und dass f injektiv ist genau dann, wenn f~1(f(A)) = A.

(b) Zeigen Sie, dass fir alle Teilmengen B C Y gilt:

f(f1(B)) € B,

und dass f surjektiv ist genau dann, wenn f(f~'(B)) = B.

[ )

Ubung 1.6.6
Gegeben sei eine Menge X und eine Teilmenge A C X. Die Abbildung x4 : X —

{0,1} definiert durch
(2) 1, fallsze A
€Tr) =
xa 0, fallsz¢ A

heifit dann die charakteristische Funktion oder Indikatorfunktion der Menge A .
Es seien Teilmengen A, B C X gegeben. Zeigen Sie, dass fiir die Schnittmenge

XAnNB = XA " XB

gilt and fir die Vereinigungsmenge

XAUB = XA T XB — XA XB

gilt.
Wie schreibt man die charakteristische Funktion x4 g der symmetrischen Dif-
ferenz AAB in Abhéngigkeit von den charakteristischen Funktionen y4 und xp ?

)
Ubung 1.6.7 (a) Beweisen Sie durch Induktion, dass

n(n+1)(2n+1)

> 6

gilt.

Bemerkung: Die Induktion hilft uns nicht die obige Formel zu finden. Wir
konnen nur beweisen, dass die Formel fiir jedes n € N gilt.

In den folgenden Aufgaben beschreiben wir einen Ansatz, um die Formel aus
der sogenannten Teleskopsumme abzuleiten.
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(b) Gegeben sei eine endliche Folge {ag, a1, ..., a,}, wir definieren ihre Teleskop-
summe durch .
Z(ak — ak_l) .
k=1

Beweisen Sei durch Induktion, dass
> (ar — ar-1) = a, — ag
k=1
gilt.
(c) Sei a; = k3. Beweisen Sie, dass
> (ak —ap—1) = Y (3K =3k + 1) = n?
k=1 k=1
gilt, und schlieflen Sie daraus, dass

n(n+1)(2n+1)

nk2:
> 6

gilt .

[
Ubung 1.6.8
Seien z1, ..., x, positive reelle Zahlen, n > 2, so dass 1 -xy-... - x, = 1 gilt. Zeigen
Sie mit Hilfe des Induktionsprinzip, dass

TitTt . T, >0

gilt. Auflerdem 1+ x5+ ...+, = n gilt genau dann, wenn zy =2, = ... =z, =1
gilt.

[
Ubung 1.6.9

Es seien n Geraden in R? gegeben, so dass je zwei dieser Geraden nicht parallel sind
und so dass es keinen Punkt in R? gibt, der auf mehr als zwei dieser Geraden liegt.
Diese Geraden teilen R? in verschiedene Teile (siche Abbildung.

Es sei p(n) die Anzahl dieser Teile. Zeigen Sie, dass

« p(n+1)=pn)+(n+1),

. p(n) = (n+2n+2)

gilt.
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Figure 1.6.1: Vier Geraden teilen R? in elf Teile.

[ )

Ubung 1.6.10
Wir “beweisen” durch Induktion, dass fiur alle natiirlichen Zahlen n die Gleichheit

2.-n=0 (%)
gilt.
« Induktionsanfang: Wenn n = 0, gilt die Gleichheit (x), denn 2-0=0.

o Induktionsschritt : Sei n eine natiirliche Zahl. Nehmen Sie an, dass fir
jede natiirliche Zahlen 0 < k£ < n die Gleichheit

2-k=0
gilt. Seien i and j natiirliche Zahlen mit 0 < 4,7 < n, so dass
t+j7=n+1
gilt. Dann folgt aus der Induktionshypothese, dass
2-(n+1)=2-(i+j)=2i4+2-j=04+0=0
gilt. Damit gilt die Gleichung (*) auch fir n + 1.
Abschluss: Aufgrund des starken Induktionsprinzip gilt
2.-n=0

fiir alle natiirlichen Zahlen n. Wo liegt der Trugschluss?






KAPITEL 2

DIE REELLEN ZAHLEN
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2.1 Das abstrakte Konzept von angeordnetem Korper

Wir beginnen dieses Kapitel mit einem Konzept, das an sich schon sehr aus-
gefeilt ist und zu dem wir eigentlich schon langsam gekommen sind. Beginnen wir
mit der folgenden

Definition 2.1.1

Es sei K eine Menge mit mindestens zwei Elementen, zusammen mit den
(zweistelligen) Verkniipfungen + (die Addition genannt wird) und - (die Multi-
plikation genannt wird). Dann ist das Tripel (K, +, ) ein Korper, falls

(i) (K,+) eine kommutative Gruppe ist (mit neutralem Element 0).
(ii) (K \{0},-) eine kommutative Gruppe ist (mit neutralem Element 1).

(iii) Die Multiplikation distributiv tiber der Addition ist, d.h.

r-(y+z2)=(z-y)+(x-2), furalle z,y,z€ K.

In der obigen Definition bendtigen wir, dass |K| > 2, weil wir wollen, dass K \ {0}
keine leere Menge ist.

Zusatzlich fur alle x € K bezeichnen wir mit —z das inverse Element von
x beziiglich der Addition, und fiir alle z € K \ {0} mit z=! das inverse Element
beziiglich der Multiplikation.

Wir bemerken dazu, dass die Assoziativitdt der Addition und Multiplika-
tion uns erlaubt, die Summe und das Produkt von endlichen vielen Elementen zu
definieren, und sie werden einfach mit ;1 +---+z, und ;- - - - - x), bezeichnet (also,
ohne Klammern). Dazu definieren wir

"= (x )" fiirallexz € K\ {0} und n € N\ {0}.
Bemerken Sie, dass Folgendes gilt:
g™ =" und  (ay)" =2™y",  firalle z,y € K\{0} und m,n € Z\{0}, m # n.

Wir definieren dann 2° als 1, fiir alles € K was mit den vorherigen Gleichheiten
konsistent ist (warum?).

Beispiel 2.1.1

e Satz sagt uns, dass (Q, +, ) ein Korper ist.

« Wir wissen, dass (Z, +) eine Gruppe ist (Lemmal1.5.1)), dass die Multiplikation
ein neutrales Element 1 hat, und dass die Multiplikation tiber der Addition
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distributiv ist (Ubung [1.5.4). Ist dann (Z\ {0},-) eine Gruppe? Nein! Das
ist genau der Grund, warum wir Q eingefiihrt haben. Bemerken Sie, dass
die einzigen Elemente in Z \ {0}, die invertierbar sind (d.h., die ein inverses
Element besitzen), 1 und —1 sind.

L)

Vertiefungen 2.1.1
Koénnen wir sagen, dass (Q \ {0},) die Grothendieck-Gruppe von (Z \ {0}, ) ist?

(Siehe Vertiefungen [1.5.1). o

Ubung 2.1.1

Zu Beginn von Abschnitt [1.2.2|haben wir eine Menge mit zwei Elementen gegeben,
Zs = {G,U} und Sie sollten schon bewiesen haben, dass (Zs, +) eine Gruppe ist
(Ubung . Konnen Sie eine Multiplikation auf Z, definieren, damit (Zs, +, )
ein Korper ist Uberzeugen Sie sich selbst, dass es sinnvoll ist, das Element G mit
0 und das Element U mit 1 zu bezeichnen. '

Es ist zu beachten, dass hier die Menge K moglicherweise keine Menge von
Zahlen (wie Q) sein kénnte und daher die Operationen “Addition” und “Multi-
plikation” moglicherweise nicht mit der Addition und Multiplikation von Zahlen
zusammenhéngen. Es ist nur eine Notation.

Das folgende Lemma erklart den Grund, warum wir (K \ {0},-) als Gruppe,
und nicht (K, -), benotigen.

Lemma 2.1.1
Es sei (K,+,-) ein Korper. Dann ist 0-x =0 fir alle x € K.

Beachten Sie, dass diese Eigenschaft direkt aus den Axiomen des Kérpers und
nicht aus der “Intuition” iiber die uns bekannten Berechnungsregeln folgen muss.
Wir werden viele weitere Beispiele fiir dieses Phénomen sehen (ob es Ihnen gefllt
oder nicht ...)

Beweis: Da die Multiplikation eine Verkniipfung auf K ist, es muss ein y € K
existieren, sodass 0 -z = y. Wir miissen beweisen, dass y = 0, das neutrale Element
der Addition. Wir bemerken, dass

y=0-2=(0+4+0)-z2=0-2)+0-2)=y+y

wobei die zweite Gleichung aus der Tatsache folgt, dass 0 das neutrale Element von
+ ist und die dritte aus Distributivitdt. Dann haben wir ein Element y gefunden,
fir das y = y + y. Wir beweisen, dass in einer (nicht unbedingt kommutativen)

!Die Antwort muss “Ja” sein, also miissen Sie die richtige Multiplikation finden, damit (Zz, +, -)
ein Korper ist.
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Gruppe (K, +) ein solches Element das neutrale Element 0 sein muss. In der Tat,
hat y ein inverses Element —y, und deshalb

y=y+y = (=) +y=(-y+y+y < 0=y.
(Warum gelten die obigen Aquivalenzen “ <= "7) O

Es sollte jetzt klar sein, dass 0 kein inverses Element beztiglich der Multiplika-
tion haben kann, da es kein x € K geben kann, mit 0 -z = 1.

Bemerkung 2.1.1

Bemerken Sie, dass, da (K,4) und (K \ {0}, ) (kommutative) Gruppen sind,
wir erhalten fiir jede solche Gruppe alle Eigenschaften in Lemma und Lemma
1.5.4 &

Ubung 2.1.2
Es seien a,b,c € K, Wie viele Losungen hat die Gleichung

axx+b=c?
Wenn es Losungen gibt, finden Sie alle. o

Fiur die Eigenschaften eines Kérpers, die sowohl Addition als auch Multiplika-
tion verwenden, haben wir neben Lemma auch

Lemma 2.1.2
Es sei (K, +,*) ein Korper. Dann fir jede a,b € K

1. Erist nullteilerfrei, d.h.: axb=0 <= a =10 oder b = 0.

2. ax(—=b)=—(axb)=(—a)xb=: —axb.
Beweis: 1. Falls man eine Aquivalenz “ <= ” beweisen muss, miissen wir die
zwei Implikationen, “=" und “<=", beweisen.

Wir beginnen mit “<=": wir nehmen an, dass a oder b gleich 0 sind. Dann
Lemma impliziert, dass a * b = 0.

Umgekehrt (wir beweisen jetzt “="), angenommen, dass a*b = 0, wir miissen
beweisen, dass a = 0 oder b = 0. Falls a = 0 gilt die Behauptung. Also,
kénnen wir annehmen, dass a # 0. Da (K \ {0}, -) eine Gruppe ist, besitzt a
ein inverses Element beziiglich der Multiplikation, a~!. Dann, aus a * b = 0
erhalten wir (ndmlich, wir multiplizieren die linke und rechte Seite durch a=')
alxaxb=a1%0=0, wobei die letzte Gleichung aus Lemma folgt.

Aber die linke Seite ist genau b (warum?).
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2. Wir beginnen zu beweisen, dass a * (—b) = —(a * b), d.h., dass a * (—b) das
inverse Element von a * b beziiglich der Addition ist. Durch Distributivitat
und Lemma|2.1.1|erhalten wir, dass

ax(=b)+axb=ax(-b+b)=ax0=0,

und Lemmaimpliziert, dass —(a*b) = a*(—b) (warum? Welche Gruppe
benutzen wir hier? (K, +) oder (K \ {0},-)?). In ganz analoger Weise wird
gezeigt, dass (—a) * b = —(a x b) (Tatséchlich wird diese Gleichheit fast sofort
von der vorherigen erhalten, warum?). Bemerken Sie, dass die letzte Gleichheit
(—a) * b =: —a % b keine echte Gleichheit ist: das Symbol =: bedeutet, dass
die rechte Seite (die noch nicht definiert wurde) ist per definitionem die linke
Seite (also (—a) * b oder —(a * b) oder a * (—b), die gleich sind.)

0l

Jetzt fithren wir das Konzept von “vertréglicher” totaler Ordnung auf (K, +, -)
ein, d.h., eine totale Ordnung auf K die “vertriglich” mit den Verkniipfungen + und
- ist:

Definition 2.1.2
Es sei < eine totale Ordnung auf einem Korper (K, +,-), und < die induzierte
Ordnung:
a<b:<= a<bAa#b.

Dann ist < wvertrdglich mit 4+ und -, falls fiir jedes a, b, c € K gilt:
(i) a<b = a+c<b+c
(ii) Fire>0,a<b = a-c<b-c

Ein angeordneter Korper ist ein Koérper (K, +,-) zusammen mit einer totalen
vertraglichen Ordnung <, und heifit angeordneter Korper.

Beispiel 2.1.2

Es ist eine gute, aber lange und langweilige Ubung zu beweisen, dass der Kérper
(Q, +, -) mit der Ordnung <, die am Ende des Abschnittes definiert wurde, ein
angeordneter Korper ist. Sie miissen diese Tatsache nicht genau beweisen. Machen
Sie einfach nur eine Liste der Tatsachen, die bewiesen werden sollten (Sie soll-
ten eigentlich von der Menge der natiirlichen Zahlen mit den in Abschnitt [1.3.2]
angegebenen Operationen und Ordnung ausgehen, und beweisen, dass diese Ord-
nung vertréglich mit den Operationen auf N ist. Dann...?). s

Fragen 2.1.1
In Ubung sollten Sie schon bewiesen haben, dass (Zy, +, -) eine Korperstruktur
besitzt. Kann es ein angeordneter Korper sein? Namlich, kann man eine Ordnung
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auf Z, finden, sodass die Ordnung vertréglich mit + und - ist? (Der Korper Zs hat
nur zwei Elemente; also haben Sie nicht zu viele Moglichkeiten, eine Ordnung zu
definieren!) @

Die folgenden Eigenschaften folgen aus (i) und (ii) in obiger Definition:

Lemma 2.1.3
Es sei (K, 4+, ) ein angeordneter Korper. Dann gelten, fir beliebige a,b,c € K :

1.a>0 <= —a<0

2.a>b = a—b>0 <= —b>—a

3. Fallsa >0 und b >0, dann sinda+b>0unda-b>0
4. Fallsa>bund c>d, dann ista+c>b+d

5. Fallsa>b>0undc>d>0, dannista-c>b-d

6. Fallsa <b und c <0, dann ista-c>b-c

Falls a # 0, dann ist a*> > 0. Insbesondere ist 1 > 0

o R

Die Gleichung 2* + 1 = 0 hat keine Losung in K
9.a>0 = a'>0
10. Fallsa > b >0, dann ist b= > a~*

Abgesehen von den Ungleichungen in 7., 8., 9. und 10, halten die anderen auch mit
>.

Beachten Sie, dass wir zum Beweis der aufgelisteten Eigenschaften nicht auf
die “Intuition” zuriickgreifen kénnen, die sich aus den Jahren ergibt, in denen alge-
braische Berechnungen mit diesen Eigenschaften durchgefiihrt wurden. Wir diirfen

sie nur aus (i) und (ii) in Definition|2.1.2ableiten.

Beweis: 1.a>0<(—i>a—a>0+(—a)<:>0>—a

2. a>b <L a+(=b) > b+(-b) < a—b>0 A gta—b> —at0 =

—b> —a
3. Ubung fiir Sie.
4. Ubung fiir Sie.

5. Ubung fiir Sie.
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6. c<0 -2 > 0,und a <b HLI (—c¢) < b-(—c). Lemma|2.1.2|(b) gibt
uns, dass a - (—c¢) = —(a-c),und b- (—c) = —(b- ¢). Also, wir haben erhalten,
dass —(a-c) < —(b-c), und wir schlieBen, dass —(a-c) < —(b-¢) = a-c > b-c
(hier haben wir auch benutzt, dass —(—(a-¢)) =a-cund —(—(b-¢)) =b-¢;
warum gelten sie?).

7. Ubung fiir Sie.
8. Ubung fiir Sie.

9. Angenommen, dass a > 0. Also, insbesondere, a # 0 und a=' # 0. Dann

a ' #£0 = (a)?>0,und a > 0 A, (@1)?-a> (a=")?-0. Aber ist die
letzte Ungleichheit genau a™ > 0 (warum?).

10. Ubung fiir Sie.

Satz 2.1.4
(Bernoullische Ungleichung) Es sei (K, +,-) ein angeordneter Korper und
n eine natirliche Zahl. Dann gilt fir jedes x € K mit 14+x > 0 die Ungleichung

(L) =1 4mem.

Beweis: Wir beweisen die Ungleichung durch Induktion. Es sei P(n) das Pradikat
“A42z)" > 1+ n- 2" Wir miissen beweisen, dass P(n) wahr ist, fir alle n € N.
Fiir n = 0 miissen wir nachpriifen, dass (1 +x)? > 1+ 0z (Induktionsanfang), das
aquivalent zu 1 > 1 ist. Also ist P(0) wahr.

Angenommen P(n) ist wahr (Induktionshypothese, kursum “IH”). Wir miissen
beweisen, dass P(n + 1) gilt, also dass (1 +z)"™ > 1+ (n+ 1) - z. Dann

HI und 1+2>0
(1+z)"™" = (14+2)"(1+2) > (1+n-2)-(14+2)=1+n+1)-z+n-2°.

Jetzt beweisen wir, dass 1 + (n+ 1) -z +n-a* > 1+ (n+ 1)z. Diese Ungleichung
folgt aus Lemmam Eigentlich, aus Lemma 7., folgt, dass 22 > 0 fiir alle
r e K. Aus 3., 22 >0 = n-2%> 0 fiir alle n € N, und endlich 4. impliziert,
dass 1+ (n+1)-z+n-22>1+ (n+ 1)z. Dann, durch Transitivitit der Ordnung
>, erhalten wir, dass (1 + z)"™" > 1+ (n + 1)z gilt, und wir kénnen den Beweis
schlielen. O
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Vorlesung 5 -

Das Archimedische Axiom

Definition 2.1.3
Ein angeordneter Korper K erfiillt das Archimedische Axiom, falls zu je
zwei positiven Elementen a, b, eine natiirliche Zahl n € N existiert mit n-a > b.

Dieses Axiom ist unabhédngig von den Axiomen, die einen angeordneten Koérper
definieren, d.h. dass es angeordnete Korper gibt, die das Archimedische Axiom nicht
erfiillen.

Die Folgerungen dieses Axioms sind die folgenden:

Lemma 2.1.5
Falls ein angeordneter Korper K das Archimedische Axiom erfillt, dann

1. Fiir alle € > 0, existiert n € N, sodass % < €
2. Es seten a,b € K, a > 1. Dann existiert ein n € N, sodass a™ > b;
3. Es seiene,a € K, 0<a<1unde>0. Dann existiert n € N mit a” < e.

Beweis: Der Beweis hier unten ist nicht komplett: Sie miissen Lemma be-
nutzen, um alle Ungleichungen und Implikationen (“dann”, “da”,...) zu begriinden.

1. Da K das Archimedische Axiom erfiillt, existiert ein n € N mit n > % (hier
a=1und b= %), und die Behauptung folgt aus Lemmam

2. Essei x :=a—1 > 0. Dann impliziert das Archimedische Axiom, dass dn € N
mit nx > b. SatzMgibt uns, dass a" = (1+2)" > 1+nzx>14+0>b.

3. Wir bemerken, dass i > 1; dann impliziert die vorherige Ungleichung dieses
Lemmas, dass (1)" > 1 >0, also a™ > .
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Der Absolutbetrag oder Betragsfunktion

Gegeben a € K, setzen wir

a a, fallsa>0
al =
—a, fallsa<0

Dann ist | - | eine Funktion, deren Zielmenge die nicht-negativen Elemente Ko von
K sind.
Ubung 2.1.3

Beweisen Sie, dass
(i) |a| = | — al, fir alle a € K;

(ii) || <d <= (¢ <dund —c < d).

Das folgende Lemma ist auch wichtig.

Lemma 2.1.6
Fiir alle a,b € K gilt:

1. |a-bf = |a| - [b];
2. (Dreiecksungleichung): |a + b| < |a| + |b|;
3. flal = [bl] < la —b].

Beweis: 1. Ubung fiir Sie.

2. Wir bemerken, dass a < |a| und —a < |a|; wir schreiben +a < |a|. Analog
fiir b gilt £b < [b|. Dann impliziert Lemma [2.1.3] dass a + b < [a| 4 [b], und
—(a+b) = (—a)+(=b) < |a|+|b|. Die letzten zwei Ungleichungen implizieren,
dass |a + b <|a| + || (siehe Ubungm (ii)).

3. Wir schreiben a als a — b + b. Dann impliziert die Ungleichung 2. dieses
Lemmas, dass |a| = |a —b+b| < |a—b|+b], also |a| — |b| < |a—1b| (i). Analog
erhalten wir |b] — |a] < |b — a| = |a — b| (ii). Die Ungleichungen (i) und (ii)
implizieren, dass ||a] — |b|| < |a — b| (siehe Ubung|2.1.3|(ii)).

0l
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2.1.1 Die Ordnungsvolistandigkeit

Wie bereits erwahnt (siehe Beispiel , sind die rationalen Zahlen, mit
den Additions- und Multiplikationsoperationen, ein Beispiel fiir einen geordneten
Koérper. Diese numerische Menge erfiillt jedoch keine grundlegende Eigenschaft, die
sie wesentlich von reellen Zahlen (die wir in Kiirze einfithren werden) unterscheidet:
die Vollstandigkeitseigenschaft. Um diese Eigenschaft besser zu verstehen, beginnen
wir mit dem folgenden wichtigen Beispiel:

Lemma 2.1.7
Es gibt keine rationale Zahl x € Q, sodass 2% = 2

Beweis: Wir werden dieses Lemma durch Widerspruch beweisen. Angenommen, es
gibt eine rationale Zahl x = [(p, q)] = D it 2? = 2; dann erfiillen die ganzen Zahlen
q

p und ¢ Folgendes:
[(p, @) = [(»*,¢*)] = [(2,1)] und deshalb p* = 2¢*.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit (OBdA) kénnen wir annehmen, dass p und
q teilerfremd sind. (In der Tat, wenn sie nicht teilerfremd sind, dann 3In € Z,
sodass p=mn-p und ¢ =n - ¢, wobei p’ und ¢ teilerfremd sind. Dann ist es leicht
nachzupriifen, dass [(p, q)] = [(P/,¢)].)

Aus p? = 2¢? folgt, dass p? eine gerade Zahl ist. Dann ist die Frage: ist p
selbst gerade? Die Antwort ist “Ja”, da wenn p nicht gerade wére, p = (2k + 1),
dann wire auch p? ungerade (weil p? = (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1). Es sei k € Z,
sodass p = 2k. Dann p? = 2¢®> <= 4k® = 2¢> < ¢*> = 2k?. Da ¢* gerade ist,
lasst uns dieselbe Argumentation wie oben schlieflen, dass ¢ gerade ist. Aber das
ist ein Widerspruch, da wir angenommen haben, dass p und ¢ teilerfremd sind (und
wir haben bewiesen, dass p? = 2¢? impliziert, dass sie beide gerade sind). O

Wenn wir also auf einer Geraden mit Ursprung O alle Punkte darstellen wiir-
den, deren Abstand von O rational ist, gibe es immer noch viele “Lécher”, wie das
durch v/2 dargestellte “Loch”. Um eine Eigenschaft zu veranschaulichen, die ratio-
nale Zahlen nicht erfiillen und die eng mit der Existenz der oben erwahnten Locher
zusammenhéngt, miissen wir das Konzept von Supremum und Infimum einfiihren.

Wir méchten uns daran erinnern (siehe Definition , dass gegeben eine
Menge X mit einer Ordnung =<, und eine Teilmenge S C X mit induzierter Ordnung,
ein Element € X obere (bzw. untere) Schranke von S heifit, falls

y=uz firalleye X (bzw. z <y firalleye X).

Falls eine obere (bzw. untere) Schranke existiert, dann sagen wir, dass S nach oben
(bzw, nach unten) beschrankt ist.

Dartiber hinaus (siehe Deﬁnition, ist ein Maximum (bzw. Minimum)
eine obere (bzw. untere) Schranke, die der Teilmenge S gehort. Wenn es existiert,
schreiben wir s = max .S (bzw. s = min S).
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Beispiel 2.1.3
Gegeben Sy := {z € Q | x < 2}, dann ist S; nach oben beschrénkt, aber besitzt
S1 kein Maximum (es sollte 2 sein, aber 2 ¢ S;). Dariiber hinaus, ist die Menge O
aller oberen Schranken gegeben durch {y € Q | y > 2}, und wir bemerken, dass O
von unten beschréankt ist und ein Minimum 2 besitzt.

Gegeben Sy := {z € Q | x < 2}, dann ist auch Sy nach oben beschrankt,
und die Menge aller oberen Schranken ist gegeben durch O. Aber S; besitzt ein

Maximum, das 2 ist, das genau das Minimum von O ist. s
Ubung 2.1.4

Beweisen Sie, dass die Menge aller oberen Schranken einer nach oben beschréinkten
Menge, nach unten beschrankt ist. [ )

Dieses Beispiel (und die Ubung) schligt die folgende Frage vor: Stimmt es, dass
selbst wenn eine nach oben beschriankte Menge kein Maximum hat (zum Beispiel
S1), die Menge ihrer oberen Schranken (die Menge O) ein Minimum hat? Die
Antwort dieser Frage ist nein, und um besser zu verstehen was passiert, miissen wir
das Konzept von Supremum und Infimum einfiihren.

Definition 2.1.4

Es sei S C X eine nicht leere Menge, und < eine Ordnung auf X. Ein Element
s € X (wenn existiert) heifit Supremum von S, geschrieben s = sup S, falls es
das kleinste der oberen Schranken ist, d.h., falls

(i) y < s fur alle y € S (s ist eine obere Schranke);

(i) Falls s < s, dann ist s" keine obere Schranke (s ist das kleinste der oberen
Schranken).
Mit anderen Worten: Fir alle s < s, es existiert y € S, mit §' < y (¢ ist
keine obere Schranke).

Ganz analog, ein Infimum von S, geschrieben s = inf S, ist (wenn existiert)
die grofite untere Schranke von S.

Beispiel 2.1.4
Es sei (a,b)g :=={x € Q| a <2z < b}, und (a,blg :== {z € Q | a < z < b}, wobei
a,b € Q und @ < b. Dann sup (a,b)g = b, aber max (a,b)q existiert nicht, und

sup (a, bjg = max (a, bjg = b. Warum ist das so? L)
Ubung 2.1.5

Beweisen Sie, dass falls S ein Maximum (bzw. Minimum) s besitzt, dann besitzt
S ein Supremum (bzw. Infimum), und s = sup S (bzw. s = inf 5). [ )
Ubung 2.1.6

Beweisen Sie, dass das Supremum (bzw. Infimum), wenn es existiert, eindeutig
bestimmyt ist. '
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Ubung 2.1.7
Beweisen Sie, dass falls A und B nicht leere Teilmengen von X sind, mit A C B,
und falls sie Suprema und Infima besitzen, dann ist

inf B<infA <supA <supB.

)

Nun koénnen wir beweisen, dass —als Folgerung aus Lemma die Menge
Q Teilmengen hat, die kein Supremum (oder Infimum) besetzen.

Lemma 2.1.8
Die Teilmenge S := {x € Q | 2* < 2} von Q besitzt kein Supremum.

Beweis: Nehmen wir an, dass S ein Supremum s € Q besitzt. Wir miissen einen
Widerspruch erhalten. Dieses Supremum s muss erfiillen: s> = 2, oder s > 2 oder
s* < 2. Aus Lemma erhalten wir, dass s* nicht gleich 2 sein kann.

o Angenommen, dass s> > 2. Dann konnen wir ¢ > 0,¢ € Q finden, sodass

2< (s—e€)?<s?und s —e >0 (warum?). Da s — e > 0 ist, durch Definition
2.1.4] (ii) muss man ein z € S finden, sodass 2> > (s — ¢)?. Aber wir haben
angenommen, dass (s —€)? > 2, also ist 22 > 2, das ein Widerspruch ist, weil
res.

o Angenommen, dass s> < 2. Dann kann man ein € > 0, € € Q, finden, sodass
(s+€)?* < 2 (warum?). Dann wére s+¢ € S und s < s+e¢, und dies widerspricht
der Tatsache, dass s das Supremum ist.

]

Diese Beispiele und Gegenbeispiele fithren uns zu der folgenden wichtigen
Eigenschaft eines Korpers:

Definition 2.1.5 ¢ Es sei X eine nichtleere Menge mit Ordnung <. Dann
ist die Ordnung ordnungsvollstindig, falls jede nichtleere nach oben
beschrinkte Teilmenge ein Supremum hat. Diese Eigenschaft wird als
Supremumseigenschaft bekannt.

o Ein angeordneter Kérper (K, +,-, =) heifit ordnungsvollstindig, falls
die Ordnung =< ordnungsvollstandig ist.

Lemma, dann impliziert, dass (Q, +, -, <) nicht ordnungsvollstandig ist, da die
Menge S nach oben beschrankt ist (warum?), aber besitzt kein Supremum. Da Q
diese Vollstédndigkeitseigenschaft nicht hat, mdchten wir einen geordneten Korper
einfithren, der QQ irgendwie als “Teilkorper” enthéalt, aber der ordnungsvollstindig
ist.

Wir stellen zunéchst den folgenden Satz auf:
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Satz 2.1.9
Es gibt einen ordnungsvollstindigen angeordneten Kérper, der bis auf Isomor-
phismen eindeutig bestimmt ist.

Wir erklaren zuerst, was “bis auf Isomorphismen” bedeutet. Wie wir in dieser und
vielen anderen Vorlesungen sehr oft sehen werden, ist ein Isomorphismus zwischen
zwei Mengen, die eine bestimmte Struktur haben, eine Bijektion, die in gewisser
Weise die gegebene Struktur bewahrt. In diesem Fall ist ein Isomorphismus zwischen
angeordneten Korpern, (Ki,+,-, <) und (Ks, +,-, <), eine Bijektion zwischen K
und Ko, f: Ky — K, sodass

o f(a+b) = f(a)+ f(b) und f(a-b) = f(a)- f(b), fir alle a,b € K, (Die Bijektion
bewahrt die Additions- und Multiplikationsoperationen);

o falls a < b, dann ist f(a) < f(b) (Die Bijektion bewahrt die Ordnung).

Also, bedeutet “bis auf Isomorphismen”, dass falls es zwei ordnungsvollstandige
angeordnete Korper gibt, man darunter immer einen Isomorphismus wie oben finden
kann.

Definition 2.1.6
Der (einzige) ordnungsvollstindige, angeordnete Korper ist der Korper der
reellen Zahlen, der mit (R, +, -, <) bezeichnet wird.

Wenn Sie Satz[2.1.9] glauben, ist diese Definition sinnvoll. Aber es kann sicherlich
nicht gesagt werden, dass es uns eine Vorstellung davon gibt, was die Menge der
reellen Zahlen ist ... Es gibt jedoch mehrere mogliche “Modelle” der reellen Zahlen,
d.h. mehrere ordnungsvollstédndige, angeordnete Korper, die —wegen Satz[2.1.9}- alle
isomorph sind. (Dies ist ein Zeichen dafiir, dass es sich um ein tiefgreifendes und
schwieriges Konzept handelt, das von Mathematikern wie Cauchy, Cantor, Dedekind
.. von Jahrhundert zu Jahrhundert weiterentwickelt wurde.) Mit dem bisher erwor-
benen Wissen scheint keiner dieser Wege zufriedenstellend zu sein. Es gibt explizite
Modelle, die jedoch das Versténdnis tieferer Konzepte erfordern (die wir spéter sehen
werden), wie Cauchy-Folgen (die wir in Zukunft definieren werden) oder Dedekinder
Schnitte. Wir fithren kurz ein Modell der reellen Zahlen vielleicht weniger elegant,
aber konkreter ein: als Dezimalzahlen. Sobald alle Axiome eines ordnungsvoll-
standigen, angeordneten Korpers zumindest teilweise verifiziert wurden, haben wir
einen Beweis der Existenz eines solchen Koérpers in Satz Wir beweisen die
Eindeutigkeit nicht; aber, angenommen die Eindeutigkeit, sagt uns der obige Satz,
dass die Dezimalzahlen ein Modell der reellen Zahlen sind, und dass alle Modelle
eigentlich dquivalent wéren.
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2.2 Reelle Zahlen als Dezimalzahlen

Wie bereits erwdhnt, enthélt dieser Abschnitt nur die Idee, reelle Zahlen
als Dezimalzahlen zu erstellen. Die Genauigkeit, die erforderlich ist, um diese
Konzepte zu verstehen, erfordert eine bessere Kenntnis einiger Analysekonzepte,
die wir langsam sehen werden. Hier werden nur einige Beweise ausfiihrlich erklért,
und sie konnen immer noch schwierig sein. (Die einfacheren Beweise bleiben als
Ubung iibrig.) Keine Sorge, wir werden spiter auf diese Konzepte zuriickkommen.

Wir beginnen mit einer rationalen Zahl [(p,q)] = P Nehmen wir an, dass

p und ¢ dazu positiv sind. Dann kénnen wir ganze Zahlen py und ry finden, mit
P = poq + 1o, wobei 0 < 19 < ¢ (1o ist der Rest der Division durch ¢). Wir kénnen
dieses Verfahren fortsetzen und finden a; € Nund 0 < rq < ¢, sodass 10ry = a1q+71;
dann as € N und 0 < ry < ¢, sodass 10r; = asq + 19, Usw.

Ubung 2.2.1
Prifen Sie nach, dass 0 < «; <9 fiir alle ¢ > 1. 'Y

Dann koénnen wir eine rationale Zahl als Dezimalzahl vorstellen, das heifit, als
die Aneinanderreihung:

p_
5 = Po.0x102Qx3 . . ..

Ubung 2.2.2

Priifen Sie nach, dass die so erhaltenen Dezimalzahlen jedoch alle periodisch sind,
d.h. es gibt einen “Ziffernblock”, der sich auf unbestimmte Zeit wiederholt. Zum
Beispiel,

1 = 4
3= 0.33333... = 0.3, - = 0.571428, usw.
[ )

Es kann auch bewiesen werden, dass es keine Periode 9 geben kann. Obwohl
mit diesem Verfahren die Dezimalzahlen mit Periode 9 nicht erhalten werden kon-
nen, kénnten sie als formale Summen von Dezimalzahlen erhalten werden. Es ist
daher praktisch, eine dezimale Zahl des Typs pg.c ... @999 mit einer des Typs
Po-a1 . .. (g + 1) zu identifizieren.

Wir haben dann eine Funktion von der Menge der positiven rationalen Zahlen
bis zu der der positiven periodischen Dezimalzahlen definiert. Sie kénnen diese
Definition leicht auf negative rationale Zahlen erweitern (wie?). Umgekehrt ist es
moglich, fiir jede periodische Dezimalzahl eine rationale Zahl zu definieren.

Definition 2.2.1
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Eine reelle Zahl ist eine (nicht unbedingt periodische) Dezimalzahl

Po-C1Ga03 . . .

wobei py € Z und «; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} fiir alle i € N5y. Die Menge der
reellen Zahlen wird durch R bezeichnet.

Wir identifizieren dazu eine dezimale Zahl des Typs pg.aq ... @999 mit
einer des Typs po.1 ... (ag + 1).

Bisher haben wir keine algebraischen Operationen definiert; dazu miissen wir zunéchst
eine totale Ordnung auf diese Menge einfiihren.
Es seien a = p.ajasas ... und b = q.515233 . .. zwei reelle Zahlen.

o Natiirlich ist a = b genau dann, wenn p = ¢ und a; = §; fiir alle ¢ € Ny.

o Falls p, q positiv sind, dann ist @ > b genau dann, wenn entweder p > ¢, oder
es existiert k € Ny, sodass p = ¢ und «; = f; fiir alle ¢ = 1,...,k und
pt1 > Bry1. Zum Beispiel, ist 2.34454 ... > 2.34453 . . ..

o Falls p < 0 und ¢ > 0, dann ist b > a.
o Falls p, ¢ negativ sind, dann ist @ > b genau dann, wenn —b > —a.

Es kann bewiesen werden, dass < eine totale Ordnung ist. Es ist also sinnvoll, iiber
die oberen und unteren Schranken, Maximum, Minimum, Supremum und Infimum
zu sprechen.

2.2.1 Die Operationen auf der Menge der Dezimalzahlen

Bisher haben wir keine algebraische Struktur eingefithrt. Tatsédchlich liegen
die grofiten Schwierigkeiten in den Definitionen der Operationen und im Beweis der
Ordnungsvollstandigkeit. Wir mochten daher zumindest diese Beweise erwdhnen.

Zuerst definieren wir was eine Folge ist.

Definition 2.2.2
Eine Folge, die mit (a,),en bezeichnet wird, ist eine Abbildung, deren Defi-
nitionsmenge die Menge der natiirlichen Zahlen ist.

Also ist a,, genau das Bild von n € N.

Im Folgenden werden wir eine Folge mit einem Symbol a bezeichnen, d.h.,
a = (ap)nen-

Wir sagen, dass eine Folge (a,)nen definitiv konstant ist, falls ein N € N
existiert, sodass a; = a fiir alle j > N.
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Beispiel 2.2.1

Zum Beispiel, falls die Zielmenge die Menge der natiirlichen Zahlen ist, und falls
(@n)nen €ine nach oben beschrankte Folge ist, d.h. dass es ein M € N gibt, sodass
a, < M fir alle n € N, die monotone steigend ist, d.h. a, < a,1 fur alle n € N,
dann muss (a,,)nen definitiv konstant sein. &

Nun nehmen wir als Zielmenge die Menge der Dezimalzahlen. Dann ist

ap = Po- Qo1 Qo2 Qo3 - - -
a1 = P1- 01 012013 - .+«

ag = Pa. Qg1 Qigg (g3 . . .

eine Folge. Wir bemerken, dass eine solche Folge zu den Folgen, aus denen die obigen
Spalten bestehen, fiihrt, d.h. zu den Folgen sy := (po, p1,p2,...) (Spalte 0), s; :=
(w1, 11, 21, - .., ) (Spalte 1), ..., und im Allgemeinen sy := (qok, Q1g, G2y - - ) =
(@nk)nen fur alle £ > 1 (Spalte k).

Definition 2.2.3
Wir sagen, dass die Folge der Dezimalzahlen (a,),en stabilisiert ist, falls alle
Folgen sq, s1, S2, . .. der Spalten definitiv konstant sind, d.h.:

» es gibt ein Ny € N und p € Z, sodass p; = p fiir alle j > Ny, und

o fiir jedes k > 1, es gibt Ny (die Notation Ny heiit, dass NV von k abhéngt)
und Sy, sodass aj, = S fir alle j > Nj.

In diesem Fall, definieren wir die Dezimalzahl a := p.31 62055 . . ., und schreiben

ap = a

Also sieht eine stabilisierte Folge so aus:

ap =Po- Co1 Qo2 - - -
a1 =p1- 011 0112 . . .
ag =py. 91 Pa . ..
as =p. az1Pa...
as =p. B Pa...
as =p. B Pa...
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Das folgende Lemma ist von grundlegender Bedeutung und wird, wenn auch etwas
anders, in zukinftigen Lektionen erneut diskutiert werden.

Lemma 2.2.1
Es sei (an)nen eine Folge von nicht-negativen Dezimalzahlen, die

e nach oben beschrinkt ist, d.h., es ein M € Z gibt, sodass a, < M fir alle
n € N, und

o monoton steigend ist, d.h., a, < ani1 fir alle n € N.

Dann ist (ay)nen stabilisiert, d.h., es gibt eine Dezimalzahl a, sodass a, = a. Dazu
gilt a, <a < M.

Beweis: Wir werden nur die Idee des Beweises geben, dass (a,,) stabilisiert ist. Wir
beginnen mit der Folge der ersten Spalte, so := (po, p1, 2, - -.). Da diese Folge aus
ganzen Zahlen besteht, da sie nach oben beschriankt sind (weil a, < M fir alle
n € N) und da sy monoton steigend ist, dann muss sy definitiv konstant sein (siehe
Beispiel. Es sei p diese Konstante und Ny die Zahl, sodass p; = p fiir alle
J > Ny. Jetzt bemerken wir, dass die Folge s; := (ap1, @11, a1, . . .) der ersten Spalte
nicht unbedingt monoton steigend ist (z.B. ist 1.9 < 2.1 < 2.2 < ---). Aber, da
fir alle n > Ny, die Spalte sg = (p,) konstant ist, impliziert die Ordnung auf den
Dezimalzahlen, dass s; “definitiv monoton steigend ist”, d.h., a,; < ay,yq1 fiir alle
n > Ny. Aber aj, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} fir alle j,k € N. Also, da s; definitiv
monoton steigend ist, miissen wir haben, dass s; definitiv konstant ist. Es sei
diese Konstante, und N; die Zahl, sodass o, 1 = S fur alle n > Nj.

Dann kénnen wir die Argumentation fiir die Folge s; wiederholen, und schliefen,
dass sy definitiv monoton steigend ist (ndmlich, monoton steigend fir alle n > Ny),
und deshalb definitiv konstant; es sei 8y diese Konstante.

Das Wiederholen dieser Argumentation (oder genauer gesagt, Induktion sollte
verwendet werden) beweist, dass es fiir alle j ein §; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} gibt,
sodass s; definitiv konstant ist, und die Konstante genau f; ist. Dann haben wir
bewiesen, dass a, = a := p.515205 . .. O

Mit der Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun die Addition und Multiplikation
auf der Menge der Dezimalzahlen einfiihren.

Wir beginnen mit nicht-negativen Dezimalzahlen Zahlen a = p.ajas ... und
b=¢q.01Ps.... Aus diesen zwei Dezimalzahlen bilden wir zwei Folgen:

a™ = pajas- 0,00 -+ und  b™ = q. 3By -+ 8,00 - - -

Wir bemerken, dass ™ und b(™ rationale Zahlen sind, und dass die Folgen (a™),,cx
und (b™),,ey monoton steigend sind. Dazu gilt a™ < a < p+1und b™ < b < g+1
fiir alle n; also, sie sind nach oben beschrédnkt. Dann sagt uns Lemma [2.2.1] dass
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(") pen und (b)), cx stabilisiert sind, und in der Tat, gilt es genau, dass ™ = a
und b™ = b.

Nun bemerken wir, dass die Folgen (a™ + ™), cy und (a™ - b)), oy auch
monoton steigend und nach oben beschréankt sind (warum?). Dann impliziert Lemma
dass es Dezimalzahlen s und p gibt, sodass a™ + b = s und a™ - b™ = p.

Mit der obigen Notation definieren wir a + b als s und a - b als p. Mit einem
dhnlichen Verfahren kénnen wir die Differenz und den Quotienten von zwei Dezi-
malzahlen definieren.

Ubung 2.2.3

Bisher haben wir nur die Summe und Produkt zwischen zwei nicht-negativen reellen
Zahlen definiert. Benutzen Sie die Betragsfunktion, um die Summe und Produkt im
Allgemeinen zu definieren. [

Es ist nun nicht so schwer, aber eine lange und tibergenaue Ubung den folgen-
den Satz zu beweisen:

Satz 2.2.2
Die Menge der Dezimalzahlen, mit der Ordnung und den Operationen von Addition
und Multiplikation hier definiert, ist ein angeordneter Kdorper.

2.2.2 Die Ordnungsvolistandigkeit

Wir moéchten nun eine Idee geben, wie man beweist, dass der Korper R mit
Ordnung < ordnungsvollstéindig ist. Wie gesagt, wird dieses Konzept spéter in der
Vorlesung nochmal erklart.

Satz 2.2.3
Es sei A eine nichtleere Teilmenge von R. Falls A nach oben beschrinkt ist,
dann besitzt A ein Supremum.

Beweis: Die Idee ist, eine monoton steigende Folge {z,} zu bilden, damit x,, = T
fur ein 7 € R, und die Konstruktion von {z,} zu benutzen um zu beweisen, dass
T = sup A.

Da A nach oben beschrinkt ist, gibt es yo € R, sodass a < y, fur alle a € A.
Es sei xy € A. Schneiden wir das Intervall [z, yo] = {x € R| 29 < < yp} in zwei
Hilften und erhalten die Intervalle [29,c] und [c, yo], wobei ¢ = 22F# Falls [c, yo]
kein Element von A enthélt, dann wéhlen wir das Intervall [z, ], sonst wéhlen wir
[e, Yo]. Wir bezeichnen das neue gewéhlte Intervall mit [z, y1]. Dann wiederholen wir
dasselbe Verfahren und finden eine Folge von Intervallen [z, y,,] mit den folgenden
Eigenschaften:

 Die Folge {z, } nen ist monoton steigend und nach oben beschrankt (in der Tat,
ist x,, < yo fir alle n); dann gibt uns Lemma dass es ein T € R gibt, mit
T, = T.
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o [@n,Yn] NAF# 0 und y, — x, = L5
o y, > x fur alle z € A.

Der Punkt ist, dass die Konstruktion von T und die letzten zwei Eigenschaften,
implizieren, dass T das Supremum von A ist. Wir werden die Details in einer zu-
kiinftigen Vorlesung sehen. O

Wir kénnen diesen Abschnitt mit der folgenden Bemerkung schlielen:

Sétze [2.2.2| und [2.2.3|sagen uns, dass die Menge der Dezimalzahlen, mit den
eingefiihrten Operationen von Addition und Multiplikation und mit der Ordnung <,
ein ordnungsvollstandiger angeordneter Korper ist. Satz[2.1.9]sagt uns, dass bis auf
Isomorphismen ein solcher Korper eindeutig bestimmt ist. Dann werden wir sagen,
dass die reellen Zahlen die Dezimalzahlen sind (weil alle anderen Modelle von reellen
Zahlen isomorph zu diesem Modell sind).

Wir haben auch die reellen Zahlen “gebildet” als eine “Erweiterung” der ra-
tionalen Zahlen oder, genauer gesagt, die rationalen Zahlen sind ein Tez’lkdrpe der
reellen Zahlen.

Definition 2.2.4
Die Elemente der Menge R \ Q werden irrationale Zahlen genannt.

Bemerkung 2.2.1
Denken Sie jedoch nicht, dass irrationale Zahlen nur Lésungen einiger Gleichungen
des Typs sind

an™ + 12" 4 4o =0, mita; €Q, firallei=0,...,n.

Wenn eine Gleichung dieses Typs reelle Losungen zulédsst, werden diese reelle Zahlen
algebraisch (auf rationalen Zahlen) genannt. Es gibt aber auch reelle Zahlen, die
nicht algebraisch sind, und die transzendent genannt werden (sie sind in der Tat “viel
mehr” als algebraische Zahlen, siehe Ubung. Zum Beispiel, 7 ist transzendent
(diese Tatsache ist nicht trivial zu beweisen). &

Ubung 2.2.4

Welche der folgenden Behauptungen ist wahr, und welche ist falsch, und warum ist
es so (also: wenn Sie denken, dass die Behauptung wahr ist, miissen Sie sie beweisen;
wenn falsch, miissen Sie ein Gegenbeispiel finden):

1. Die Summe von zwei rationalen Zahlen ist rational;

2. Die Summe von zwei irrationalen Zahlen ist irrational;

2Ein Teilkérper K’ eines Korpers (K, +,-) ist eine Teilmenge von K, der ein Korper beziiglich
der Einschrankungen der Operationen + und - auf K’ ist.
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3. Die Summe einer rationalen Zahl und einer irrationalen Zahl ist rational;
4. Das Produkt einer rationalen Zahl und einer irrationalen Zahl ist rational;

5. Das Produkt von zwei irrationalen Zahlen ist irrational.

2.3 Weitere Eigenschaften und Definitionen von R

2.3.1 Das Archimedische Axiom und die Dichte von Q in R

Lemma 2.3.1

Der Korper R der reellen Zahlen erfillt das Archimedische Axiom (siehe Definition
2.1.3): zu je zwei positiven reellen Zahlen a,b existiert eine natiurliche Zahln € N
mitn-a>b.

In der nichsten Ubung miissen Sie beweisen, dass diese Tatsache eine Konse-
quenz der Ordnungsvollsténdigkeit von R ist:

Ubung 2.3.1 « Beweisen Sie, dass die Ordnungsvollstindigkeit von R die fol-
gende Tatsache impliziert:

(*) Fir jedes x € R existiert n € N, sodass n > x.

(Hinweis: Widerspruchbeweis. Nehmen Sie an, dass es ein z € R existiert,
mit n < x fiir alle n € N. Dann wére die Menge {n € N | n < x} nach oben
beschrinkt. Es sei S € R das Supremum, dann wéire S — 1 kein Supremum,
und... ).

« Beweisen Sie, dass (*) dquivalent zum Archimedischen Axiom ist.

[ )

Die Gaufklammernfunktion |-]: R — Z assoziiert jeder reellen Zahl die néchst-
liegende nicht groflere ganze Zahl. Also, falls a = p.ajas--- und p € Z>(, dann ist
la] = p; falls p < 0 dann ist [a] = p — 1. Zum Beispiel, |3.547---| = 3, und
| —3.547 - - - | = —4. Mit dieser Funktion kann man einfach das Folgende beweisen:

Ubung 2.3.2
Beweisen Sie nochmal Lemma mit der Hilfe der Gauflklammernfunktion (mit
n= LSJ +1). 'y

Lemma, gibt uns einige Konsequenzen dieser Tatsache.

Nun mochten wir eine wichtige Eigenschaft von QQ erklaren.
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Lemma 2.3.2
Die Menge der rationalen Zahlen Q ist dicht in R, d.h. zu je zwei x,y € R mit
x <y, gibteseinr € Q, mitxr <r <y.

Beweis: Wir stellen eine rationale Zahl mit § dar, wobei p € Z und ¢ € N. Dann
miissen wir p € Z und ¢ € N finden, sodass x < £ < y gilt. Aus Lemma folgt,
.. . q .
dass diese Ungleichheiten dquivalent zu qr < p < qy sind.
Da x < y haben wir y — 2 > 0. Dann Lemma 1. sagt uns, dass es
ein ¢ € N existiert, sodass * < y — 2. Aus dieser Ungleichheit erhalten wir, dass
1<qy—qgr < 1+ qr < qy. Dann haben wir ¢ € N gefunden, sodass

gr < qr+1<qy (2.3.1)

Wir koénnen leider p als gr + 1 nicht definieren, da gz + 1 im Allgemeinen keine
ganze Zahl ist. Aber wir kénnen die Gaulklammern benutzen, um eine ganze Zahl
zu finden, die “ziemlich nahe” der Zahl gx + 1 ist, und zwar kénnen wir mit p :=
lgz + 1| = |gx] + 1 versuchen. Zuerst bemerken wir, dass gz < |gz| +1 < gz + 1.
Also, aus , erhalten wir genau, dass qr < |gz] + 1 < gz + 1. O

Ubung 2.3.3 (i) Beweisen Sie, dass die rationalen Zahlen dicht in Q sind, d.h.
zu je zwei x,y € Q mit x < y, es ein r € Q gibt, mit x < r < y.

(ii) Beweisen Sie, dass die irrationalen Zahlen dicht in R \ @ sind, d.h. zu je zwei
z,y € R\Qmit x < y, esein r € R\Q gibt, mit x < r < y. (Hinweis: es konnte
sein, dass Sie Ubung und das vorherige Lemma benutzen sollten...).

(iii) Beweisen Sie, dass die irrationalen Zahlen dicht in Q sind, zu je zwei z,y € Q
mit z < y, es ein 7 € R\ Q gibt, mit = < r < y. (Hinweis: es seien z,y € Q,
und nehmen wir % und %; dann, nach Lemma es ein ¢ € Q gibt, mit

y
<qg< —=,
5 =1 V2

S

und dann...? )

2.3.2 Potenzen und (Quadrat)wurzeln

Lemma sagt uns, dass die Menge S = {z € Q | 2% < 2} kein Supremum
hat. Falls wir die Menge S’ := {z € R | 2% < 2} betrachten, die Supremumseigen-
schaft, die von R erfiillt ist, impliziert, dass S’ ein Supremum s € R besitzt. Dann
kann man den Beweis des Lemmasadaptieren, um zu beweisen, dass s?> weder
5?2 < 2 noch s? > 2 erfiillen kann. Dann muss das Supremum s von S’ erfiillen:

s2=2.
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Ubung 2.3.4

Widerholen Sie den gleichen Vorgang, um zu beweisen, dass fiir jede a € R> das
Supremum s der Teilmenge {z € R | > < a} die Gleichheit s* = a erfiillt, und
S € Rzo. ‘

Wir bemerken auch, dass das Supremum eindeutig bestimmt ist (sieche Ubung

2.1.6). Dann Ubung|2.3.4|und die Eindeutigkeit des Supremums sagen uns, dass die
folgende Definition Sinn macht:

Definition 2.3.1

Die Quadratwurzel einer nicht-negativen Zahl a € R ist das Supremum s
der Menge {z € R | 2% < a}, erfiillt s> = a, und wird mit /a, oder ¢/a oder a2
bezeichnet.

Ganz analog, fir alle @ € Rsp und n € N\ {0}, wird die n-te Wurzel von a
als das Supremum der Teilmenge {z € R | 2" < a} definiert, und wird mit {/a oder
aw bezeichnet. Wir setzen a° := 1.

Es sei r := § € Q. Dann mo6chten wir die Potenz a” definieren.

o Wir beginnen mit dem Fall, in dem p > 0 und ¢ > 0. Dann setzen wir

a" = qi = (a%)p. Wir bemerken, dass diese Definition Sinn macht, fiir alle
a € Rzo.

« Falls < 0 schreiben wir r als —2, wobei p € N und g € N\ {0} und definieren

_P b . . oy .
a” = a < als (a=')e. Wir bemerken, dass diese Definition nur Sinn macht,

falls a € Ryp.

Wir bemerken dass, im Prinzip, man nachpriifen sollte, dass die obigen Defi-
nitionen unabhingig von dem gewéihlten Element der Aquivalenzklasse von (p, q)
sind. (Denken Sie daran, dass die Elemente von Q als Aquivalenzklassen definiert
wurden, namlich £ = [(p, ¢)]...) Wir iiberlassen diese Uberpriifung dem geduldigen
Studierenden.)

Endlich bemerken wir, dass mit den obigen Definitionen Folgendes gilt:

at=ad"a®, a”®=(a")* (a-b)"=(a")-(b"), fiirallea,b€ Rsopundr seQ.

2.4 Michtigkeit und Abzahlbarkeit

Sobald das Konzept einer Menge eingefithrt wurde, stellt sich die folgende
Frage: Wann haben sie zwei Mengen A und B “die gleiche Anzahl von Elementen”?
Anfiithrungszeichen werden verwendet, da es nicht immer sinnvoll ist, iiber die “An-
zahl der Elemente einer Menge” zu sprechen.
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Tatséachlich haben wir das Konzept der Machtigkeit, oder Kardinalitat,
bereits eingefuhrt (Deﬁnitionenund: Zwei Mengen haben dieselbe Méchtigkeit,
wenn beide leer sind oder wenn zwischen ihnen eine Bijektion besteht. Dieses
Konzept ist eine Verallgemeinerung dessen, was wir tun, um die Anzahl der Ele-
mente einer endlichen Menge zu zéhlen: Wir finden eine natiirliche Zahl n und eine
Bijektion zwischen {1,2,...n} und der gegebenen Menge, die daher n Elemente hat.
E| Aber was ist, wenn die Mengen unendlich sind? Man kénnte immer noch denken,
dass man, wenn die Anzahl der Elemente von A unendlich ist, diese Elemente immer
noch “zéhlen” kann, d.h. eine Funktion von N nach A, die daher bijektiv sein sollte.
Dies ist jedoch nicht immer moglich, wie wir gleich sehen werden. Beginnen wir also
mit einer Definition.

Definition 2.4.1

Eine Menge A heiit abzéahlbar, falls sie entweder endlich ist (A enthélt endlich
viele Elemente) oder falls A die Méachtigkeit der Menge der natiirlichen Zahlen
hat.

Die Machtigkeit der Menge der natiirlichen Zahlen wird durch ¥, bezeichnet (liest
“Aleph Null”, wobei “Aleph” der erste Buchstabe im hebraischen Alphabet ist).

Beispiel 2.4.1

Abgesehen von der Menge der natiirlichen Zahlen sind zwei unendliche Mengen,
die abzahlbar sind, die Mengen der geraden Zahlen 2N und die Menge der ganzen
Zahlen Z. Im ersten Fall, eine Bijektion f zwischen N und 2N ist gegeben durch
f(n) = 2n. Im zweiten Fall konnen wir die Bijektion so darstellen:

N: 01 23 45
4oLl
Z: 01 -12 -23

Sie sollten nicht ldnger iiberrascht sein, wenn Sie feststellen, dass zwischen einer
Menge A und einer Teilmenge B C A eine Bijektion besteht (oder ist es richtig,
immer noch ein wenig verwirrt zu sein?) &

Nun werden wir den folgenden Satz beweisen, dessen Beweis das erste Can-
torsche Diagonalargument verwendt.

3Die Definition, die ich gegeben habe, “eine Menge mit einer endlichen Anzahl von Elementen
zu zdhlen”, scheint miihsam, aber genau das tun wir. Mir wurde klar, wie schwierig es ist,
einem Kind das Zéhlen beizubringen. Wenn ich es mit meinem Sohn tat, benutzte er oft nicht-
injiektive oder nicht-surjektive Funktionen ... aber um auf den Fehler hinzuweisen, konnte ich
diese Worte sicherlich nicht verwenden! Es miissen einfache Begriffe gefunden werden, um zu
erkldren, was eine injiektive und surjektive Funktion ist, und es ist schwieriger als wir denken...
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Satz 2.4.1
Es sei { A, }nen eine abzihlbare Familie von abzdihlbaren Mengen. Dann ist die
Vereinigung Upen A, abzdhlbar.

Beweis: Da jede Menge A,, nach Voraussetzung abzahlbar ist, kdnnen wir ihre Ele-
mente mit natirlichen Zahlen auflisten, d.h.

An = {anh Ap2, An3, - }

Dann koénnen wir eine Tabelle erstellen:

Ap: a1 G122 aiz Gig
Ay Q21 Q22 A23 G24
Az 31 az2 asz Gs34
Ay (g1 Q42 Q43 Qg4

und die Elemente, wie in Abbildung |2.4.1| zéhlen. Natiirlich, falls zwei Elemente
gleich sind (also, falls A; N A; # 0 fiir i # j), kann man das zweite gleiche Element
aussetzen. Diese Methode heifit “Cantorsches Diagonalargument”.

Q@ 00,0
gt
&
®/Q'.u 2 Azﬂ el

A
A .
e Gh //Q@i/ﬂss R -

.

QL Py P Ra

3

A

®

Figure 2.4.1: Erstes Cantorsches Diagonalargument

0J

Also, wann immer man die Elemente einer Menge in einer Tabelle mit zwei
Eintragen auflisten kann, ist die Menge abzdhlbar. Durch Induktion kann dieses
Argument auf Tabellen mit n Eintrdgen verallgemeinert werden, wie im Beweis
dieses Satzes.
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Satz 2.4.2
Das Kartesische Produkt von endlich vielen abzdahlbaren Mengen ist abzdhlbar.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch Induktion. Es seien Ay,...,A,, die
abzahlbaren Mengen. Falls m = 1 ist die Behauptung wahr nach Voraussetzung
(A; ist nach Voraussetzung abzdhlbar). Nehmen wir an, dass A; X -+ x A,
abzdhlbar ist. Dann kénnen wir ihre Elemente als {a, as, as, ...} auflisten. Es sei
{b1,ba, b3, ...} die Menge A,,. Dann, mit dem Cantorschen Diagonalargument, kann
man die Elemente von A; X -+ X A, 1 X A, = (A1 X -+ X A1) X Ay, in einer
Tabelle mit zwei Eintrédgen darstellen:

(ab bl) (01, bz) (ah bs)
(a27 bl) (GQ, b2) (CLQ, b3)
(as,b1) (as,b2) (as,bs)
(a47 b1) (a4, 52) (Cl47 53)

Wir kénnen nun das Cantorsche Argument benutzen, um zu beweisen, dass die
Elemente in dieser Tabelle abzéhlbar sind. O

Als Folge dieses Arguments haben wir das Folgende:

Korollar 2.4.3
Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.

Beweis: Wir beweisen zuerst, dass Q- abzahlbar ist. Aus Satz wissen wir,
dass die Menge Z-( x Z~, abzahlbar ist. Die Elemente in Q- konnen als Aqui-
valenzklassen in Z.g x Zs, dargestellt werden (siche Definition [1.5.3). In jeder
Aquivalenzklasse [(p, q)] gibt es ein eindeutiges Element (p, q), sodass p und ¢ tei-
lerfremd sind. Also kann Q-q als Teilmenge von Z-o X Z~q betrachtet werden.
Eine solche Teilmenge muss dann abzdhlbar sein; diese Tatsache bendtigt einen
Beweis, aber kann direkt aus dem Diagonalargument gesehen werden, wobei wir
in der Zahlung die Elemente (p,q) weglassen, wenn p und ¢ nicht teilerfremd sind
(siehe Bild . Nun verwenden wir dasselbe Argument, das wir benutzt haben
um zu beweisen, dass Z abzéhlbar ist, um zu zeigen, dass Q abzdhlbar ist (Wenn
Sie nicht sofort verstehen, wie dieses adaptierte Argument funktioniert, kléren Sie
bitte die Details.) O

An diesem Punkt scheint das erste Diagonalargument zu beweisen, dass “alle
Mengen abzahlbar sind”. Und doch ist es nicht so! Tatsédchlich verwendete Cantor
eine dhnliche Methode, die als zweites Cantorsches Diagonalargument be-
zeichnet wird, um Folgendes zu demonstrieren:
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A O
0 oy s
@(2,4)// 1,0,92,33 A e
@(3,4\ CEa 00 G0

@y Capy s G

Figure 2.4.2: Q ist abzéahlbar. (Die unterstrichenen Elemente werden nicht gezahlt.)

Satz 2.4.4
Die Menge R der reellen Zahlen ist nicht abzdhlbar.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz durch Widerspruch. Dann nehmen wir an, dass R
abzéhlbar ist. Wie oben erwahnt, ist eine Teilmenge einer abzahlbaren Menge selbst
abzdhlbar; also wére auch R, abzdhlbar. Es seien {ai,as,as,...} ihre Elemente.
Da fiir alle 7 € N, a; eine Dezimalzahl ist, finden wir p; € N und «;;, j € N, sodass
a; = P;-10ue0;s . ... Es sel b eine Dezimalzahl der Gestalt b = p.515205 . .., wobei
p=1, g =3 falls a;; € {5,6,7,8,9}, und §; = 7 falls a;; € {0, 1,2,3,4}. Mit dieser
Methode ist b # a;, fir alle 7 € N, also kann die Liste der Elemente {ay, as,as, ...}
nicht die ganze Menge der positiven reellen Zahlen sein, und wir bekommen einen
Widerspruch.

O
Ubung 2.4.1
Beweisen Sie, dass die folgenden Mengen die gleichen Méchtigkeiten haben:
R, (0,1), (0,1, (a,b), (a,0], (a,+00), (=00,b)
wobei a,b € R und a < b. )

Es ist schwerer zu beweisen, dass in der Tat R und R" die gleiche Machtigkeit
haben, fiir alle n € N.

Um grofere Méchtigkeiten zu erhalten, kann der folgende Satz von Cantor
verwendet werden.
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Satz 2.4.5

Es sei X eine Menge. Dann ist | X| < |P(X)|, wobei P(X) die Potenzmenge

von X 1st.

Ubung 2.4.2

Beweisen Sie Satz m Diese Ubung ist schwer und kommt mit Hinweisen:

(i) Falls X endlich ist, was ist |P(X)|? Konnen Sie vielleicht Induktion benutzen,

um zu beweisen, dass | X| < [P(X)|?

(ii) Nehmen wir an, dass X unendlich und nichtleer ist. Dann finden Sie eine

injektive Abbildung von X nach P(X) um zu beweisen, dass | X| < |P(X)|

(siche Definition [1.3.2).

(ili) Sie miissen nun beweisen, dass |X| # |P(X)|. Durch Widerspruch: nehmen

Sie an, dass es eine bijektive Abbildung f: X — P(X) gibt. Es sei Y die

Teilmenge {z € X |z ¢ f(x)}.

(a) Beweisen Sie, dass Y nichtleer ist (bemerken Sie, dass () € P(X)...);

(b) Da f surjektiv ist, und Y € P(X), es sollte 2y € X geben, sodass f(xg) =

Y. Aber dann....7

[ )
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2.5 Zusitzliche Ubungen

Ubung 2.5.1
Zeigen Sie, dass die Zahlen V3 und /5 irrationale Zahlen sind. A
Ubung 2.5.2 (a) Zeigen Sie, dass die Menge der irrationalen Zahlen nicht abzahlbar
ist.
(b) Eine reelle Zahl x heifit algebraisch, wenn es rationale Zahlen ag, as, ..., a, €

Q, a, # 0, gibt mit:
a4+ ... +a1x+a9=0.

Eine reelle Zahl, die nicht algebraisch ist, heifit transzendent.

Alle rationalen Zahlen sind algebraisch (warum?), aber es gibt auch irrationale
Zahlen, die algebraisch sind, wie zum Beispiel /2, v/7 (Warum sind sie alge-
braisch?). Die Zahl 7 ist ein klassisches Beispiel fiir eine irrationale transzen-
dente Zahl.

Zeigen Sie, dass die Menge der reellen algebraischen Zahlen abzahlbar ist.

(c) Zeigen Sie, dass die Menge der irrationalen transzendenten Zahlen nicht abzahlbar
ist.

[ )

Ubung 2.5.3
Sei A C Q eine nach oben beschriankte Menge mit Supremum sup(A). Sind die
folgenden Aussagen richtig oder falsch?

1. sup(A) ist rational.

2. sup(A) ist irrational.

3. Wenn sup(A) rational ist, dann ist es auch ein Maximum von A.
Rechtfertigen Sie Thre Antworten. '

Ubung 2.5.4
Welche der folgenden Menge hat Minimum 37

1. {z eR| |z] =3}

2
e 2

3. {zeR| x> 27}
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Ubung 2.5.5

Bestimmen Sie das Supremum bzw. das Infimum (sofern sie existieren) der folgenden
Teilmengen von R, und geben Sie an, ob dies ein Maximum bzw. ein Minimum der
jeweiligen Teilmenge ist.

n—1
L {2}
2. {z eR | zlz| < 2*} U[-1,1)

3. {0}
4. {reR|2<2? <4},

Ubung 2.5.6
Definieren Sie eine Bijektion zwischen den Intervallen (0, 1) und [0, 1]. [
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Wir haben schon bemerkt, dass in einem angeordneten Kérper, die Gleichung
2 + 1 = 0 keine Lésung hat (siche Lemma 8.). Wie bisher miissen wir
dann den Korper der reellen Zahlen auf dem der sogenannten komplexen Zahlen
erweitern, um diese Gleichung 16sen zu konnen. Wir beobachten daher, dass es in
dieser Erweiterung nicht moéglich sein wird, eine totale Ordnung zu definieren, die
mit ihrer algebraischen Struktur vertréaglich ist, da in diesem Koérper die Gleichung
22 + 1 Losungen haben wird.

3.1 Der Korper der komplexen Zahlen C

Wir beginnen mit der Menge R? := R x R der geordneten Paaren von reellen
Zahlen, in der wir die folgenden Operationen einfiihren:

o Addition: (a,b) + (¢,d) := (a + ¢,b+ d), fiir alle (a,b), (c,d) € R?;
o Multiplikation: (a,b)-(c,d) := (a-c—b-d,a-d+b-c), fir alle (a,b), (c,d) € R%

Falls (a,b) als ein Vektor betrachtet wird, wobei a und b die Komponenten sind,
dann sind, per definitionem der Addition, die Komponenten der Summe genau die
Summen der Komponenten. Aber warum ist die Multiplikation so definiert, und
nicht als (a,b) - (¢,d) = (a-¢,b-d)? Die Antwort héngt genau mit der Existenz von
Losungen der Gleichung 2? + 1 = 0 zusammen, wie wir bald sehen werden. Zuerst
bemerken wir die folgenden Eigenschaften: fiir alle (a,b) € R? gilt

e (a,0)+(0,0) = (a+0,b4+0) = (a,b) (da 0 das neutrale Element in der Gruppe
(R, +) ist);

e (a,b) + (—a,—b) = (a+ (—a),b+ (b)) = (0,0) (da —a das inverse Element
von a in (R, +) ist, und &hnlich fir b);

e (a,b)-(1,0)=(a-1—=5b-0,a-0+b-1) = (a,b) (da 1 das neutrale Element in
der Gruppe (R \ {0},-) ist);

e (a,b)- ( 5 j_ = 2__|_bb2) = (1,0), falls (a,b) # (0,0) (Die Uberpriifung bleibt
a a

dem Leser tiberlassen).

Sowohl die Kommutativitiat und Assoziativitédt der Addition und Multiplikation, als
auch die Distributivitdt der Multiplikation iiber der Addition, kommen von denen
in R. Falls Sie noch Zweifel haben, bitte

Ubung 3.1.1

Beweisen Sie, dass die Addition und Multiplikation, die wir auf R? hier oben definiert
haben, kommutativ und assoziativ sind, und dass die Multiplikation distributiv tiber
der Addition ist. '
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Mit der Hilfe dieser Ubung und der vorherigen Bemerkungen haben wir den
folgenden Satz schon bewiesen:

Satz 3.1.1
Die Menge R?, mit der obigen Addition und Multiplikation, ist ein Korper und
wird mit C bezeichnet.

Fragen 3.1.1
Es sei R? mit der Addition +, die wir schon definiert haben, und mit einer “neuen”
Multiplikation:

(a,b) o (¢c,d) == (a-c,b-d).

Ist (R?,+,0) ein Korper? Q@
Wir bezeichnen mit
e Oc :=(0,0) das neutrale Element der Addition,
e 1c:=(1,0) das neutrale Element der Multiplikation,

e —(a,b) := (—a, —b) das inverse Element der Addition, und
a —b

+ (@)= <a2 + 027 a? 4 b2
(a,b) # (0,0).

Wir bemerken dazu, dass R als Teilkdrper (siehe Fuinote auf Seite von C
betrachtet werden kann: In der Tat bemerken wir, dass

> das inverse Element der Multiplikation, wobei

(a,0) + (b,0) = (a +b,0 + 0) = (a + b,0)

und
(a,0)-(0,0) =(a-b—0-0,a-04+0-b) = (a-b,0).

Diese Gleichheiten implizieren, dass die Menge (R x {0}, +,") ein Teilkdrper von
(C,+,-) ist. Dazu behalt die Funktion ¢: R — C, «(a) := (a,0), die Addition und
Multiplikation bei, ndmlich t(a + b) = w(a) + ¢(b) und c(a - b) = i(a) - ¢(b), fir
alle a,b € R. Das heifit, dass als Korper, R mit +(R) identifiziert werden kann
(oder mit anderen Worten, definiert ¢ einen Isomorphismus zwischen (R, +,-) und
(R x {0}, +,-), wobei der letzte ein Teilkérper von C ist. Also kann R als Teilkérper
von C betrachtet werden (bemerken Sie, dass ¢ bijektiv ist).

Fragen 3.1.2

Ist ({0} x R,+,-) ein Teilkérper von (C,+,-)? Also, konnten wir a € R auch mit
(0,a) identifizieren, um eine zweite Identifizierung von R als Teilkérper von C zu
erhalten? @
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Vertiefungen 3.1.1

Sie werden héufig auf Funktionen mit Eigenschaften stoflen, wie sie von ¢ erfiillt
werden. Die mathematische Bedeutung ist die folgende: Es seien G; und G,
(nichtleere) Mengen mit jeweiligen Verkniipfungen o; und o,. Nehmen wir an, dass
diese Verkniipfungen der Mengen G; und Gy eine spezifische Struktur geben (z. B.
(G, 0;) ist eine Gruppe, ein Monoid, falls jede G; zwei Verkniipfungen besitzt, ein
Korper, usw.). Es sei a: G; — G3 eine Funktion. Da die Definitionsmenge und
Zielmenge eine mathematische Struktur haben, mochten wir, dass die Funktion «
vertraglich mit der Struktur ist. Was heifit das? Das heifit genau:

a(goy h) = a(g) os a(h). (3.1.1)

Warum wird eine solche Eigenschaft erfordert? Angenommen, zum Beispiel, die
Funktion « ist injektiv, und wir wollen G; mit ihrer Struktur, also mit oy, mit
einer Teilmenge von Go identifizieren, wobei die Verknipfung auf a(Gy) durch die
Beschrinkung von oy auf a(G1) gegeben ist. Die Tatsache, dass wir die Verkniipfung
oy von (5 verwenden méchten, um G mit ihrer Struktur mit einer Teilmenge von
Go mit (der Einschrankung) der Verkniipfung oy zu identifizieren, sagt uns genau,
dass, wenn wir vorher g oy h betrachten, und es dann als Element von G5 sehen
(a(g o1 h)), wir dasselbe erhalten sollten, wenn wir zuerst g und h als Elemente
von G sehen und dann die Verkniipfung von Gy verwenden (a(g) op a(h)). Mit
mathematischen Symbolen, ist diese Eigenschaft genau (3.1.1).

Im Allgemeinen (also, ohne Injektivitdt von «) ist (3.1.1) genug zu beweisen,
dass, zum Beispiel, falls (G;, 0;) Gruppen sind mit jeweiligen neutralen Elementen
e;, fiir 1 = 1,2, dann ist

1

ale;) =e; und alg) ' =a(g™), firalle g€ G).

A

Der Grund, warum wir die Multiplikation wie oben (und nicht als, zum Beispiel,
(a,b)(c,d) = (a-c,b-d)) definiert haben, ist genau, weil jetzt die Gleichung 2>+1 = 0
eine Losung in C hat. In der Tat bemerken wir, dass

(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-1+1-0) = (—1,0) = —(1,0).

Da wir das Element (1,0) mit 1 € R identifiziert haben, sagen uns die obigen
Gleichheiten, dass (0,1)> = —1 oder, mit anderen Worten, dass (0,1)2 + 1 = 0.
Dieses Element ist sehr wichtig und hat daher das Recht auf einen Namen.

Definition 3.1.1
Das Element (0,1) heifit imagindre Einheit, und wird mit dem Symbol i
bezeichnet.
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L J

Wie schon erwdhnt, haben wir eine reelle Zahl a mit dem Paar (a,0) identifiziert.
Ahnlich ist ai genau (a,0) - (0,1) = (0,a). Also erhalten wir

a+1ib= (a,0)+ (0,b) = (a,b), fir alle a, b € R.

Mit dieser Identifikation werden dann die Addition und Multiplikation sehr einfach
zu betrachten, da, flir beliebige a; € R und b; € R, ¢ = 1,2, ist es leicht zu sehen,
dass

((11 +1b1) + (CZQ +1b2) = a1+ta +1(b1 +b2)7 und
(a1+ib1)-(a2+il72) = (a1-a2—61-bg)+i(a1~bg+a2-b1):
= al-a2+ia1-b2+ia2-bl+izb1-bg.

Daher kénnen wir eine komplexe Zahl (a,b) mit a+1ib bezeichnen und die Additions-
und Multiplikationsoperationen durchfiihren, indem wir a + ib als Polynom (ersten
Grades) in reellen Koeffizienten behandeln, wobei i? berticksichtigt wird —1.

Definition 3.1.2
Fiir eine beliebige komplexe Zahl z = a + ib, wobei a,b € R, heifit

e a der Realteil von z, und wird mit Re z bezeichnet, und

e b der Imaginarteil von z, und wird mit Im z bezeichnet.

Und noch eine

Definition 3.1.3
Die Abbildung von C nach C gegeben durch z = a +ib — Z = a — ib heifit
komplexe Konjugation. Die Zahl Z heifit der komplex konjugierte von z.

Die komplexe Konjugation ist ein Korperautomorphismus. Was bedeutet dieses
Wort? Sie ist ein Automorphismus von C (eine Bijektion von C nach C) die mit der
Kérperstruktur vertriglich ist (sieche Vertiefungen [3.1.1), d.h.

Dazu gilt
(2) = 2. (3.1.4)

Ubung 3.1.2
Beweisen Sie, dass die komplexe Konjugation vertriglich mit der Kérperstruktur
von C ist. '
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Definition 3.1.4
Gegeben eine komplexe Zahl z = x 41y, ist der Betrag |z| von z die reelle Zahl

2| := /22 + 2

Bemerkung 3.1.1

Wenn man die komplexe Zahl z+iy als Punkt (z,y) € R? in der Euklidischen Ebene
betrachtet, dann ist der Betrag von z genau der Abstand vom Ursprung. (Dies ist
eine Folge des Satzes von Pythagoras, siche Abbildung|3.1.1J).

/)
P; C(X\\QB = M{j
XTr]
J
L
"
X

Figure 3.1.1

Wir bemerken dazu, dass fir eine beliebige komplexe Zahl z, ist |z| > 0, und
Gleichheit gilt genau dann, wenn z = 0. &

Wir bemerken dazu, dass
z-Z= |z (3.1.5)

In der Tat haben wir
z-Z=(z+iy) (v —iy) =2 +i(yr —ay) —i%y* = 2° +y* = |2].

Lemma 3.1.2
Fiir beliebige komplexe Zahlen z,w € C gelten die folgenden:
Z+Z

2 )

2i

1. Rez =

2. Imz =
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3. z=% <= z € R (wobei R als Teilkirper von C betrachtet wird);

4. falls z # 0, ist z=! genau |Z‘2;
z

9. 2] = |2l;

6. |Rez| < |z| und |Im z| < |z|;

7 ]z wl =2 - |wl;

8. (Dreiecksungleichung) |z + w| < |z] + |w|.

s

Nzl = Jwl] < |z + wl,

Beweis: Die (Un)Gleichheiten in 1., 2., 3., 5. und 6. sind leicht zu beweisen, und
ihre Uberpriifung bleibt dem Leser iiberlassen.
Um 4. zu beweisen, bemerken wir, dass das Multiplizieren beider Seiten von
2z -z = |z|* (siehe (3.1.5)) mit 27! ergibt z = |2]2271. Da z # 0, ist |z|*> # 0,
und daher kénnen wir beide Seiten mit (]z|*)~! multiplizieren und erhalten, dass
-1_ =

z —W

Wir beweisen nun 7. mit der Hilfe von (3.1.5). Wir haben dann, dass
2w = (z-w) - (z-w) = (2 w) - (Z-w) = (2 2) - (w- ) = [z,

wobei die zweite Gleichung aus kommt. Die Gleichheit in 7. ist dann eine
Folgerung der Tatsache, dass |z| > 0 fiir alle komplexen Zahlen z.

Nun beweisen wir die Dreiecksungleichung. Zuerst bemerken wir, dass ,
und 1. in diesem Lemma implizieren, dass

zW+w-Z=z-W+z -w=2Re(z -w) <2|z-w|,

wobei die letzte Gleichung aus 6. aus diesem Lemma kommt. Mit der Hilfe der
obigen Gleichheit, fiir die Dreiecksungleichung, geniigt es dann zu bemerken, dass

|z +w| (z+w)(z—|—w) bl z+w)(EZF+w)=z2-Z4+z-W+w-Z+w-wW
6.
ELD 12 4 jwf 4+ 2Re (2 ) € |2 + wl? + 2]z - ]
= |2” + |w] + 2lz[[@] 2 |21” + |w] + 2lz|w| = (|2] + |w])*.
Nun geniigt es zu bemerken, dass falls a,b € R nichtnegativ sind, dann a < b <=
a? < b? (Warum gilt diese Aquivalenz? Siehe Lemma ..und warum impliziert

diese Tatsache die Dreiecksungleichung?).
9. Ubung fiir Sie. Ol
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Ubung 3.1.3
Beweisen Sie, dass fiir alle z € C\ {0} ist

1= (271
o

Ubung 3.1.4
Visualisieren Sie die Ungleichungen in 8. und 9. von Lemma mit Hilfe der

Abbildung )

Figure 3.1.2

3.2 Die Polarform der komplexen Zahlen

Es ist bekannt (oder leicht zu beweisen), dass ein Punkt in der kartesischen
Ebene, der nicht der Ursprung (0, 0) ist, entweder durch seine Abszisse und Ordinate
(x,y) oder durch seine Polarkoordinaten (r, ) bestimmt wird:

o Fiir jedes P = (x,y) definieren wir als r den Abstand von P vom Ursprung
und nennen diesen Abstand den Betrag oder den Radius;

o Der Winkel 0 ist genau der Winkel, den die Halb-Gerade ¢ durch den Ursprung
und P, und die Halbachse der positiven Abszisse bildet (siehe Abbildung).

Bemerkung 3.2.1 (a) Wir bemerken, dass der Winkel § nur bis auf ganzzahlige
Vielfache von 27 bestimmt, da die Winkel 6 + 2nk, fiir k € Z, den gleichen
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Punkt P beschreiben. Da dies verwirrend sein kann, ist es in einigen Situ-
ationen niitzlich, den Winkel auf Werte im Intervall [0,27) oder (—m, 7| zu
beschranken.

(b) Gegeben zwei Punkte in Polarkoordinaten, (r1,6;) und (rs,6;), wann stellen
sie denselben Punkt in der Ebene dar? Genau dann, wenn

ri=ry, und Ik €Z, sodass 0 = 0y + 27k.

Zc
—

5

Die Formeln zum Umschalten von polar zu kartesischen Koordinaten lauten
wie folgt:
x =r1-cosf

y=r1r-sin6
und vice versa

r =\ 2?4 y?
0 - in 6 Y
cosl) = ——, sinf = ———.
¥ +y? Vit
Da wir eine komplexe Zahl (x,y) mit x + iy bezeichnet haben, erhalten wir
die Polarform einer komplexen Zahl:

x+iy =r(cosf +1sin0h)
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Das Produkt und der Quotient zweier komplexer Zahlen lassen sich sehr einfach
veranschaulichen, wenn wir die Zahlen in Polarkoordinaten ausdriicken. In der Tat,
gegeben zwei nicht-nulle komplexe Zahlen in Polarkoordinaten, z; = ri(cosf; +
isinf;) und 2z = ry(cosfy + i sinby), wir erhalten

2129 = rira(cos By + i sinfy) - (cos by + i sinby)
= r173[(cos 0y cos By — sin Oy sin 05) + i (cos 6 sin Oy + sin 0 cos 65)]
= rirafcos (01 + 02) + i sin (0; + 05)].
(3.2.1)
Die letzte Gleichheit folgt aus der bekannten Formel:

cos (01 + 05) = cos 6 cos b, F sin 0y sin Oy

sin (01 £ 05) = sin 64 cos 6, £ cos 6; sin 5.

Also: der Betrag eines Produktes zweier komplexer Zahlen ist das Produkt der Be-
trage, und der Winkel ist die Summe der Winkel.

Ubung 3.2.1
Aus (3.2.1), priifen Sie nach, dass gegeben z = r(cosf +1 sinf) # 0, ist

2t =r"cos (—0) +isin(—0)) = (cosd — i sin ),

und dass, gegeben z; = ri(cosf; +1sin#;) und zo = ry(cosfy + 1 sinby), ist

A _ Q[cos (01 — 03) +1 sin (6, — 6,)].

z2 T2
'

Formel ((3.2.1) kann durch Induktion verallgemeinert werden (wie?): Gegeben
(nichtnulle) komplexe Zahlen z; = r;(cos0; +1i sin6;), fir j = 1,...,n, ihr Produkt
ist durch die folgende Formel

2122"'Zn:TlT'Q"'Tn(COS(el+(92—|—"'—|—9n)+iSin<91—|—92+"'+0n))

gegeben. Falls z; = z = r(cosf +1i sinf) fir alle j = 1,...,n, dann erhalten wir die
Formel von de Moivre

2" = 1r"(cos (nf) + 1 sin (nd)). (3.2.2)

Jetzt wollen wir (ohne Beweis) eine grundlegende Eigenschaft komplexer Zahlen
angeben, die die Bedeutung und Notwendigkeit der Einfiihrung dieser Erweiterung
reeller Zahlen verdeutlicht. Beginnen wir zunéchst mit einer Definition. Sei P(z)
ein Polynom vom Grad n mit komplexen Koeffizienten, das heifit, dass P(z) =
ag+ a1z + -+ a,z™, mit a; € C fir alle i = 1,...,n. Sei zy seine Nullstelle, das
heift P(zp) = 0. Mit Hilfe der Polynomdivision kann es bewiesen werden, dass es
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ein Polynom Q) (z) gibt, sodass P(z) = (z — 20)®Q1(z). Es kann dann sein, dass z
auch eine Nullstelle von @)1 ist. Dann, nach Wiederholung des vorherigen Verfahres,
erhalten wir ein Polynom Q(z), mit Q(zo) # 0, sodass

P(z) = (2 — 2)"Q(2).

Bemerken Sie, dass ()(z) konstant sein kénnte (falls P(z) = a(z — 29)"), und dass
0 < k < n. Die natiurliche Zahl k heifit Vielfachheit der Nullstelle z,.

Satz 3.2.1
(Fundamentalsatz der Algebra)

FEs sei P(z) ein nicht konstantes Polynom vom Grad n mit komplexen
Koeffizienten

P(z)=ag+a1z+ -+ anz", a;€C, n>1.

Dann hat P(z) eine kompleze Nullstelle, d. h. es gibt eine komplexe Zahl zy,
so dass P(zy) = 0 gilt. Genauer gilt, dass die Anzahl der Nullstellen, wenn sie
mit den richtigen Vielfachheiten gezdhlt werden, insgesamt gleich n ist.

Der letzte Satz in der Aussage des Satzes bedeutet, dass eine Nullstelle der
Vielfachheit k, genau k-mal gezdhlt werden muss. Der Beweis dieses grundlegenden
Ergebnisses erfordert Methoden, die uns nicht zur Verfiigung stehen, und wird in
zukunftigen Vorlesungen behandelt. Wir wollen diese Aussage nur im FEinzelfall
beweisen.

Proposition 3.2.2
Es sei wy € C und n € N, n > 1. Dann hat das Polynom P(z) := 2" —wy genau
n Nullstellen, wenn sie mit ihrer Vielfachheit gezihlt werden. Insbesondere, falls
wo # 0 und wo = r(cos® +1sinf), sind die Nullstellen gegeben durch

0+ 2my

z; = rw(cosb; +isind;), wobei O; = L j=0,1,....n—1. (3.2.3)
n

Beweis: Falls wy = 0, dann ist 0 eine Nullstelle mit Vielfachheit n. Nehmen wir an,
dass wy # 0 und wy = r(cosf +1 sinf). Da die Nullstellen in diesem Fall nicht Null
sind, suchen wir eine komplexe Zahl 0 # z = R(cos ¢ +1 sin ¢), sodass 2" = wy. Mit
der Hilfe der Formel von de Moivre und Bemerkung (b), erhalten wir, dass

R'"=r und np=60+42rk, fir ke Z.

Die erste Gleichung gibt uns, dass R = ru gilt. Die zweite Gleichung sagt uns, dass
= gin’rk? fir k € Z. Es sei, fur alle j € Z,

1< <0+27Tj> .. <0+27rj>>
zji=1Tn | COS 4+ 1 sin .
n n
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Wir miissen beweisen, dass die verschiedenen Werte der z;s genau die sind, die durch
j=0,1,...,n— 1 gegeben sind, selbst wenn j iiber die gesamte Menge der ganzen
Zahlen Z lauft. In dieser Hinsicht reicht es aus, zu beachten, dass gegeben j € Z es
ein j/ € {0,1,...,n — 1} gibt, sodass j = nm + j/, fir ein m € Z (warum ist das
so?), und dass

1( <9+27rj> o <9+27rj>>
zj =rnfcos|{——— | +1isin| ——
n n

_ i (cos <9+27T(nm+j’)> +i sin <0+2W(nm+j’)>)

n n

=7rn|cosS| ———— | +1sin| ——— = Zj.
n n

Aus der Form der n-ten Wurzeln einer komplexen Zahl w, die durch
gegeben ist, ist leicht zu erkennen, dass sie, wenn sie auf der Ebene dargestellt wer-
den, die Eckpunkte eines regelméafligen Polygons von n Seiten bilden. Zum Beispiel
sei n = 4 und w = —1. Da eines der moglichen Argumente von w 7 ist, sind die
Losungen der Gleichung z* = w gegeben durch

—

]

7T ™ .. (T 7T
zj:cos(1+k§>+1sm<1+k§>, k=0,1,2,3

Also bekommen wir ein Quadrat. Im Allgemeinen, falls w = r(cos# + i sin #), dann
sind Loésungen von z" = w die Eckpunkte eines Polygons, die auf einem Kreis von
Radius r=» und Zentrum des Ursprungs liegen (siche Bild unten).
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Ubung 3.2.2
Es sei P(z) = az* + bz + ¢, wobei a,b,c € C und a # 0. Finden Sie alle Losungen
der Gleichung P(z) = 0.

(Hinweis: Beginnen Sie mit der Bemerkung, dass az?+ bz + ¢ = 0 genau dann,

wenn z% + 8z + v =0, wobei 8 = 2 und y = £. Dann schreiben Sie 22 + 3z + 7 als

a

2242224 ()2 + 4~ (£)2 Und dann? Sie haben ein “Quadrat fast erginzt”..) @

Ubung 3.2.3
Es sei P(2) = a,2" 4+ an-12""' + - + ag, mit a; € R und a, # 0.

« Beweisen Sie, dass falls zy eine Nullstelle von P(z) ist (also P(zp) = 0), dann
ist auch % eine Nullstelle von P(z).

» Beweisen Sie, dass falls n ungerade ist, besitzt P(z) mindestens eine reelle
Nullstelle.

)

Ubung 3.2.4 « Es sei z eine komplexe Zahl, sodass 29| = 1. Geben Sie eine
geometrische Beschreibung der Funktion D: C — C, D(z) := zy - 2.

o Beweisen Sie, dass die Wurzeln der Gleichung 2" = 1 eine kommutative Gruppe
beziiglich der Multiplikation in C bilden.
[ )
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3.3 Zusitzliche Ubungen

Ubung 3.3.1 1. Skizzieren Sie in der komplexen Ebene alle Punkte z = (r, ), so
dass:

o Re(2?) > k(k €R)
. Im(%) —k(keR)

2. Es seien a und b zwei verschiedene Punkte in der komplexen Ebene. Skizzieren
Sie in der komplexen Ebene alle Punkte z, so dass
|z —a| =]z =]

gilt. Geben Sie eine geometrische Beschreibung dieser Punktmenge an.

[ )

Ubung 3.3.2
Es seien z und w zwei verschiedene komplexe Zahlen, die beide verschieden von Null
sind. Zeigen Sie, dass die Flache des Dreiecks mit den Eckpunkten 0, z und w gleich

1
5| m(zw)|

ist.

Ubung 3.3.3
Driicken Sie die folgenden komplexen Zahlen in kartesischen Koordinaten aus:

1. (1+44)%
2. (1—i)"
[ )

Ubung 3.3.4
Stellen Sie die Losungen der Gleichung 2° = —1 in der komplexen Ebenen dar. &

Ubung 3.3.5
Zeigen Sie, dass die Gleichung einer Geraden in der komplexen Ebenen in der fol-
genden Form

az+az+c=0mita € Cundc e R

geschrieben werden kann.
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Ubung 3.3.6
Zeigen Sie, dass die Gleichung eines Kreises in der komplexen Ebenen in der folgen-
den Form

azZ+bz+bzZ+c=0mit a,b € Cundc € R

geschrieben werden kann.

[ )

Ubung 3.3.7

Untersuchen Sie die Auswirkung der Transformation z — 1/z, die die komplexe
Ebene ohne den Ursprung auf sich selbst abbildet. Beweisen Sie, dass das Bild einer
Geraden unter dieser Transformation eine Gerade oder ein Kreis ist und dass das
Bild eines Kreises unter dieser Transformation eine Gerade oder ein Kreis ist.

[ )

Ubung 3.3.8 1. Die lexikographische Ordnung <. auf C wird wie folgt definiert.
Seien z = a + b und w = ¢ + id komplexe Zahlen, dann setzt man z <j, w,
wenn:

a < coder (a=cund b<d).

Zeigen Sie, dass die lexikographische Ordnung mit der algebraischen Struktur
des Korpers der komplexen Zahlen nicht vertraglich ist.

2. Zeigen Sie, dass es keine totale Ordnung gibt, die mit der algebraischen Struk-
tur des Korpers der komplexen Zahlen vertraglich ist.

[ )

Die Liosung kubischer Gleichungen (Scipione dal Ferro (1515), Girolamo Car-
dano (1545)). Jede Gleichung dritten Grades

v byt ey +d=0

kann als
2 +pr+q=0 (3.3.1)

geschrieben werden, indem man y durch x — b/3 ersetzt. Wir suchen nach v und v,
so dass eine Losung der Gleichung@ die Form u + v hat. Unter der Annahme
dass u + v eine Losung der Gleichung@ ist, konnen wir zeigen, dass u und v die
Gleichungen

uv:—g und u® 4+ v* = —¢

erfiilllen. Wenn wir die erste Gleichung kubieren, finden wir heraus, dass «? und v?
Losungen der quadratischen Gleichung

2 4qr—p*/27=0
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sind. Mit anderen Worten:

2 3 2 3
3 q q p 3 q q p
U 2+\/4—|—27unv 5 4—1-27

Wir schlielen daraus, dass

2 3 2 3

o ¢ & 0 4 a ¢ p
I RV R NNEE SREDN P Y B 32
x J 5+ 4+27+J 5 \q o (3.3.2)

Die Gleichung stellt neun Zahlen dar, weil jede Kubikwurzel drei Werte hat.
Aber diejenigen, die Gleichung l6sen, sind nur drei, weil uv = —p/3 gelten
muss. Wenn uy, (k = 1,2, 3) die Werte der ersten Kubikwurzel sind, sind die Losun-
gen der Gleichung |3.3.1

xk:uk—gi (k=1,2,3).

Ubung 3.3.9
Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Gleichungen:

1. 22 =3z —-4=0

2. 23 =92 +10=0



KAPITEL 4

FOLGEN
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4.1 Folgen: Alligemeine Eigenschaften

Definition 4.1.1

Eine Folge komplexer (bzw. reeller) Zahlen ist eine Funktion, deren Definitions-
menge die Menge der natiirlichen Zahlen ist, und deren Zielmenge die Menge
komplexer (bzw. reeller) Zahlen ist, d.h. a: N — C (bzw. a: N — R).

Das Bild a(n) wird durch a, bezeichnet und die Folge a wird oft durch (a,)nen
bezeichnet. Aber beachten Sie, dass (a,,)nen nicht als eine Menge betrachtet werden
sollte, weil die Ordnung der Elemente beziiglich n € N eine wichtige Rolle spielt.
Diese Tatsache wird deutlich, wenn der Grenzwert oder Limes der Folge beriick-
sichtigt wird.

4.1.1 Das Konzept von Grenzwert und Konvergenter Folgen

Der Begriff des Grenzwertes ist in seiner Gesamtheit sehr schwer zu verste-
hen, da er irgendwie den Begriff der Unendlichkeit enthélt, der seiner Definition
nach in seiner Gesamtheit unserem Intellekt entgeht. Einer der Griinde, warum es
schwierig war, reelle Zahlen einzufiihren, war genau, weil sie untrennbar mit dem
Konzept des Grenzwertes verbunden sind, das wir noch nicht eingefithrt hatten und
konnten. Der Grenzwert ist daher zusammen mit dem der reellen Zahl eines der
ersten “wahren Konzepte der Analyse”, die in der sogenannten Infinitesimalrech-
nung von grundlegender Bedeutung sind. Es hat Jahre gedauert, um Definitionen
zu haben, die heute allgemein als “préazise” akzeptiert werden, und die Geschichte
ihrer Einfithrung ist sehr lang und definitiv nicht einfach. Was wir hier sehen, sind
die “sauberen” Konzepte, das Endprodukt langer Diskussionen, die wir hier nicht
aufnehmen kénnen.

Beginnen wir mit dem Konzept des Grenzwertes.

Definition 4.1.2
Eine Folge a: N — C heifit konvergent, falls es eine [ € C gibt, sodass

Ve >0, dng =mnp(e), sodass |a, —I| <€ fir alle n > ny. (4.1.1)
Der Wert [ heifit Grenzwert oder Limes der Folge (a,,),en, und wir schreiben

lim a, =1 oder a, — .
n—oo

Eine Folge, die nicht konvergent ist, heiffit divergent.

Eine Folge, die nach Null konvergiert (I = 0) heifit Nullfolge.
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Bemerkung 4.1.1

Wir bemerken, dass um die Konvergenz nachzupriifen, es geniigt (4.1.1)) zu beweisen
fir kleine Werte von e. In der Tat, angenommen, zum Beispiel, dass (4.1.1) fiir alle
e < 1 gilt; dann erhalten wir fiir alle anderen Werte ¢ > 1

la, — 1] < e <€ furalle n > ng(e).
Also kann man ng(¢') als ng(€) definieren, und dann gilt (4.1.1) auch fiir e > 1.

Bevor wir einige Beispiele sehen, versuchen wir, die geometrische Bedeutung
dieser Definition zu verstehen. Um dies zu verstehen, ist es unbedingt erforderlich,
das Konzept von (offener) Umgebung einzufithren. Wir beobachten in dieser Hin-
sicht, dass gegeben [ € C und ¢ € R mit € > 0, die Punkte, deren Abstand von [
kleiner als € ist, durch diese Menge beschrieben werden:

D(l):={z€C||z=1l<e CC (4.1.2)

(Warum ist es so?). Diese Menge ist daher die Menge von Punkten innerhalb einer
Kreislinie des e-Radius, also eine offene Kreisscheibe. Die oben angegebene Defini-
tion des Grenzwertes [ bedeutet Folgendes:

Egal wie klein die Umgebung von 1 ist (Ve >0 ),
ab einem bestimmten Punkt (¥n > ng, wobei ng von € abhdingt, also ng = ng(e) )
befinden sich alle Werte von a in dieser Umgebung (|a, — 1| < € ).

Also, abgesehen von einer endlichen Anzahl von Werten von a, “ab einem be-
stimmten Punkt”, liegen alle Werte von a nahe bei [, so nah wie wir wollen.

LR
~
/ &//’ .
/ Q@ '//‘% \
| a o8
9 I a
\ f/ ‘Qg / z
\ /4
‘q oz L
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Bemerkung 4.1.2
Falls die Folge nur reelle Werte hat, dann ist D.() ein offenes Intervall, d.h.

D(l)y={zeR|l—e<xz<l+e}=(1—¢l+e).

Beispiel 4.1.1
Hier sehen wir Beispiele von konvergenten und divergenten Folgen.

1. Die (reelle) Folge a,, := (—1)" ist divergent.

In der Tat, bemerken wir, dass a,, = 1, falls n gerade ist, und a,, = —1, falls n
ungerade ist. Da |a,—a,.1| = 2 fiir alle n € N, das heifit, dass die Werte von a,,
nicht “nédher und nidher kommen”. Préziser gesagt: wenn es einen Grenzwert
geben wiirde, fiir jedes € > 0 sollten wir ein ng = ny(¢) finden, sodass |a,—| < €
fir alle n > ng. Aber das ist ein Widerspruch, weil |a,, — a,41| = 2, und, wenn
(a,) konvergent wére, sollten wir haben |a,, — apy1| < |a, — U] + |an1 — 1| < 2e,
fir alle n > ng(e). (Also kann diese Gleichung nicht gelten, falls e < 1).
Warum gelten die vorherigen Ungleichungen?

2. Die (reelle) Folge a,, := %, definiert fiir alle n > 1, konvergiert gegen 0.

Wir missen beweisen, dass wir fiir jedes € > 0 eine ng = ng(€) finden konnen,

sodass 1| <e. Da >0 firallen €N, [1| =1 undist 1 < ¢ genau dann,

wenn n > % (welches Lemma ldsst uns sagen, dass die zwei Ungleichungen

dquivalent sind?). Dann kénnen wir no(e) als [ 1] + 1 wéhlen.

3. Die (reelle) Folge a,, := n divergiert, aber in diesem Fall sagt man, dass sie
gegen +oo divergiert (siehe Definition [4.1.3).

L)

Bemerkung 4.1.3
In Kapitel [2| haben wir stabilisierte Folgen definiert (siehe Deﬁnition. Es ist
einfach zu sehen, dass, falls a,, = a, dann ist a der Grenzwert von (a,,)nen- &

Bevor wir die Ergebnisse auf Folgen mit reellen Werten spezialisieren, sehen
wir uns einige Eigenschaften an, die im Allgemeinen gelten, auch wenn die Folge
komplexe Werte aufweist.

Lemma 4.1.1
Es sei a = (ay)nen eine kompleze Folge, die nach | € C konvergiert. Dann, fir alle
€ >0, gibt es ein ng = ny(€), sodass fir alle n > ny gilt

] — e < |an| < |l] +e€. (4.1.3)
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Beweis: Wir bemerken, dass, nach der Konvergenz der Folge und Lemma 9.,
erhalten wir, dass fiir alle € > 0, es ein ng = ng(€) gibt, so dass fiir alle n > ny

an| = U] < lan =] <€

Die Behauptung folgt aus Ubung m (ii).

Ll
Ubung 4.1.1
Finden Sie einen geometrischen Beweis der Ungleichung (4.1.3)), d.h. finden Sie eine
Abbildung, die (4.1.3) erklért. 'Y

Proposition 4.1.2
Es sei a = (ay)nen eine komplexe Folge.

(i) Falls (an)nen konvergiert, ist der Grenzwert eindeutig bestimmd.

(i) Falls (ay)nen konvergiert, dann ist (a,)nen beschrankt, d.h. dass ein R € R,
R > 0 existiert, sodass |a,| < R fiir alle n € N.

(iii) Falls (an)nen gegen I # 0 konvergiert, dann gibt es ein N € N, sodass a, # 0
fir allen > N.

Man kann Eigenschaft (ii) so interpretieren: es gibt eine offene Kreisscheibe
Dg(0) mit Zentrum 0 und Radius R, die alle Werte von a enthélt.

Beweis: (i) Nehmen wir an, dass es zwei verschiedene Grenzwerte /; und [y gibt.
Dann miissen wir einen Widerspruch finden. Wir bemerken, dass d := |l; — l|
positiv ist, weil [y # [5. Dartiber hinaus, da {; und Il Grenzwerte von (a,)nen
sind, sollten wir erhalten, dass

e Ve > 0, Iny = ny(e€), sodass |a, — l1| < € fir alle n > ny, und gleichzeitig
e Ve > 0, Ing = na(e), sodass |a, — la] < € fir alle n > ns.

Aber dann, fur alle € > 0, gegeben N (¢) := max{n,(€), na(€)}, wire
d= ’l1—12| = |l1—an—|—an—l2| < \an—l1|+|an—l2] < 2e.

Dies ist jedoch ein Widerspruch, da d eine feste positive reelle Zahl ist, wihrend

€ eine reelle Zahl ist, die so klein genommen werden kann, wie wir mochten.

Praziser gesagt, erhalten wir einen Widerspruch, jedes Mal € < g (zum Beispiel
d

fiir e = £), weil in diesem Fall wére

d<2e<d.
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(ii) Fir e = 1, impliziert Lemma [4.1.1| dass es ein ng gibt, sodass fiir alle n > ng
ist
la,| < |I| + 1.
Wir sind fast fertig, denn die restlichen Werte von a,, sind endlich! An diesem
Punkt besteht der Trick darin, genau R als max{|a|, ..., |an,-1], |l| + 1} zu
nehmen und wir erhalten

la,| < max{|ai],...,|any-1],|l| +1} = R, fiir alle n € N.

(iii) Es sei € > 0, sodass € < |I| (zum Beispiel, € = %l) Aus Lemma erhalten
wir, dass |a,| > |[| — e > 0 fiir alle n > ng(€), und deshalb ist a,, # 0, fir alle

n > ng.
Ll

Im Beispiel haben wir (nur) ein Beispiel berechnet, und es konnte im
Allgemeinen schwierig sein, einen Grenzwert zu finden. Im Folgenden fithren wir
algebraische Regeln ein, die uns helfen werden, die Berechnung der Grenzwerte
durchzufiihren.

Proposition 4.1.3
Es seien (an)nen und (by)nen zwei konvergente Folgen, mit a, — | und b, — .
Dann gelten

1. a,+0b, = 1+1;
2. Aa, — M, fiir alle A € C;
3.y b, —1-U;

4. Falls ' # 0, existiert ein N, sodass die Folge Z—n wohldefiniert ist fiir alle

n > N, und gegen li, konwvergiert.

Beweis: 1. Wir miissen beweisen, dass fiir alle € > 0, es ein Ny = Ny(e) gibt,

sodass |a, + b, — ({ +1')| < € fir alle n > Ny. Da (a,) und (b,) konvergieren,
kénnen wir ng = ng(e) und ng = ng(e) finden, sodass

la, — 1] < % fir alle n > ng und |b, —I'| < g fir alle n > ny,.

(Bemerken Sie, dass in der Definition des Grenzwertes, ¢ durch g, oder £,...,
ersetzt werden kann; eine beliebige positive Zahl kann als ¢, und auch als

$, oder £, ... , geschrieben werden.) Dann ist, fiir alle n > max{no, ny},
lan — U] 4 b, =" < 5+ 5 =€, und

lan + by — L+ 1) < lan — 1] + by — U] < ¢

fir alle e > 0, und alle n > max{ng, ny} =: No.
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2. Ubung fiir Sie.
3. Wir bemerken zunéchst, dass
|ty bp — U = |an by — an ' + an ! = 1| = |an(bp — U)| + |U'(ay, —1)].

Da (a,) konvergiert, gibt uns Proposition 2. , dass ein R > 0 existiert,
sodass |a,| < R fiir alle n € N. Dann sei L := max{R, |I'|} > 0. Wir erhalten,
dass

|an (b = )| + 11 (an = D = |anl[bn = V'] + [Ullan — 1| < L(Jbn = V] + |an — 1I).
Dann, fiir alle € > 0, gibt es eine ng = ng(e) und eine nj = ny(€), sodass
€ . € ..
la, — 1] < 5 fir allen >ng und |b, —'| < 37 fir alle n > ny,.

(Lesen Sie die Bemerkung hier oben im Beweis von 1.) Wir konnen schlielen,
dass fiir alle € > 0 und alle n > max{n(€), nj(€)} =: Ny(€) wir erhalten

|an by — LU| < L(|by, = U'| +]an —1]) <€
und zwar, dass a, b, — [l

4. Proposition 2| (iii) sagt uns, dass die Folge = wohldefiniert ist, fiir alle
n > N. Um die zwelte Behauptung zZu bewelben durch diese Proposition, Teil
(iii), geniigt es zu beweisen, dass ;- 5o gegen L konvergiert.

Wir bemerken zuerst, dass nach der Konvergenz und aus Lemma folgt,
dass fiir alle € > 0 (und e klein, sieche Bemerkung[4.1.1), es eine ng = ng(e)
gibt, sodass |b, — I'| < € und |b,| > |I'| — €. Nehmen wir an, dass € < % (das
macht Sinn, weil I’ # 0 nach Voraussetzung). Wir werden in einem Moment
sehen, dass diese Annahme nicht einschrankend ist. Dann haben wir , dass
|ba] > || — € > L ist, und

1 1

by 2

b, —l’
byl

2¢
=P

Dann haben wir bewiesen, dass es fir alle € < %, ein ng = no(e) gibt, sodass
die obige Ungleichheit gilt. Ist das genug? Ja. Die kurze Erlarung ist, dass
die Funktion von ¢, die durch 7] 2¢ definiert wird, so klein wie moglich gemacht
werden kann, und Bemerkung m sagt uns, dass kleine Werte von dieser
Fun2ktion genug sind. Die langere Erkléirung ist die folgende' Es sei € :=
[
2

Mit dem obigen

. Dann ist die Bedingung ¢ < | I aquivalent zu € < ‘l/
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1

Verfahren haben wir bewiesen, dass fiir alle € < 77, es ein ng = no(€’) gibt

(das ist genau ng(€)), sodass fir alle n > ng gilt

1 1

b, U

/

<e€.

Bemerkung|4.1.1[sagt uns, dass die Bedingung € < ﬁ nicht einschrankend ist.

]

4.1.2 Reelle Folgen

In diesem Abschnitt lernen wir Eigenschaften von Folgen mit reellen Werten.
Also, sei a = (ap)nen eine Folge a: N — R. Zuerst bemerken wir, dass

la, — 1| < e ist dquivalent zu —e<a, —1l<e.

(Warum ist das so?)

Lemma 4.1.4
FEs seien (a,) und (by,) zwei reelle Folgen, die gegen | (bzw. I') konvergieren. Nehmen
wir an, dass a, < b, fir allen > N, fir ein N € N. Dann ist | <1['.

Beweis: Wir beweisen dieses Lemma durch Widerspruch. Nehmen wir an, dass
[ >1'. Esseie sodass 0 < € < % Dann ist I’ + ¢ < [ — ¢, und durch Konvergenz
hétten wir, dass b, < '+ € <[ — € < ay, fur alle n > max{N,ng(€),nj(e)}. Aber
das ist ein Widerspruch, weil wir angenommen haben, dass fiir alle n > N, a,, < b,
ist. ]

Bemerkung 4.1.4
Bemerken Sie, dass es nicht wahr ist, dass a, < b, impliziert, dass [ < 'l Zum
1

Beispiel, es seien a, = 0 fir alle n € N und b, = g Dann gilt a,, < b, fur alle

n € N, aber die Grenzwerte sind [ =’ = 0. O
Noch ein Lemma fiir reelle Folgen:

Lemma 4.1.5
FEs sei (ay,) eine reelle Folge, die nach I > 0 konvergiert. Dann gibt es ein N € N,
sodass fiir allen > N, gilt a,, > 0.

Beweis: Ubung Ol
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Fiir reelle Folgen kann das folgende Konzept eingefiihrt werden:

Definition 4.1.3
Eine reelle Folge (a,)nen heiBt bestimmt divergent gegen +oo (bzw. gegen
—00), falls

fiur alle N € R, dng € N, sodass a,, > N (bzw. a, < N), fir alle n > ny.

Wir schreiben a,, — oo (bzw. a,, — —o0) oder 1_1}5[_1 G, = +00
(bzw. lim a, = —o0).

n—-+00

Das impliziert, dass, falls a, — oo, fir n gro genug, die Werte a,, beliebig grof3
sind (und falls a,, — —oo, fiir n grof} genug, alle Werte von —a,, = |a,| beliebig grofl
sind). Zum Beispiel ist es einfach nachzupriifen, dass die Folgen {n}, {n*} bestimmt
divergent gegen +oo sind.

Ubung 4.1.2
Beweisen Sie, dass falls a,, — +00, oder a,, — —o0o, dann IN € N, sodass a,, # 0
fir alle n > N, und dass die Folge i, die definiert fir alle n > N ist, eine Nullfolge

ist, d.h. - — 0. ('

an

Satz 4.1.6 (i) (Einschniirungssatz)

Es seien (an)nen, (bn)nen und (c,)nen reelle Folgen, mit a,, < b, < ¢, fir
alle n > N, fir ein N € N. Falls a, — | und ¢, — [, dann ist auch
(bn)nen konvergent, und gilt b, — 1.

(ii) Es seien (an)nen und (by)nen reelle Folgen, mit a, < b, fir allen > N,
fiir ein N € N. Dann, falls a, — +o0o, wir haben b, — 400, und falls
b, — —oo, wir haben a, — —oo.

Beweis: (i) Da a, — [ und ¢, — [, fur alle ¢ > 0 gibt es ein ny(e) und ny(e),
sodass fur alle n > max{ng(¢),ny(€)} gelten sowohl I — € < a,, < [+ € als auch
Il —€e < ¢, <l+ e Da, nach Voraussetzung, a, < b, < ¢, fir alle n > N, wir
erhalten, dass fiir jedes € > 0 und jedes n > max{ng(¢), ny(e), N} gelten

l—e<a,<b,<c,<l+e,

und zwar, dass b, — [.

(ii) Ubung fiir Sie.
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Bemerkung 4.1.5
Bemerken Sie, dass, falls in a, < b, < ¢,, eine oder beide < mit < ersetzt werden,
wiirde die Behauptung des Einschniirungssatzes noch gelten. &

Beispiel 4.1.2
Wichtige Beispiele:

1. Es sei a € R eine positive reelle Zahl und (a,,)nen die Folge a,, := /a. Dann

Va — 1.

Es gibt drei Falle:
e Falls @ = 1, dann ist die Behauptung trivial,

e Falls a > 1: Wir kénnen /a als 1+ x,, schreiben, wobei x, > 0 is Wir
miissen zeigen, dass x, — 0. Es geniigt die Bernoullische Ungleichung

Satz i und den Einschniirungssatz zu benutzen. In der Tat, Satz

hglbt uns, dassa—(l—i—xn)">1+nxn, also x, < “—=. Da = 1 —0

arum?) und dazu 0 < z, < “=, der Elnschnurungssatz 1rnphz1ert
dass z,, — 0.

e Falls a < 1: wir definieren einfach b als 1, die gréBer als 1 ist. Nach (ii)

erhalten wir, dass Vb — 1. Da Va = %b, Proposition [4.1.3| gibt uns,
dass /a — 1.

2. Die Folge {/n} konvergiert, und préaziser gesagt,

Un — 1.

Um diesen Grenzwert zu beweisen schreiben wir {/n als 1 + x,,, mit x,, > 0
(Warum kénnen wir {/n so schreiben?). Dann implizieren der Binomische
Lehrsatz (Satz|1.4.6) und die Tatsache, dass ,, > 0 ist, dass

L -1
n=1+z,)"=Y (Z)ﬂcﬁ > (Z) xh = n(n2 )xi
k=0

Dann, fir alle n > 1 gilt 0 < z, < ,/%, und der Einschniirungssatz im-
pliziert, dass x,, — 0, und deshalb /n — 1.

3. (Geometrische Folge) Es sei ¢ € R und {¢" },.en die sogenannte geometrische

Folge. Dann
0 falls |g| < 1
) n falls g =1
lim ¢" =
n—+oo +oo falls ¢ > 1

existiert nicht falls ¢ < —1.

'Warum? Man sollte zuerst beweisen, dass > 1 genau dann, wenn =™ > 1; und dann...?



4.1. FOLGEN: ALLGEMEINE EIGENSCHAFTEN 119

Wir beweisen nur, dass ¢" — 0 falls 0 < ¢ < 1. Die anderen Félle sind eine
Ubung fiir Sie.  Wir schreiben ¢ als ﬁ mit p > 0. Dann impliziert die
Bernoullische Ungleichung (Satz|2.1.4)), dass

1 1 1

0<q¢" = < < —
1 (14+p)» ~— 1+np np

und da nip — 0, erhalten wir aus dem Einschniirungssatz, dass ¢" — 0.

Eine wichtige Klasse von Folgen ist gegeben durch die Folgenden:

Definition 4.1.4
Es sei (ap)nen eine Folge reeller Zahlen. Dann heifit sie

e monoton wachsend oder steigend, falls a,, < a,,, flr alle n € N;

e monoton fallend, falls a,, > a,,, flir alle n € N.

Die Wichtigkeit dieser Klasse von Folgen liegt im folgenden Ergebnis:

Satz 4.1.7
Es sei (ap)nen eine reelle monoton wachsende oder monoton fallende Folge.

(i) Dann ist (a,) beschrinkt genau dann, wenn sie konvergiert. In diesem
Fall, es sei |l der Grenzwert. Dann ist

sup{a,,n € N}  falls (a,) monoton wachsend ist und
| —
inf{a,,n € N}  falls (a,) monoton fallend ist.

(ii) Falls (an)nen nicht beschrankt ist, dann a, — —oo, falls sie monoton
wachsend ist und a, — —oo, falls sie monoton fallend ist.

Wir bemerken zuerst, dass, falls (a,) beschrankt ist, ist die Ordnungsvollstandigkeit
von R ein wesentlicher Bestandteil des Beweises dieses Satzes.

Beweis: (i) Wir haben schon bewiesen, dass eine konvergente Folge immer beschrénkt
ist (siehe Proposition[4.1.2] (ii)). Die iiberraschendste Tatsache ist also, dass
falls eine monoton wachsende Folge beschrankt ist, sie konvergiert. (Die Vo-
raussetzung, dass (a,) monoton wachsend oder fallend ist, ist essenziell, weil
im Allgemeinen beschriankte Folgen nicht konvergent sind, siehe z. B. Beispiel

)
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Es sei dann (a,,) eine monoton wachsende, beschrankte Folge. Wir miissen be-
weisen, dass sie konvergiert und dass der Grenzwert genau sup{a,,n € N} =: [
ist. Per definitionem von Supremum haben wir, dass

(a) a, < fir alle n € N und
(b) fir alle € > 0, es ein ng € N gibt, sodass | — € < ap,.
Da nach Voraussetzung (a,) monoton wachsend ist, erhalten wir aus (a) und
(b), dass fiir alle € > 0, es ein ny € N gibt, sodass fur alle n > ng gilt
l—e<ap, <a, <lI,

und zwar, dass a,, — [.

Fiir monoton fallende Folgen gentigt es zu bemerken, dass (a,,) monoton fallend
ist genau dann, wenn (—a,) monoton wachsend ist und dass
inf{a,, n € N} =sup{—a,, n € N} (Warum ist es so?).

(ii) Ubung.

Eulersche Zahl

Der folgende Satz erlaubt uns eine wichtige (irrationale, transzendente) Zahl
zu definieren, und zwar die Eulersche Zahl.

Satz 4.1.8
Die Folge (an)nen(oy definiert als

1 n
Qp, = (1+—>
n

ist konvergent. Der Grenzwert wird Eulersche Zahl genannt und mit
net.

73]
(&

bezeich-

Wie so oft in der Mathematik, berechtigt uns das Ergebnis eines Satzes zu
einer neuen Definition. In diesem Fall ist der durch diese Folge definierte Grenzwert
(der dank des Satzes existiert und endlich ist) die wichtige Eulersche Zahl e. Wie wir
spéter sehen werden, ist dies nicht die einzige Moglichkeit, diese Zahl einzufiihren
(siehe Beispiel . Es wurde von Bernoulli im 17. Jahrhundert auf diese Weise
eingefiihrt. Seine Irrationalitdt wurde von Euler im 18. Jahrhundert demonstriert,
und einige Jahre spéater bewies Hermite seine Transzendenz. Wie wir spéter sehen
werden, ist diese Zahl fiir die Analysis, und im Allgemeinen fiir die Mathematik,
von grundlegender Bedeutung, beispielsweise als Basis von Logarithmen.

Beweis: Dank Satz reicht es aus zu beweisen, dass (a,) monoton (wachsend)
und beschrankt ist.
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(i) (@n)n>1 ist monoton wachsend.

Wir bemerken zuerst, dass a; = (1 + 1)! = 2, und dass fiir alle n > 2 wir
haben:

n=l 1—

Wir mochten nun die Bernoullische Ungleichung (Satz|2.1.4) benutzen. Wir
brauchen jedoch eine stéarkere Ungleichung als die, die wir bewiesen haben,
und zwar:

(I14+x)">1+nx (4.1.4)

fiir alle n € N, n > 2, und alle z € R mit 1 + 2 > 0 und x # 0. Der Beweise
kann aus dem Beweis des Satzes adaptiert werden, und wir {iberlassen
ihn dem gewissenhaften Leser. Wir bemerken dann, dass 1 — n% > 0 (warum?),
und (4.1.4) impliziert, dass fiir alle n > 2 gilt

1\" 1 1
Mit der Hilfe der obigen Gleichheiten und (4.1.5) haben wir bewiesen, dass fiir
alle n > 2 gilt
_ " 1
n _ ( ”2> > n o__ 1’

Ap—1 - -

oder, mit anderen Worten, dass a, > a,; fiir alle n > 2. Also ist (a,)n>1
monoton wachsend.

(ii) (an)n>1 ist beschrinkt.

Wir definieren die folgende Folge (by,)n>1,

1 n+1
b, == (1 + —) )
n

Mit einem dhnlichen Verfahren wie dem vorherigen, ist es leicht zu beweisen
(oder, mit anderen Worte, dies ist eine Ubung fiir Sie), dass fiir alle n > 2 ist

e (1eH)T (1))

et~ () ()
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Aus (4.1.4) folgt es, dass
1 " n
1 > 1
< + n? — 1) * n?—1

1
> 1+ o 1 4+ —, und wir kénnen schlieflen,
1 n? n

und offensichtlich 1 +

n2_

dass (1 1) :
b ‘|‘g 1+E B
b’nil o (1 + n21_1>n < 1 +/,% - 1)

und deshalb b, < b,_; fur alle n > 2. Dazu bemerken wir, dass b; = 4, also
b, < 4 fir alle n > 1.

Endlich bemerken wir, dass 1 + % > 1 impliziert, dass a,, < b, fir alle n > 1,
also
2:a1§an<bn§b1:4, (416)

und (ay),>1 ist beschrankt.

Eigentlicht folgt aus (4.1.6), dass a, < by fiir alle & > n, und kann man die Werte
von b, benutzen, um den Grenzwert e anzugleichen. Eine grobe Annéherung an e
(aber denken Sie daran, dass e irrational ist!) ist gegeben durch

e =2.7182818284 . ..

(aber die Punkte bleiben miissen, weil e irrational ist! Sie bedeuten in diesem Fall,
dass die Folge von Dezimalstellen nicht periodisch fortgesetzt wird). Ol

4.2 Haufungspunkte und Bolzano-Weierstral3

Nun fiithren wir das Konzept vom Haufungspunkt ein.

Definition 4.2.1
Es sei (an)nen eine komplexe Folge. Dann ist a € C ein Haufungspunkt der
Folge (a,)nen falls,

(*) fiir jedes € > 0 gibt es unendlich viele Elemente der Folge (a,) in D.(a).

Bemerkung 4.2.1

Spéter in dieser Vorlesung werden wir ein anderes Konzept des Haufungspunktes
einfiihren, das sehr unterschiedlich vom Konzept des Haufungspunktes fiir Folgen
ist, d.h. das Konzept von Haufungspunkt fiir eine Teilmenge von C E}
Gegeben eine Teilmenge A von C, wir sagen, dass zy ein Haufungspunkt fiir A ist,
wenn

2oder im Allgemeinen, fiir Teilmengen einer Menge, wo das Konzept von Umgebung definiert
werden kann.
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(**) fiir alle € > 0, enthalt D.(a) \ {a} ein Element von A.

Mit dieser Definition kénnen wir wirklich sehen, dass die Punkte der Teilmenge A
sich nahe a anhdufen (siche Abbildung|4.2.1).

—= ( =-( ;:(:-,1:‘,**-7— » )-—-
X X

Figure 4.2.1

Andererseits ist diese Anhaufung fur die Hiufungspunkte einer Folge moglicher-
weise nicht sichtbar, wenn die Werte der Folge auf der komplexen Ebene dargestellt
werden. Zum Beispiel, falls (a,)nen die konstante Folge ist, d.h. es ein a € C ex-
istiert, sodass a, = a fir alle n € N, der einzige Haufungspunkt der Folge ist a
(warum ist es so?), aber es gibt keine Punkte in D.(a) \ {a}, fur alle e > 0. Also
wére in diesem Fall a kein Haufungspunkt der Teilmenge der Werte von (a,)y, die
genau {a} ist. In der Tat besitzt die Teilmenge {a} keine Haufungspunkte.

Wenn Sie etwas verwirrt sind, ist das wie immer ein gutes Zeichen. Aber in
diesem Fall miissen Sie die ndchsten zwei Minuten damit verbringen, “IThre mentalen
Knoten zu 16sen”.

%

In diesem Abschnitt sehen wir jedoch nur das Konzept der Haufungspunkte
fir eine Folge.

Beispiel 4.2.1 « Der (einzige) Haufungspunkt der Folge (n%rl) . ist 0. In der

Tat enthélt die Umgebung D,(0) alle Elemente a,, mit n > [1]. (Warum?)
Ich lasse Sie beweisen, dass 0 der einzige Haufungspunkt ist.

« Fiir die Folge (—1)" sind die Haufungspunkte 1 und —1. (Bitte priifen Sie
diese Tatsachen nach.)

 Fir die Folge a,, = sin(nn), was sind die Haufungspunkte?

 Besitzt die Folge sin(n) Haufungspunkte?
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Im Allgemeinen ist es nicht einfach, die Hiufungsspunkte explizit zu finden.
In der Mathematik besteht ein erster Schritt darin, zu wissen, dass diese Punkte
sicherlich existieren (ein anderes Problem besteht darin sie spéter explizit zu finden).
Dies ist der Inhalt eines wichtigen Satzes, fiir den wir ein neues Konzept bendtigen,
das eng mit dem Konzept des Haufungspunktes verbunden ist.

Definition 4.2.2
Es sei (an)nen eine komplexe Folge und {ng}reny eine Folge von natiirlichen
Zahlen, sodass ny < ng4; fiir alle € N. Dann heifit (a,, )ren eine Teilfolge von

(an)n€N~

Aus der Definition folgt, dass ny — +oo, fir k — +o0.

Zum Beispiel, falls ny, := 2k+1, ist (a,, ) = {a1, as, as, .. .} eine Teilfolge. Also,
muss die Folge der Indizes strikt monoton wachsend sein, d.h. ng,1 > ny fir alle
k € N (und nicht nur ngq > ng).

Der néichste wichtige Satz erklart uns die Rolle der Teilfolgen.

Satz 4.2.1
Es sei (ap)nen eine kompleze Folge. Dann ist a € C ein Hdaufungspunkt der
Folge (an)nen genau dann, wenn eine Teilfolge (a,, )ren existiert, die gegen a
konvergiert.

Eine wichtige Bemerkung ist, dass es sein kann, dass die ganze Folge (a,)nen gegen
a nicht konvergiert. Es gibt sehr viele Beispiele dieser Tatsache und wir haben schon
eins gesehen: Die Folge ((—1)"),e ist nicht konvergent (siehe Beispiel[4.1.1]1.), aber
die Teilfolgen ((—1)*)gen (hier ny = 2k) und ((—1)**™) ey (hier ny, = 2k + 1) sind
konvergent, weil sie konstant sind ((—1)%* = 1 und (—1)**! = —1 fiir alle k € N).
Koénnen Sie mehr Beispiele finden?

Ubung 4.2.1

Beweisen Sie, dass falls a,, gegen [ konvergiert, dann konvergiert gegen [ auch eine

beliebige Teilfolge. [ )

Beweis: o Wir beweisen zuerst die Implikation “ = ”: Also, es sei a ein Hau-
fungspunkt der Folge (a,)nen; wir miissen eine Teilfolge finden, die gegen a
konvergiert. Es sei ¢, = =7 und D, (a) = {z € C | |z —a| < €.}, die

offene Kreisscheibe mit Zentrum a und Radius €,. Da a ein Haufungspunkt
von (G )nen ist, gibt es in D, (a) unendlich viele Elemente der Folge (a,)nen;
es sei a,, ein Element, das D, (a) gehort, fir ein n; € N. Nehmen wir nun
D.,(a): da D.,(a) unendlich viele Elemente der Folge (a,),en enthélt, konnen
wir ein ny € N finden, sodass ny > n; und a,, € D, (a). Gehen wir also so
weiter, aber genauer gesagt, verwenden wir die Induktion: Nehmen wir an, wir
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haben Elemente a,, gefunden, fur h = 1,...,k — 1, sodass a,, € D,,(a) fur
alle h=1,...,k — lund ng_q > ng_9 > -+ > ny. Dann, per definitionem von
Haufungspunkt, besitzt D,, (a) unendlich viele Elemente von (ay)nen; es sei I,
die Indexmenge dieser Elemente, die unendlich ist. Dann besitzt die Menge
It \ {n1,n9,...,ng_1} ein Element [, sodass | > nj_y ist (Warum ist es so?).
Es sei nj ein solches Element. Dann haben wir ein Element a,, gefunden,
sodass an, € D, (a), und sodass ng > ng_1 > ng_o > -+ > ny.

Was zu beweisen bleibt, ist, dass (a,, )ren gegen a konvergiert. Zuerst be-
merken wir, dass D, (a) € D (a) fiir alle /' € N mit &' > %k und fiir alle
k € N. Dann ist a,,, € D, (a) fir alle & > k und alle k¥ € N. Per definitionem
von D, (a), heifit dies, dass

lan,, —a| < e, firalle & > k.

Reicht dies aus, um zu beweisen, dass (an, )ren gegen a konvergiert? Fast.
Wir miissen im Prinzip alle € > 0 erlauben und nicht nur die Werte der Folge
(€x)ken, wobei €, = T}rl Aber diese Folge konvergiert gegen 0 und deshalb
sind ihre Werte so klein wie wir wollen. In der Tat, fiir alle € > 0, gibt es ein
k = k(e), sodass k%_l < € (was ist genau k7). Dann haben wir bewiesen, dass
es fiir alle € > 0 ein k = k(e) gibt, sodass fiir alle &' > k ist

lan, —a| < e, <e, firallek' >k,
und endlich erhalten wir die Konvergenz von (ay, )ren gegen a.

o Nun beweisen wir “ <= ": Es sei (an, )ren eine Teilfolge, die gegen a kon-
vergiert. Das heift, dass es fur alle € > 0 ein k = k(e) gibt, sodass

lan,, —al <€, firalle & > k.

Das bedeutet, dass D(a) unendlich viele Elemente von (a,),en besitzt und
zwar die Elemente ay,,, fiir alle &' > k = k(e). Dann ist a ein Haufungspunkt

von (an)nEN-
[]

Ubung 4.2.2

Es ist immer eine gute Ubung in den Vorlesungen von Mathematik, die Beweise
fiir einige konkrete Beispiele zu wiederholen. Versuchen Sie das obige Verfahren zu
wiederholen, fiir die Folgen (a,)nen, wobei a,, = a fir alle n € N, oder a,, = (—1)"
fir alle n € N, oder anzni+1 fiir alle n € N. 'S

Natiirlich, in den Folgen der obigen Ubung, haben wir schon bemerkt, dass
die Folgen einen Haufungspunkt besitzen (oder, dass sie eine konvergente Teilfolge
besitzen). Aber gibt es eine Kategorie von Folgen, fiir die wir sicher sind, dass sie
Héufungspunkte besitzen? (oder, dass sie eine konvergente Teilfolge besitzen?)
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Wie bereits erwahnt, gibt es einen grofien Unterschied zwischen dem Auffinden
eines Haufungspunktes und dem Wissen, dass er existiert. Manchmal muss man sich
in der Mathematik auf wichtige Theoreme berufen, um zu wissen, dass ein Objekt
existiert, anstatt zu versuchen, es explizit zu finden. Der néchste Satz ist von
grundlegender Bedeutung, um die Existenz von Haufungspunkten (oder konvergen-
ten Teilfolgen) zu kennen und wir werden in unserem mathematischen Leben viele
Beispiele dafir sehen.

Satz 4.2.2 (Bolzano-Weierstraf})
Jede beschrankte reelle Folge (a,)nen besitzt eine konvergente Teilfolge und des-
halb einen Hdaufungspunkt.

Zum Beispiel erlaubt uns der Satz von Bolzano-Weierstrafl zu sagen, dass die
Folge {sin(n)},en einen Haufungspunkt besitzt (weil —1 < sin(n) < 1 fir alle
n € N), selbst wenn es nicht einfach ist, ihn explizit zu finden.

Beweis: Auch der Beweis dieses Satzes, wie der des Satzes wird die Ord-
nungsvollstandigkeit von R nutzen.

Wir beginnen mit der Definition der folgenden Folge: Fiir jede n € N definieren
wir A, := {an, i1, @pio, ... und b, :=inf A,. Da A, D A, 11, wir haben b,, < b,
fir alle n € N (siche Ubung . Dann ist die Folge (b,)neny monoton wach-
send. Dazu ist (a,)neny beschrankt und deshalb ist (b,,)n,en (Warum? Diese Tatsache
benétigt einen kleinen Beweis, der fiir Sie eine Ubung ist). Dann, aus Satz
konnen wir schlielen, dass b, gegen ein b € R konvergiert. Die Behauptung ist, dass
es eine Teilfolge von (a,)nen gibt, die nach b konvergiert. Im néchsten Abschnitt
erstellen wir diese Teilfolge.

Per definitionem von Infimum der Teilmenge Ag wissen wir, dass by + 1 keine
untere Schranke von Ay ist. Deshalb gibt es einny € {0,1,2,...}, sodass a,, < by+1.
Nehmen wir nun b,,+; = inf A,,+1. Da b,, 11 + % keine untere Schranke von A, 1,
ist, gibt es ein ny € {ny + 1,n1 +2,...} (also, ist ny > ny), sodass a,, < bp,+1 + %
Durch Wiederholen dieser Prozedur kénnen wir eine Teilfolge von (a,),en aus den
Indizes ny konstruieren, die gegen b konvergiert.

Genauer gesagt kann Induktion verwendet werden, um die Teilfolge (an, )ren
zu konstruieren und zwar:

o Wir haben schon n; und a,, oben definiert.

o Angenommen, dass es Indizes n{,ns, ..., ny gibt, sodass ny > np_1 > --- > ny
und sodass

1
Ap), < by, 41+ 7 firalle h=1,... k.

Dann werden wir ny; so definieren: Weil b,,, 41 + ﬁ kein Infimum der Menge

A1 = {41, Qnyto, - . .} ist, gibt es einen Index in {ny + 1,7, +2,...}, den
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1

=1 Wir bemerken, dass

wir mit ngy1 bezeichnen, sodass a,, , < by, 41 +
Nkt1 > N

Es sei dann (ay, )gen die Teilfolge, die von den Indizes (ny) definiert wird und wir
bemerken, dass

1
by, < ap, <bp, 11+ 7 firalle k e N, k> 1.

Nun geniigt es zu bemerken, dass (b, )keny und (by, ,+1)ken Teilfolgen von (b, )nen
sind und deshalb gegen b konvergieren (sieche Ubung ; dazu T}rl — 0. Dann
erlauben uns der Einschniirungssatz (Satz (i)), zusammen mit Bemerkung
zu schlieflen, dass (an, )keny nach b konvergiert.

Die Existenz eines Haufungspunktes wird garantiert durch Satz 0J

Korollar 4.2.3
Jede beschrinkte kompleze Folge (a,)nen besitzt eine konvergente Teilfolge und
deshalb, einen Hdaufungspunkt.

Beweis: Es sei a, := x, + iy,, wobei z,,y, € R, fur alle n € N. Da (a,)nen
beschrénkt ist, sind auch die reellen Folgen (z,,)neny und (y,)nen beschriankt. In der
Tat, falls |a,| < R fur ein R > 0, dann sind auch |z,| < R und |y,| < R. (Warum?)

Aus dem Satz von Bolzano-Weierstral konnen wir eine Teilfolge von
(Tn)nen finden, (z,, )ren, die gegen x € R konvergiert. Wir bemerken, dass die
Teilfolge (yn, )ken beschrankt ist (aber nicht unbedingt konvergent) und deshalb,
aus Satz konnen wir eine Teilfolge von (y,, Jren finden, (ynkh)heN, die gegen
ein y € R konvergiert. Da auch die Teilfolge (2, )ren gegen = konvergiert (Ubung

, schliefen wir, dass die Teilfolge (ankh = Tn,, + iynkh)heN der Folge (an)nen
nach z 4 iy konvergiert. 0]

Eine weitere wichtige Kategorie von Folgen ist die von Cauchy-Folge gegebene:

Definition 4.2.3
Eine komplexe Folge (a,)nen wird Cauchy-Folge genannt, falls

Ve >0, Ing =ne(e), sodass |a, —an| <e€ firalle n,m >ng.  (4.2.1)

In einer Cauchy-Folge kommen dann die Werte von a,, immer niaher, wenn n grofl
wird. Dies ist auch ein Phdnomen, das wir von konvergenten Folgen erwarten; in
der Tat gilt das folgende Ergebnis:

Proposition 4.2.4
Jede konvergente komplexe Folge ist eine Cauchy-Folge.
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Beweis: Da (a,)nen konvergent ist, gibt es ein | € C, sodass es fiir alle € > 0 ein
ng = ng(e) gibt, mit |a, —I| < §, fir alle n > ng. Dann, fiir alle n,m > ng(e)
erhalten wir

lan — am| = lan =L+ 1 — ap| < |a, =1 + |am — 1| < €.
O

Wir stellen fest, dass wir in dieser Proposition nicht die Ordnungsvollstandigkeit
von R ausgenutzt haben, auf die wir stattdessen in Sétzen [4.1.7|und |4.2.2| zuriick-
gegriffen haben.

Die Umkehrung dieser Proposition ist ebenfalls wahr, aber ihre Giiltigkeit
héangt stark von der Ordnungsvollstandigkeit von R ab.

Satz 4.2.5
Jede komplexe Cauchy-Folge ist konvergent.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz in zwei Schritten:

o Wir beweisen zuerst, dass jede Cauchy-Folge (a,)nen beschrankt ist.

Es sei € = 1 und ng, sodass fir alle n,m > ng, |a, — a,,| < 1. Dann erhalten
wir, dass

lan| = |an — ang + ang| < Jan — ang| + |an,| < 1+ |an,| fir alle n > ng.

Also ist die Folge (ay,) fiir n groB genug (n > ng) beschrankt. Aber die anderen
Werte (ag, . .., an,—1) sind endlich, deshalb kénnen wir schlieen, dass

|an| < max{|ag|,|a1],.. ., |ano-1]s 1 + |an,|}, fiir alle n € N.

Weil (ay,)nen beschrankt ist, impliziert der Satz von Bolzano-Weiertra$ (oder,
praziser gesagt, Korollar |4.2.3)), dass es eine konvergente Teilfolge (a,, )ken gibt. Es
sei [ € C, sodass a,, — . Der zweite Schritt ist, das Folgende zu beweisen:

o Falls eine Cauchy-Folge eine konvergente Teilfolge besitzt, mit Grenzwert [,
dann konvergiert die ganze Folge gegen l.

(a) Da (an)neny Cauchy ist, wissen wir, dass es fir alle € > 0 ein ny = ng(e)
gibt, sodass fiir alle n,m > ng ist |a, — am| < 5.

(b) Da (ay, )ren nach ! konvergiert, wissen wir, dass es fir alle € > 0 ein
ko = ko(e) gibt, sodass fiir alle k > kg ist |a,, —[| < §. Wir bemerken, dass,
aus der Definition einer Teilfolge, & > k¢ ist genau dann, wenn ny > ng, ist.

Es sei dann k € N, sodass nj, > max{ng,(),no(€)}. Dann fiir alle n > ng(e)
haben wir

@ = 1] < Jan = an,] +law, — 1] < 5+ 5 =
2 2
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]

Wir moéchten noch einmal unterstreichen, dass in diesem Satz die Ordnungsvoll-
stédndigkeit von R verwendet wurde (weil wir Satz verwendet haben).

4.3 Zuriick in die Vergangenheit

Aus Kapitel [2| erinnern wir uns daran, dass uns nach Einfithrung der Menge
der reellen Zahlen R als Dezimalzahlen ein genauer Beweis fehlte, um zu beweisen,
dass R ein ordnungsvollstindig angeordneter Korper war (Satz|2.2.3). An diesem
Punkt sind wir bereit fiir einen strengen Beweis von Satz den wir hier nochmal
schreiben:

Satz 4.3.1
Es sei A eine nichtleere Teilmenge von R, definiert als die Menge der Dezi-
malzahlen. Falls A nach oben beschrankt ist, dann besitzt A ein Supremum.

Beweis: Die Idee ist, eine beschréinkte monoton wachsende Folge (z,) zu bilden,
damit, aus Lemma [2.2.1} x,, =% T fir ein 7 € R und die Konstruktion von (z,) zu
benutzen um zu beweisen, dass T = sup A.

Da A nach oben beschréankt ist, gibt es yo € R, sodass a < y, fir alle a € A.
Es sei g € A. Schneiden wir das Intervall [zg, 0] = {x € R | zo0 < & < yo} in zwei
Hilften und erhalten die Intervalle [z, c] und (¢, yo], wobei ¢ = 20320 Falls [c, yo
kein Element von A enthélt, dann wahlen wir das Intervall [z, |, sonst wihlen wir
¢, yo]. Wir bezeichnen das neue gewéhlte Intervall mit [x1,y;]. Dann wiederholen wir
dasselbe Verfahren und finden eine Folge von Intervallen [z, y,,] mit den folgenden
Eigenschaften:

(8) [70,50] 2 [#1,41) D -+ D [, 4] D -+ (Intervalischachtelung);

(b) Die Folge {2y, }nen ist durch Konstruktion monoton wachsend und nach oben
beschrankt (in der Tat, ist x, < yo fir alle n); dann gibt uns Lemma [2.2.1}
dass es ein T € R gibt, mit z, = 7;

(¢) Durch Konstruktion ist [2,,y,] N A # 0 und y,, — z, = 57;

(d) yn > x fir alle x € A.

Wir bemerken dazu, dass durch Konstruktion z, < y, fir alle n,k € N ist und
deshalb ist x, <7 <y, flur alle n, &k € N. Endlich erhalten wir, dass

Tn <T < yp. (4.3.1)

Um zu beweisen, dass sup A = Z, miissen wir beweisen, dass T die kleinste obere
Schranke ist.
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o T ist eine obere Schranke fiir A, ndmlich, z < Z fur alle x € A. Nehmen wir

an, dass dies nicht der Fall ist: Es sei y € A, sodass T < y. Da y, > y fiur
alle n € N (Eigenschaft (d)), y > 7 nach Voraussetzung und = > z,, fir alle
n € N, wir sollten haben, dass y — 7 < y, — x,, fiir alle n € N. Aber das ist
nicht moglich, weil die Lange des Intervalls [z, y,] gegen Null geht. Préziser
gesagt, es gibt ein 7, sodass ys — 7 = L5 < y — 7, weil die Folge (55 )nen
eine Nullfolge ist und das ist ein Widerspruch.

o T ist die kleinste obere Schranke: es sei € > 0 beliebig; wir miissen beweisen,

dass es ein € A gibt, sodass © > T — €. Nach erhalten wir, dass fiir
allen € N, 7 —x, <y, —x,. Day,—x, gegen Null geht, gibt es ein . = n(e),
sodass y; — x5z < €. Deshalb ist T — x5 < € oder, mit anderen Worten, ist
T — € < ;. Nun geniigt es zu bemerken, dass das Intervall [z;,yz] durch
Konstruktion immer Elemente von A enthélt.

]

4.3.1 Mathematische Chronologie

Eine der Schwierigkeiten bei der Einfithrung reeller Zahlen besteht darin, sie

nur mit den schon definierten Konzepten einzufiihren. Wir gingen wie folgt vor:

1.

Wir haben zunéchst das abstrakte Konzept des ordnungsvollstandig angeord-
neten Korpers eingefithrt und alle Eigenschaften abgeleitet, die sich aus den
Axiomen, die ihn definieren, ableiten lassen. (Abschnitt und Abschnitt
2.1.1).

. Satz sagt uns, dass ein solcher Korper, bis auf Isomorphismen, eindeutig

ist und wir haben ihn den Koérper reeller Zahlen genannt. Um letz-

teren einzufithren, war es daher ausreichend, ein konkretes Modell eines ord-
nungsvollstidndig angeordneten Korpers einzufithren, den wir als Menge von
Dezimalzahlen gewéhlt haben.

Im Lemma haben wir tatsachlich gezeigt, dass eine beschrankte monoton
wachsende Folge stabilisiert ist; dies impliziert, dass die Folge tatséchlich einen
Grenzwert hat (Bemerkung Es ist erwdhnenswert zu bemerken, dass
nicht alle konvergenten Folgen stabilisiert sind, daher haben wir in Kapitel
ein restriktiveres Konzept der Konvergenz verwendet.

Wir haben Lemma verwendet, um zu beweisen, dass R ordnungsvoll-
standig ist (Satz|4.3.1).

Aus der Ordnungsvollstandigkeit von R haben wir gezeigt, dass jede beschrankte
monoton wachsende Folge einen Grenzwert besitzt (Satz[4.1.7), die durch das
Supremum gegeben ist.
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6. Durch die Anpassung des Beweises des Satzes wird sofort gezeigt (wie?),
dass die Ordnungsvollstédndigkeit eine Konsequenz der folgenden Tatsache ist
(die daher als Axiom betrachtet werden muss): Jede beschrinkte, monoton
wachsende Folge besitzt einen Grenzwert.

Daraus konnen wir schlieflen:

Wenn wir davon ausgehen, dass alle beschrankte monoton wachsende Folgen
einen Grenzwert zulassen, kann die Ordnungsvollstédndigkeit von R nachgewiesen
werden.

Wenn die Ordnungsvollstdndigkeit angenommen wird, kann es gezeigt werden,
dass alle monoton wachsenden Folgen einen Grenzwert zulassen.

Diese beiden Konzepte sind daher aquivalent.

4.3.2 Andere Moglichkeiten zur Einfiihrung reeller Zahlen

Wie bereits erwdhnt, ist die Einfihrung reeller Zahlen besonders schwierig,
da zu Beginn der Vorlesung nur wenige Begriffe zur Verfiigung stehen. Jetzt, da
wir noch ein paar mehr haben, moéchte ich Thnen nur eine grobe Vorstellung davon
geben, wie diese numerische Menge abwechselnd definiert werden kann:

(i) Es sei (an)nen eine monoton wachsende, nach oben beschrankte Folge, mit
Werten in Q.

Ahnlich wie bei der Einfithrung der Dezimalzahlen mdchten wir sagen, dass
der Grenzwert dieser Folge die reelle Zahl ist, die wir definieren mochten. Das
Problem ist, dass der Grenzwert selbst in Q moglicherweise nicht existiert:
Tatséchlich ist ihr Grenzwert genau das Supremum (siehe Satz|4.1.7), fir das
derzeit nicht immer eine Definitionsmenge festgelegt ist, und daher kénnen
wir nicht dariiber sprechen. Wir kénnen jedoch sagen, dass “die Folge selbst”
unsere reelle Zahl ist. Es gibt ein “Aber”: Es koénnte zwei verschiedene Fol-
gen geben, die den gleichen Grenzwert haben. Wie gehen wir vor, um diese
Bedingung anzufordern, ohne den Grenzwert zu erwahnen? Der Trick ist zu
sagen, dass die beiden Folgen die gleiche Menge von oberen Schranken haben
miissen; Dies impliziert, dass ihre Suprema dieselbe sind.

Wir haben (hoffentlich) die folgende Definiton erklért:

Die Menge der reellen Zahlen ist die Quotientenmenge der Menge der nach
oben beschrinkten monoton wachsenden Folgen (ay,)nen mit der folgenden
Aquivalenzrelation ~:

(an)neN ~ (bn)nEN s < flr jedes re Q

(a, <rfir allen € N) <= (b, <r fiir allen € N).
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Sie verstehen gut, dass diese Definition fiir Studenten/Studentinnen bei den
ersten Vorlesungen von Analysis I moglicherweise weniger intuitiv ist und Sie
moglicherweise mehr verwirrt hatten als bereits.

Wie konnte man sonst eine reelle Zahl als Grenzwert einfithren, ohne den
Grenzwert zu erwdhnen? Man kénnte Satz verwenden. Also, wir kon-
nten eine reelle Zahl uns als eine Cauchy Folge vorstellen, da diese Folgen in R
konvergent sein sollten (Folgerung aus der Ordnungsvollstéindigkeit!). Aber,
wie vorher, miissen wir zwei solche Folgen identifizieren, wenn sie “denselben
Grenzwert” haben. Wie kann man dieses Konzept formalisieren, ohne Grenzw-
erte zu erwahnen? Wir kdnnten einfach sagen, dass a,, — b, — 0 konvergieren
muss. Also:

Die Menge der reellen Zahlen ist die Quotientenmenge der Menge der Cauchy
Folgen in Q, wobei zwei Cauchy Folgen, (ayn)nen und (by)nen, dquivalent sind
genau dann, wenn a, — b, — 0 oder, mit anderen Worten, wenn

Ve >0, N = N(e) € N, sodass Yn > N, |a, —b,| < €.
(Bemerken Sie, dass hier € € Q ist.)

Wir haben gesehen, dass es keine rationale Zahl x gibt, sodass 22 = 2 (Lemma
2.1.7). Deshalb gilt die folgende:

{reQ|a*<2lu{reQ|2*>2}=Q.

Es seien dann A die Menge {z € Q | z* < 2} und B die Menge {z € Q | 2? >
2}, und wir bemerken, dass sie die folgenden Eigenschaften haben:

_A%Q)vB?éq)a
- ANB =10,
- AUuB=Q.

—a<bfiuralleae Aund b € B.

Zwei Mengen A und B mit den oben aufgefihrten Eigenschaften fithren zu
einem Schnitt (oder, genauer gesagt, zu einem Dedekindschen Schnitt von
Q. Das “Trennelement” (in diesem Fall V2, das auch das Supremum von A
ist, oder das Infimum von B) ist die reelle Zahl, die dieser Schnitt definiert.
Aber wie kénnen wir iiber das Trennelement sprechen, wenn der Zweck dieser
Konstruktion darin besteht, die Definitionsmenge dort zu definieren, wo es
lebt? Eine reelle Zahl ist dann definiert als der (Dedekindsche) Schnitt selbst.
Offensichtlich gibt es hier auch eine Aquivalenzrelation. In dem Fall, in dem
das Trennelement rational ist, gibt es zwei mogliche Schnitte:

A= (—oo,rlg={r€Q|z<r}und B=(r,+o0)g={x € Q|x>r}, oder
A= (—oo,r)g={z€Q|z<r}tund B=[r,+0)g={r€Q|z>r}.
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Dann sagen wir, dass falls es ein r € Q gibt, mit ¢ < r fiir alle ¢ € A und
r < b fiir alle b € B, die folgenden Schnitte

Au{r}, B\{r} und A\{r}, BU{r}

dquivalent sein miissen.

Die Menge der reellen Zahlen ist die Quotientenmenge der (Dedekindschen)
Schitte, mit der Aquivalenzrelation hier oben eingefiihrt.

Was sollen wir noch iberpriifen? In den in (i), (ii), (iii) definierten Quotien-
tenmengen sollten wir eine Addition, eine Multiplikation und eine totale Ordnung
definieren, und wir sollten tiberpriifen, ob diese Mengen mit diesen Operationen und
dieser Ordnung einen vollstdndigeen angeordneten Korper bilden. An diesem Punkt
wird Satz[2.1.9]uns sagen, dass sie als angeordnete Korper isomorph sind und daher
der Korper der reeller Zahlen sind.
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4.4 Zusitzliche Ubungen und Beispiele

Beispiel 4.4.1
lim,, 400 (v + 1 —4/n); um den Grenzwert dieses unbestimmten Ausdrucks oo — oo
zu bestimmen, bemerken wir, dass

2
Vn+1l—+vn—-1

:\/n+1+\/n—1'

Somit ist dies eine Nullfolge.

&

Beispiel 4.4.2
Wir vergleichen die Folgen (y/n) und (a") (a > 1). Setze a = 1+ h (h > 0), dann

gilt
Vi n < N4 < 1
av (14+h)» = 1+nh =~ hyn
Wir schlieflen daraus, dass

— 0.

Beispiel 4.4.3
Betrachten Sie die Folge (na™") (a > 1). Wir iiberpriifen jetzt, dass
lim na™ =0 (a > 1)

n—oo
gilt.
Es gilt na™™ = (y/nb™")?, wobei b = \/a. Aus der Ubung schlieBen wir,
dass in der Tat
lim na™" =0

n—oo
gilt.
Allgemeiner gilt, dass
nka n _ (nbfn)k
mit b = a'/*. Wir folgern, dass
lim nfa ™ =0
n—oo

fur alle ganzen Zahlen k > 1.
Nun gilt, dass
n[ocj < n® < nLaJ+1

fiur alle a > 0, somit

lim n“%™"™" =0.
n—oo
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Beispiel 4.4.4
Sei (p,) eine Folge positiver reeller Zahlen, die gegen +o0o divergiert. Dann gilt:

lim — =0, a>0, a>1.
n—oo qPn
Wir zeigen zuerst, dass
lim Y

P 1 1
=T o) = o] Bl 7

Mit einem #hnlichen Verfahren wie der Ubung|4.4.3| kann man den allgemeinen Fall
beweisen.

&
Beispiel 4.4.5
Wir zeigen, dass
lim = 0 (a>1)
gilt. Setze h:=a/(|a| + 1) und n := [a] +m (fir n > a), somit
a a a a a a
ST 2.2 la] jm
W12 la] laj+l lalam
Zusammen mit 0 < h < 1 folgt daraus
lim & = 0.
n—oo n!
)
Beispiel 4.4.6
Es gilt
|
lim & = 0.
n—oo NN

Das Ergebnis folgt, indem man zeigt, dass

n 1 2 3
n

33
IA
SRS
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Ubung 4.4.1
Zeigen Sie direkt mittels der Definition des Grenzwertes:

n2

1. lim, oo —— =1
Hitn— n2+1

2. lim,yoo vV — 1 =00

Ubung 4.4.2
Sei (a,,) eine Folge positiver reeller Zahlen.

1. Zeigen Sie, dass wenn es eine reelle Zahl k,0 < k < 1, gibt, so dass

a, <k

gilt, dann
lim a, =0
n—oo

gilt.

2. Zeigen Sie, dass wenn es eine reelle Zahl k, k > 1, gibt, so dass

Ya, >k

gilt, dann
lim a, = o0
n—oo
gilt.
Ubung 4.4.3

Sei (ay,) eine Folge positiver reeller Zahlen, so dass
lim {/a, =1 € RU{oc}
gilt. Zeigen Sie mit Hilfe der vorherigen Ubung, dass:
e wenn [ < 1, dann lim,, ., a, =0

e wenn [ > 1, dann lim,,_.o, a, = +00.

Untersuchen Sie den Fall [ =1.

Ubung 4.4.4
Sei (ay,) eine Folge positiver reeller Zahlen.
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o Zeigen Sie, dass wenn es eine reelle Zahl k,0 < k < 1, gibt, so dass

Any1 <k
an
gilt, dann
li_>m a, =0
gilt.

o Zeigen Sie, dass wenn es eine reelle Zahl k, k > 1, gibt, so dass

Any1 > k
an
gilt, dann
lim a, =
n—oo
gilt.
[ )
Ubung 4.4.5
Sei (ay,) eine Folge positiver reeller Zahlen, so dass
. An+1
lim =leRU{o0}
n—oo an
gilt. Zeigen Sie mit Hilfe der vorherigen Ubung, dass:
e wenn [ < 1, dann lim,_,,, a, =0
e wenn [ > 1, dann lim,,_, a, = +00.
Untersuchen Sie den Fall [ = 1.
[ )
Ubung 4.4.6
Benutzen Sie die vorherige Ubung um zu zeigen, dass
lim = =0
n—oo n!
fiur a > 1 gilt. [ )

Ubung 4.4.7
Bestimmen Sie die Grenzwerte der folgenden Folgen

1. /n- sin(nla) (o € Ry). Hinweis: lim,, o7 - sin(ﬁ) =1.
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n!
(n+ 1= (n—1)!

3. vV/nb—ne+1—-n? (a eRy).

nOt

4, — eER,).
1+2+...+n(& +)
5 1+34+5+...+2n+1
' 142+...4+n '
2n
6. n+e
n+n!
Ubung 4.4.8
Zeigen Sie mittels Einschniirungssatz:
1.
) 1
lim <7
n—+oo\n2 + 1
2.
i 1
lim (7 +... 4+
n—-+oo n2 +1
Ubung 4.4.9

Zeigen Sei, dass wenn

gilt, dann

gilt.
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n-Mal

——

Zuerst definieren wir die Menge R™ als R x -+ - x R. In diesem Kapitel werden
wir eine Topologie auf der Definitionsmenge und Zielmenge einer Funktion definieren,
um die Begriffe der sogenannten Stetigkeit einer Funktion einzufiihren.

Wir beginnen mit einigen Definitionen.

Definition 5.0.1

Es sei D eine nichtleere Teilmenge. Dann heifit eine Funktion f: D — R (bzw.
f: D — C), deren Zielmenge die Menge der reellen Zahlen (bzw. die Menge
der komplexen Zahlen) ist, eine reellwertige (bzw. eine komplexwertige)
Funktion.

Wenn fiir die Zielmenge Y einer Funktion eine Operation definiert ist, kon-
nen wir dieselbe Operation fiir die Menge der Funktionen, deren Zielmenge Y ist,
“punktweise” definieren. Zum Beispiel, fiir reellwertige oder komplexwertige Funk-
tionen, besitzen die Zielmengen verschiedene Operationen (Summe, Multiplikation,
komplexe Konjugation), und deshalb machen die folgenden Definitionen Sinn: Es
seien f: D — Y und g: D — Y zwei reellwertige oder komplexwertige Funktionen,
also ist Y entweder R oder C. Dann kénnen wir definieren

(f+9):D—=Y (f-9):D—=Y ;’:;Df_m
(f+o)@)=f@)+ fl@)  (f-9)a)=f(2) glo) (Jg") (a) o= 1)

wobei in der letzen Definition ist D' C D die Menge, wo g(z) # 0 fir alle x € D'.
Dazu, falls f komplexwertig ist, konnen wir punktweise die komplexe konjugierte
Funktion f: D — C definieren:

T(2) = T@)

5.1 Euklidische Norm und Abstandsfunktion

Um das Konzept der Stetigkeit einzufithren, ist es nun wesentlich, eine “Topolo-
gie” sowohl in der Definitionsmenge als auch in der Zielmenge einzufiithren.

Aber was ist eine Topologie? Das Wort “Topologie” kommt aus dem Griechi-
schen (tépos, “Ort” und légos, “Lehre”) und meint wortlich “Lehre vom Ort”. Sie
handelt von der Form geometrischer Objekte, die topologischen Rdume genannt
werden. Und was ist dann ein topologischer Raum? In einem sogenannten “topolo-
gischen Raum” wird die Vorstellung von “Nahe” verallgemeinert, also das Konzept
von “Umgebung”, das wir schon in Kapitel [4| gesehen haben. In diesem Kapitel
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werden wir uns nicht mit dem Konzept der Topologie in seiner Gesamtheit be-
fassen, sondern in den folgenden Semesterstunden. Wir werden jedoch versuchen zu
veranschaulichen, welche Begriffe notwendig und grundlegend sind, um Stetigkeit
einzufiihren und ihre Konsequenzen abzuleiten.

Wie schon erwéahnt, in Kapitel haben wir “offene Umgebungen”
definiert: Mit der Hilfe der Betragsfunktion | - | auf C, wobei |z| der Abstand des
Punktes z in der komplexen Ebene vom Ursprung ist, ist eine “typische” Umgebung
eines Punktes a € C das Innere einer Kreislinie, eine “offene Scheibe” mit Radius
R>0:

Dg(a) :={z€C| |z —a| < R}.

Also, um das Konzept von Umgebung einzufiihren, brauchen wir den Begriff von
“Abstandsfunktion”. In R und C haben wir diese Konzepte schon definiert:

o In R, kann der Betrag benutzt werden, um den Abstand d(z,y) zwischen zwei
Punkten x,y € R zu definieren: d(z,y) := |z — y|. Wir bemerken, dass

[z =yl =/(z —y)*

 In C haben wir auch einen Betrag definiert (siche Definition |3.1.4). Dann ist
im Allgemeinen der Abstand zwischen z = z; +iy; und w = x5 + iy, durch

[z = wl = /(o1 =22 + (41— o)
gegeben.

In beiden Fallen erfillt der Betrag die folgenden Eigenschaften: Zunéchst be-
merken wir, dass R und C Vektorrdume iiber R sind (Zu diesem Zeitpunkt sollten
Sie dieses Konzept bereits in der Vorlesung fiir lineare Algebra gesehen haben.)
Bezeichnen wir R oder C einfach mit V. Dann haben wir

1. |z| > 0, und |z| = 0 genau dann, wenn x = 0 (es folgt einfach aus der
Definition), fir alle x € V;

2. |a-x| = |||z, fir alle « € Rund x € V (nochmal, einfach aus der Definition);
3. |z +y| <|z|+ |y, fir alle z,y € V (Dreiecksungleichun

Gegeben ein Vektorraum V' iiber R, eine Funktion |-|: V' — R, die die Eigenschaften
1., 2. und 3. erfiillt, wird Norm genannt. Wir werden das folgende Standardbeispiel
von Norm behandeln:

1Sjehe Lemmam fir den Fall V = R und Lemma m 8. fur V = C. Warum konnen wir
Lemma fur den Fall V = C nicht benutzen?
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Definition 5.1.1

Die euklidische Norm eines Punktes x = (x1,...,x,) in R™ ist als
|z| == y/2?+ -+ 22

definiert.

Bemerkung 5.1.1
Wenn wir den Satz von Pythagoras mehrmals anwenden, schliefen wir, dass |z
genau der Abstand des Punktes x vom Ursprung ist (sieche Abbildung[5.1.1)). O

X3

T e

f\
2)
N7

/ Xy
L

Figure 5.1.1

Wir bemerken, dass aus der Definition der euklidischen Norm folgt, dass Eigen-
schaften 1. und 2. gelten. Die Dreiecksungleichung gilt auch, aber das braucht einen
Beweis, den wir spéater sehen werden.

Es ist sinnvoll zu bemerken, dass die Normen auf R und C, die wir schon
definiert hatten, genau die euklidischen Normen auf R und R? sind (fiir den Fall
V = C, identifizieren wir C mit R?* durch = + iy — (z,y)). Wie Sie vielleicht
befiirchten, gibt es, neben den oben aufgefithrten Standardbeispielen, auch andere
“weniger Standard”-Beispiele von Normen. Aber ich méchte nicht iibertreiben, und
ich werde hier authoren.
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Die Bedeutung der Norm und ihrer Eigenschaften besteht darin, dass wir eine
Abstandsfunktion definieren kénnen. Im Allgemeinen, gegeben eine Norm | - | auf
V', die dazugehorige Abstandsfunktion d: V x V' — R ist als

d(z,y) = [z =y
definiert. Dann, aus Eigenschaften 1., 2. und 3., folgt es, dass
1" d(x,y) > 0, und d(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y, fiir alle x,y € V.
2. d(x,y) = d(y,z) fir alle z,y € V.
3. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y), fur alle z,y,z € V.

(Um 3’ aus 3. zu erhalten, geniigt es x — y als (z — z) + (2 — y) zu schreiben).

Definition 5.1.2
Der euklidische Abstand d(z, y) zwischen x = (z1,...,2,) undy = (y1,...,Yn)
in R™ ist die Abstandsfunktion, die der euklidischen Norm zugeordnet ist, d.h.

d(z,y) = |z -yl = /(&1 — 91)? + - + (@0 — 9n)2.

Dann koénnen wir die Verallgemeinerung einer offenen Scheibe definieren, und
ZWar:

Definition 5.1.3
Fiir jedes € > 0, ist eine offene e-Umgebung von z in R", oder offene ¢-
Kugel, oder offener e-Ball, die Menge

Ulz) :={y eR" | d(z,y) <e} ={y e R" | [z — y| <€}

Wir bemerken, dass fiir n = 1, U.(x) das offene Intervall (x — €,z + €) ist, und fiir
n = 2, U(x) genau die offene Kreisscheibe mit Zentrum x und Radius € ist. Im
Allgemeinen folgt aus der Definition der euklidischen Abstandsfunktion, dass eine
offene Umgebung eines Punktes x € R" genau das Innere einer n-dimensionalen

Sphire (oder Kugel) ist.

5.2 Stetigkeit

Falls die Definitionsmengen und Zielmengen einer Funktion f eine Abstands-
funktion besitzen, kénnen wir das Konzept von Stetigkeit einfithren. In unserem
Fall, es sei D C R" eine nichtleere Menge mit euklidischer Abstandsfunktion d, wie
in Definition Die folgende ist von grundlegender Bedeutung:
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Definition 5.2.1 « Essei f: D — R (bzw. f: D — C) eine reellwertige
(bzw. komplexwertige) Funktion, mit D C R". Es sei o € D. Wir sagen,
dass f stetig in z ist, falls

(*) Ve > 0, 30 = d(e), sodass fir alle x € D mit |z — zg| < 6, ist
[f(z) = f(zo)| <€

o Eine Funktion f: D — R (bzw. f: D — C) heift stetig, falls sie stetig in
x ist, fur alle x € D.

Wir sagen, dass eine Funktion, die in xy nicht stetig ist, unstetig in xg ist.

Wir bemerken, dass die obige Definition sinvoll wére, falls die Zielmenge eine
Teilmenge von R™ ist, fir ein m > 1.

Mal sehen, was diese Definition bedeutet, wenn f: D C R — R. In diesem
Fall erhalten wir, dass f stetig in x ist, falls

(**) Ve > 0, 30 = d(e), sodass fir alle x € D N (xg — €, 9 + €), ist
f(@) € (f(x0) — € f(z0) + €).

oder, mit anderen Worten, falls

(***) Ve > 0, 30 = d(e€), sodass fir alle x € D, xy—€ <z <z + ¢, ist

flzo) —e < f(z) < f(xo) +e.

Also, fiir alle € > 0, miissen wir ein 0 = d(€) > 0 finden, sodass
Graph(f) C (zo — 0,20 + ) X (f(z0) — €, f(z0) + ),

siche Abbildung

Dies bedeutet, dass um xg der Graph von f keine “Spriinge” haben kann, er
muss eben “stetig” sein. In der Tat, wenn f(z) am Punkt xy von L > 0 “springen
wiirde”, wire f in o nicht stetig: es geniigt ¢ < L in der obigen Definition zu
wéhlen, damit fiir alle § > 0, existiert z € (zg— 0,9+ 9), sodass das Bild f(x) nicht

in (f(xo) — €, f(xo) + €) ist, sieche Abbildung
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Figure 5.2.1: f ist stetig in xy.

Pcyrg o
Ll -l
Py —¢€ -~i'*1%’(’*
Y i
l ¢
m
¥eb Ko yrS

Figure 5.2.2: Egal wie klein § > 0 ist, der Graph links von z( befindet sich niemals
im orangefarbenen Rechteck.
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Eine dquivalente Formulierung der Definition der Stetigkeit in x, ist die
folgende:

Definition 5.2.2
Es sei f: D — R (bzw. f: D — C) eine reellwertige (bzw. komplexwertige)
Funktion, mit D C R"™. Es sei g € D. Wir sagen, dass f stetig in x, ist, falls

fir alle offenen Umgebungen U (f(zo)) von f(xq), gibt es eine offene
Umgebung Us(zg) von xg, sodass

f(Us(o) N D) C Ue(f (w0))-

In dieser Definition haben wir nicht benutzt, dass die Zielmenge entweder R
oder C ist. Also gilt diese Definition fiir den Fall, dass die Zielmenge R™ ist, fiir
eine beliebige m € N.

Ubung 5.2.1
Uberzeugen Sie sich selbst, dass diese Bedingung tatséchlich der Definition
entspricht. [

Bemerkung 5.2.1

Wir bemerken die folgende wichtige Eigenschaft der Stetigkeit: sie ist eine lokale
Eigenschaft, d.h.:

Es seien f,g: D — R (bzw. f,g: D — C) zwei Funktionen und a € D, sodass f
und ¢ gleich in einer Umgebung von a sind, oder mit anderen Worten

30 >0, sodass f(x)=g(z), firalle z € Us(a-

Dann ist f in a stetig genau dann, wenn ¢ in a stetig ist.
Um diese Bemerkung zu beweisen, gentigt es zu bemerken, dass fiir alle § < 5, ist
f =g in Us(a), weil Us(a) C Us(a).

Falls f stetig in a ist, wissen wir, dass fiir jedes € > 0, es ein 0 = J(e) gibt,
sodass fir alle z € Us(a), f(x) € Udf(a)) ist. Wir konnen dann 6 = d(e) mit
einem kleineren &' = §’(e) ersetzen, sodass &' < ¢ (zum Beispiel, nehmen wir § :=
min{4,0}); mit diesem Trick ist Uy (a) € Us(a), und deshalb, fiir alle = € Uy/(a),
haben wir f(z) = g(x). Also ist die Stetigkeit von g in a eine Folgerung der Stetigkeit
von f in a. Bemerken Sie, dass genau dieselbe Argumentation beweist, dass die
Stetigkeit von ¢ in a die von f impliziert. &

Welche Funktionen sind stetig und welche nicht?

Zunéchst bezeichnen wir die Menge der stetigen reellwertigen (bzw. komplex-
wertigen) Funktionen in D mit C°(D;R) (bzw. C°(D;C)).
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Beispiel 5.2.1
Beginnen wir mit Beispielen von stetigen Funktionen, falls D C R ist:

(i) Die konstante Funktion f: D C R — R: es gilt in der Tat 0 = | f(z) — f(z0)| <
e, fiir beliebige z,z¢ € D.

(ii) Die Identitat f: R — R: fiir ein beliebiges €, kann § = d(e) als € gewahlt
werden, weil fiir alle |x — | < € ist, per definitionem von f, |f(z) — f(zo)| =
|z — o] < e.

(iii) Die Funktionen sin: R — R und cos: R — R. Wir beweisen die Stetigkeit der
Funktion “sin”; die Stetigkeit der Funktion “cos” ist fiir Sie eine Ubung.

Erinnern wir uns zunéchst an die folgende Formel: fiir beliebige o, 5 € R ist

sin(a) — sin(8) = 2 cos <O‘+6) sin (O‘ — 5) (5.2.1)

2 2

Dazu ist
|sin(h)| < |h| fur alle h € R (5.2.2)

Bemerken Sie, dass in den obigen Definitionen die Winkel in Radiante
gemessen werden. Deshalb kann diese Ungleichheit mit der Hilfe der Ab-
bildung erklart werden.

Aus |cos(a)| <1 fiir alle o, (5.2.1) und (5.2.2), erhalten wir
. — | €23
2 cos (%) sin (x 2%)‘ < 2sin <x 2960) < |z—x).

Es sei nun € > 0 eine beliebige (kleine) positive Zahl. Kénnen wir ein 6 = d(¢)
finden, sodass |z — x| < ¢ impliziert, dass |sin(x) — sin(zg)| < €? Mit den
obigen Ungleichheiten erhalten wir, dass fiir § = €, |x —xo| < € impliziert, dass
|sin(z) — sin(xg)| < e.

|

| sin(z)—sin(zo)

Bemerken Sie, dass x( in der obigen Argumentation beliebig ist, deshalb ist
die Funktion sin: R — R stetig R.

(iv) Die Funktionen f: R — R, die diese Eigenschaft erfiillen:
4L > 0, sodass fiir alle 21, 2o € R wir haben

|f(21) — f(z2)] < Ll — 2] (5.2.3)

Eine solche Funktion heiit lipschitzstetig (mit Konstanten L). Das vorherige
Beispiel (die Funktion “sin”) zeigt an, dass alle lipschitzstetigen Funktionen

2Was ist ein Radiant?
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SMWQ

f—
N\

Figure 5.2.3
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cigentlich stetig sind. In der Tat es sei ¢ > 0. Dann, fir alle |z — zo| < ¢
impliziert (5.2.3)), dass |f(z) — f(xo)| < .
Die geometrische Interpretation der Ungleichheit (5.2.3) lautet wie folgt: Die

Steigung der Geraden, die durch zwei verschiedene Punkte des Graphen von
f verlaufen, ist beschrénkt, siehe Abbildung|5.2.4

L~ K%W

Figure 5.2.4: Eine Funktion, die lipschitzstetig ist.

Es ist aber nicht wahr, dass alle stetigen Funktionen lipschitzstetig sind, siehe
Abbildung|5.2.5

&

In obigen Beispielen sind die Funktionen in allen Punkten der Definitionsmenge
D stetig.

o Ein typisches Beispiel fiir eine Funktion, die nicht immer stetig ist, ist die
GauBklammerfunktion [-]: R — R, die wir in Abschnitt eingefiithrt
haben: |z| ist die néchstliegende nicht groBere ganze Zahl. Der Graph ist
in Abbildung|5.2.6

Wir beobachten sofort, dass der Graph “springt”, wenn z, eine ganze Zahl
ist (siehe auch Abbildung, und deshalb ist die Gauklammerfunktion in
allen zy € Z unstetig. Genauer gesagt, es sei € < 1. Dann es ist einfach zu
sehen, dass links von xq (also, fir x < xz¢), die Gaulklammerfunktion genau
o — 1 ist, und rechts von xg, sie xq ist. Also, fiir alle x < z¢ in einer beliebigen
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Figure 5.2.5: Eine Funktion, die stetig aber nicht lipschitzstetig ist.
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kleinen Umgebung von x, ist ||x] — [zo]| = [(xo — 1) — 2| = 1, und kann
deshalb nicht beliebig klein gemacht werden.

o Hier ist das abstruse Beispiel einer Funktion f: R — R, die in keinem Punkt
stetig ist und deren Graph nicht genau gezeichnet werden kann:

1 fallsx € Q
f(x)_{o falls 2 € R\ Q.

— Es sei xg € Q. Die Behauptung ist, dass fir alle 6 > 0, das Intervall
(xg— 0,29+ 0) immer irrationale Zahlen enthélt. Das ist eine Konsequenz
der Ubung (i) und (iii) (und wenn Sie diese Ubung noch nicht
ausprobiert haben, versuchen Sie es jetzt). Dann, fiir alle irrationalen
x € (xg — d,x0 + 6) haben wir | f(z) — f(zo)| = |0 — 1| = 1, und deshalb
kann diese Differenz nicht beliebig klein gemacht werden. Also ist f
unstetig in allen rationalen Zahlen.

— Es sei zg € R\ Q. Die Dichte von Q in R impliziert, dass fir alle § > 0,
das Intervall (zg — d, 2o + 0) immer rationale Zahlen enthélt. Deshalb ist
|f(z)— f(xo)] = |1 — 0] =1 fiir alle rationalen Zahlen z in (xg — 0, 29 +0)
und sie kann nicht beliebig klein gemacht werden. Also ist f unstetig
auch in allen irrationalen Zahlen x.

Wir werden sehen, dass das folgende Kriterium zum Feststellen der Stetigkeit
einer Funktion sehr ntitzlich ist, um neue stetige Funktionen aus alten zu erzeugen.

Zuerst bemerken wir, dass gegeben eine Funktion f: D — R (bzw. f: D — C)
und eine Folge (a,)nen in D, ist (f(x,))nen eine Folge in R (bzw. C). Wir nehmen
an, dass D eine Teilmenge von R oder C ist.

Satz 5.2.1
Es sei f: D — R (bzw. f: D — C) eine Funktion und o € D. Dann sind die
folgenden Bedingungen dquivalent:

(i) f ist stetig in xo;

(ii) Fir alle Folgen (a,)nen mit a, — o, gilt f(a,) — f(xo).

Beweis: o (i) = (ii).
Da f stetig ist, gibt es fiir alle € > 0 ein § = d(¢), sodass

fir alle x mit |x — xo| < 0, ist |f(z) — f(zo)] < €.

Dazu, da a, — g,
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fir alle 0 > 0 es ein N gibt, sodass |a,, — x| < § fir alle n > N.

Das heif3t, dass es fir jedes € > 0 ein N gibt, sodass die Folgenglieder a,,
mit n > N, in der Umgebung Us(zo) liegen. Aber fir die Punkte x dieser
Umgebung gilt |f(x) — f(z0)| < €, und deshalb

fir alle n > N gilt | f(a,) — f(x)| < e.

Schliefllich haben wir bewiesen, dass es fiir alle ¢ > 0 ein N gibt, sodass fiir
alle n > N gilt |f(an) — f(xo)| <€, d.h. f(a,) — f(z0).

o (ii) = (i). Indirekter Beweis: Nehmen wir an, dass f in xo nicht stetig ist.
Wir miissen beweisen, dass (ii) nicht gelten kann. (Erinnern Sie sich daran,
dass P = (@ dquivalent zu =) = —P ist.) Was ist dann die Verneinung
der Stetigkeit in zg:

Ve >0, 30 >0, sodass Vo € D mit |z—xo| < ¢ wir haben |f(x)—f(zo)| <€?
Die Verneinung ist:

3€>0, V6 >0, Jdz € D mit |x — x| < wir haben |f(x) — f(x)| > €

Fiir ein solches festes €, es sei (0,)nen die Folge 6, = % und z, in D das

Element, das |z, — x¢| < §, = % erfilllt. Wir bemerken, dass fir alle n’ > n

1
|xn’ —1’0’ < — S

)

S

n

oder, dquivalent gesagt, dass Vn' > n ist x,, € Umo(%). Dann sei es € > 0 und
n € N, sodass % < € (ein solches € immer existiert, dank des Lemmas 1.
und des Lemmas|2.3.1). Fir alle »’ > n haben wir

[T — 0| < — < = <e
n' T n
oder, mit anderen Worten, =, — zo. Auf der anderen Seite, ist |f(z,) —
f(xg)| > € fir alle n € N, weil wir angenommen haben, dass f in zy nicht
stetig ist (siehe oben). Aber dann widersprachen wir (ii): wir haben eine Folge
(Zy)nen gefunden, sodass x, — o, aber f(z,) nicht gegen f(z() konvergiert.
]

Dieser Satz ermoglicht es uns, die bereits fiir Folgen bewiesenen Ergebnisse zu
verwenden, um neue stetige Funktionen zu erzeugen.
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Satz 5.2.2
Es seien f: D — R und g: D — R (bzw. f: D — C und g: D — C) stetige
Funktionen. Dann sind die folgenden Funktionen stetig:

1. f+g9:D—=R (bzw. f+g: D — C);
2. X f:D—R firalleX€R (bzw. - f: D — C fir alle A\ € C);
3. f-9g:D—=R (bzw. f-g9g: D—C);

4. g: D' =R (bzw. ;: D' — C), wobei D' .= {x € D | g(z) # 0}.

Beweis: Mit dem vorherigen Satz (Satz [5.2.1), konnen wir Proposition be-
nutzen, um Satz zu beweisen: Es sei (z,,)nen eine beliebige Folge in D, die nach
xo konvergiert (fiir den letzten Fall, muss die Folge in D’ liegen). Dann impliziert

Satz (insbesondere (i) = (ii)), dass die Folge (f(zn))nen (bzw. (g(24))nen)
nach f(x¢) (bzw. nach g(zo)) konvergiert. Proposition impliziert, dass die

folgenden Konvergenzen gelten:

(f(l‘n) + g(xﬂ))nENa ()‘ ’ f(xn))HENa (f(xn) ’ g(xn))nENa (582: )nEN

—

! ! ! |
f(z0) + g(x0) A (o) f (o) - g(wo) oo

Wir verwenden nochmal Satz (jetzt die Implikation (ii) == (i)) um zu schliefen,
dass die Stetigkeit der Funktionen f + g, A- f, f g, 5 in einem beliebigen Punkt

xo € D gilt (fir die Funktion 5, ist zo ein beliebiger Punkt in D’). O]

Vertiefungen 5.2.1

Fiir die Studenten, die schon wissen, was ein Vektorraum ist, kann Satz[5.2.2]benutzt
werden, um zu beweisen, dass C°(D;R) ein Vektorraum iiber R ist (bzw. C°(D;C)
ein Vektorraum iiber C ist.) Warum? Ubung? o

Mit der Hilfe der vorherigen Beispiele von stetigen Funktionen, erlaubt Satz
zu schlieBen, dass alle polynomiale Funktionen

pP. C - C
Z = a2t a, 12" 4+ ag
stetig sind, fiir beliebige a; € C, i = 0,...,n. Allgemeiner, alle rationale Funktionen
P
—: D — C
Q

an2" + ap 12"+ -+ ag
b z™ 4 by 2™+ -+ by
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sind stetig, fir beliebige a; € C fiir i = 0,...,n, b; € C fir i = 0,...,m, und mit
D:={2€C|bpz™+bp 2™+ +by #0}.

Eine weitere Konsequenz von Satz[5.2.1]ist das Analogon von Satz[4.1.6 (i) in
diesem Zusammenhang:

Satz 5.2.3
Es seien f, g, h drei reellwertige Funktionen mit Definitionsmenge D C R (bzw.
D C C). Nehmen wir an, dass f und h stetig in xo € D sind. Falls es eine
Umgebung Us(xo) gibt, sodass fir alle x € Us(xo) die folgende die Ungleichheit
qgilt:

f(z) < g(z) < h(z),

dann ist auch g in xy stetig.

Ubung 5.2.2
Beweisen Sie diesen Satz, mit der Hilfe von Satz [4.1.6] (i) und Satz oder mit
einem direkten Beweis (siehe Tutorium 5). [ )

Noch eine Folgerung des Satzes

Satz 5.2.4

Es seien D und E Teilmengen von C, und f: D — C, g: E — C Funktionen,
die verknipft werden konnen (also, f(D) C E). Dann, falls f in xo stetig ist,
und g in f(xo) stetig ist, ist auch go f in xq stetig.

Beweis: Es sei (z,)nen eine beliebige Folge, die gegen zo konvergiert. Dann, aus
der Stetigkeit von f, ist (f(z,))nen eine Folge in C, die gegen f(zg) konvergiert.
Wir bemerken, dass (f(z,))nen eine Folge in der Definitionsmenge von g ist (da
f(D) C E). Deshalb, aus der Stetigkeit von g, konvergiert die Folge (g(f(zn)))nen
gegen g(f(xzo)). Da die Folge (z,,)nen beliebig ist, erlaubt uns Satzzu schlieen,
dass g o f stetig in zq ist. O

5.3 Grenzwerte von Funktionen

Das Konzept der Stetigkeit ist eng mit dem Konzept des Grenzwertes ver-
bunden. Um letzteres einzufithren, miissen wir das Konzept eines Haufungspunktes
einer Menge einfithren.

Definition 5.3.1

Es sei D eine nicht leere Teilmenge von R™.

Ein Punkt xg € R™ heifit Haufungspunkt von D, falls fiir jedes ¢ > 0 die
Menge U.(zo) \ {xo} einen Punkt von D enthélt oder, mit anderen Worten, falls
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die Menge (U(zo) \ {z0}) N D nicht leer ist.

Ein Punkt xzg € D, der kein Haufungspunkt ist, heifit isoliert, also:
xg ist isoliert in D genau dann, wenn existiert eine Umgebung U(zy), sodass
Uzo NnD= {3]0}

Bemerkung 5.3.1

(Sehen Sie auch Bemerkung [4.2.1). Es ist zu beachten, dass sich diese Definition
stark von der Definition eines Haufungspunkts einer Folge unterscheidet: Wenn zq
ein Haufungspunkt der Menge D ist, gibt es —und wir kénnen sie “sehen”— unendlich
viele Punkte von D, die sich um xqo hdufen. Dies kann folgendermafien demonstri-
ert werden: Nehmen Sie die Folge (+)nen. Wir stellen fest, dass die Umgebung
Ui (xg) in Ui(zg) enthalten ist, fir alle n’ > n. Es sei z,, ein Punkt, der der

M%nge (Uz (xz)) \ {z0}) N D gehort, und wir definieren 0 seinen Abstand von .
Da x, # x, ist 0 positiv. Gegeben n’ € N mit % < 0 (warum gibt es ein solches
n'?), ist x, ¢ U1 (). Dann kann dasselbe Verfahren wiederholt werden, um einen

Punkt x,, zu finden, der der Menge (U1 (9) \ {zo}) N D gehort, und eine Umgebung
U (7o) zu finden, sodass z, & U1 (7). Und so weiter. Das heifit: Wir haben eine

F(;lge von Punkten in D deﬁnier%, deren Elemente alle unterschiedlich sind, und
liegen in D\ {zo}. Dies beweist dazu, dass die Folge gegen z konvergiert, und dass
xo ein Haufungspunkt fiir diese Folge ist. Also wir kénnen schlieflen, dass falls xq
ein Haufungspunkt einer Menge D C R” ist, kann eine Folge definiert werden, die

nach xg konvergiert, und sodass zy ein Haufungspunkt der Folge ist.

Umgekehrt: Es ist nicht wahr, dass ein Haufungspunkt einer Folge (ay,)nen
auch Haufungspunkt der Menge der Werte der Folge {a,,n € N} ist. Zum Beispiel,
falls (ay,)nen die konstante Folge ist, a,, = a fiir alle n € N, dann ist die Konstante
a ein Haufungspunkt der Folge, aber kein Haufungspunkt fiir die Menge {a}. In
der Tat, aus der Definition folgt, dass die Menge {a} keinen Héufungspunkt
besitzt, und dass a isoliert ist. &

Wir bemerken dazu, dass falls g ein Haufungspunkt fiir D ist, dann kann x,
in D liegen, oder nicht, wie die folgende Ubung zeigt:
Ubung 5.3.1 « Finden Sie alle Haufungspunkte der Folge (£)nem oy und der
Menge {1, n € N\ {0}}. Finden Sie alle Hiufungspunkte der Menge {2, n €
N\ {0}} u{0}.

o Beweisen Sie, dass die Menge der Haufungspunkte des “offenen” Intervalles
(0,1) das “abgeschlossene” Intervall [0, 1] ist.

o Beweisen Sie, dass die Menge Z, betrachtet als Teilmenge von R, keine Hau-
fungspunkte besitzt.
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N ~ Mi ( Xg>

’

o

Figure 5.3.1: Es gibt eine Folge von Punkten in D, die sich um x( h&ufen.

 Finden Sie die Menge der Haufungspunkte von Q C R und (R\ Q) C R.
)

In der folgenden Definition, es sei D eine Teilmenge von R".

Definition 5.3.2
Essei f: D — R (bzw. f: D — C) eine Funktion, und z, ein Haufungspunkt
von D. Dann, wenn [ € R (bzw. [ € C) existiert, sodass

Ve >0, 36 =4(e) >0, sodass fir alle z € (Us(zo) \{zo})ND ist f(x) € U(l)
(5.3.1)

sagen wir, dass [ der Grenzwert von f fiir x gegen xg ist, und schreiben

lim f(z)=1.

T—rx0

Warum brauchen wir, dass xy ein Haufungspunkt fiir die Definitionsmenge D ist?
Weil, wenn es nicht der Fall ware, konnte die Menge (Us(zo) \ {zo}) N D leer sein,
und deshalb wire die Bedingung in eine “leere Bedingung”.

Wie fiir die Stetigkeit, gibt es eine Umformulierung der Bedingung :
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Ve >0, 30 =d(e) > 0, sodass fir alle x € D, 0 < |[x—xo| <9, ist [f(zx)-]| <e.
(5.3.2)

Warum méchten wir f(z) evaluieren, nur fiir die Punkte 2 € D, die unterschiedlich
von zg sind? Weil es im Begriff des Grenzwertes nicht wichtig ist, was die Funktion
am Punkt xy tut; es ist nur wichtig zu wissen, was die Funktion um xq tut, also, in
einer Umgebung von z, (aber nicht in z).

Beispiel 5.3.1

Es sei f die Funktion f(z) =

T —
Punkt zy = 2 nicht enthalten, da die Fraktion fiir g = 2 nicht definiert ist. Aber

214 -2 2
wir konnen v als (z )z +2)

IZ—

. Dann kann die Definitionsmenge von f den

schreiben und, fiir alle x # 2, kénnen wir

r—2 x—2
-2 2
sagen, dass (v )(l;_ ) =z + 2. Deshalb
x —
2 _
lim & =limz+4+2=4.
r—2 T — r—2

Die erste Gleichheit gilt, weil wir in der Definition des Grenzwertes, die Funktion f
nur in allen Punkten x # 2 beriicksichtigt miissen. Die zweite Gleichheit gilt, weil
die Funktion x — x + 2 stetig ist. &

Mit der Definition des Grenzwertes, kann das Konzept von Stetigkeit so um-
formuliert werden:

Satz 5.3.1
Es sei f: D — R (bzw. f: D — C) eine Funktion, und xog € D. Dann ist f
stetig in xo genau dann, wenn entweder

e ¢ ein Haufungspunkt von D ist, und ILm f(x) = f(xo), oder
T—T0

o xo kein Hdaufungspunkt von D ist.

Ubung 5.3.2
Beweisen Sie Satz[5.3.1] [ )

Wir bemerken, dass falls x¢ kein Haufungspunkt ist, also, falls xq € D isoliert ist,
dann ist eine beliebige Funktion f, deren Definitionsmenge D ist, stetig.

Der folgende Satz ist sehr ahnlich zu Satz und der Beweis bleibt dem
Leser tiberlassen:
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Satz 5.3.2
Es sei f: D — R (bzw. f: D — C) eine Funktion, und xo ein Haufungspunkt
von D. Dann sind die folgenden dquivalent:

(i) lim f(x)=1;

T—rTQ

(ii) Fir alle Folgen (an)nen mit a, — xo und a, # xo fir alle n € N, gilt
lim f(a,) =1.

n—-+o0o

Fir Grenzwerte gelten Ergebnisse, die ahnlich zu den Ergebnissen in Sétzen
15.2.2|und [5.2.4] sind:

Satz 5.3.3
FEs sei f: D — R und g: D — R Funktionen (bzw. f: D — C und g: D — C)
und xo ein Hdaufungspunkt von D.
Dann, falls lim f(z) (bzw. lim g(x)) existiert und gleich 1 (bzw. ') ist,
T—T0 T—T0
haben wir
. . _ ! .
(i) Jim (f +g)(z) =1+
(i7) lim (A= f)@) =X, fir alle \ € R (bzw. A € C);
T—rT(
(i) lim (f-g)(x)=1-1;
T—x0
(iv) Fallsl' # 0, es gibt eine Umgebung U von xq mit g(x) # 0 fir alle x € U,

und gilt. lim §($> =




5.3. GRENZWERTE VON FUNKTIONEN 159

Satz 5.3.4
Es seien f: D — R und g: D' — R Funktionen, sodass g(D') C D und es sei
fog: D' — R die Verkniipfung. Es sei xy ein Haufungspunkt fir D', oder +oo,
oder —oo. Dann, wenn

lim g(z) =1,

T—>20
wobei g(x) # 1 fir alle x in einer Umgebung von xy und

lim f(y) =1,

y—l

dann gilt auch
lim f(g(z)) =1

T—T0

Hier sind 1,I' entweder reelle Zahlen oder +o0o, oder —oo.

Die Beweise sind dem Leser iiberlassen.

5.3.1 Grenzwerte fiir Funktionen von R nach R

Die Definition des Grenzwerts erkléart nicht, wie die Grenzwerte konkret berech-
net werden kénnen. Die Berechnung von Grenzwerten kann besonders schwierig
sein, wenn die Funktion von einer Teilmenge von R"™ definiert ist. Wir wollen nicht
auf diese Schwierigkeiten eingehen und beschrianken uns in diesem Abschnitt auf
Funktionen von (Teilmengen von) R nach R.

Nehmen wir zunéchst an, dass f: D € R — R eine Funktion ist, wobei die
Definionsmenge nach oben unbeschrdankt ist, d.h. : Fir alle N € R gibt es ein z € D,
sodass > N. Dann kann in diesem Fall der folgende Begriff definiert werden:

Definition 5.3.3
Es sei f: D € R — R eine Funktion, wobei D nach oben unbeschriankt ist.
Dann

grll flx)=1€R:<= VYe>0, IN = N(e), sodass fir alle x € D, > N,
gilt |f(z) —1] <e.

Falls D nach unten unbeschrdnkt ist, d.h. dass, fir alle N € R gibt es ein x € D,
sodass © < N, dann kann &hnlich der folgende Grenzwert definiert werden:

Definition 5.3.4
Es sei f: D C R — R eine Funktion, wobei D nach unten unbeschriankt ist.
Dann
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EIP fx)=1l€eR:<= Ve>0, IN = N(e), sodass fir allex € D, x < N,
gilt |f(z) —1] <e.

Ein Beispiel einer Funktion, die einen beschrankten Grenzwert fiir x — +o00 besitzt,

ist in Abbildung gegeben.

x

N
ﬁx‘ﬂw :f(x)f 0

X > 409

Figure 5.3.2

Die Gerade {(z,y) € R? | y = [} ist in diesem Fall eine Waagerechte Asymptote.
In dhnlicher Weise kénnen wir die folgenden Grenzen definieren:

Definition 5.3.5

e Essei f: D CR — R eine Funktion, und xy ein Haufungspunkt von D.
Dann

lim f(z) =400 (bzw. —o00): <= VL €R, 36 = (L), sodass fiir alle
T—T0
r €D, 0<|z—mx <9, gilt f(x) > L (bzw. f(z) < L).

e Essei f: D C R — R eine Funktion, wobei D nach oben unbeschrankt
ist. Dann
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BIE f(z) = +o00 (bzw. —o0): <= VL € R, IN = N(L), sodass fiir
allex € D, x> N, gilt f(x) > L (bzw. f(x) < L).

e Essei f: D C R — R eine Funktion, wobei D nach unten unbeschréinkt
ist. Dann

li)r_n f(z) =400 (bzw. —0): <= VL € R, 3N = N(L), sodass fir
allex € D, x < N, gilt f(xz) > L (bzw. f(z) < L).

5.4 Uberblick iiber die euklidische Topologie

Im vorherigen Abschnitt haben wir schon einige Begriffe einer Topologie einge-
fithrt (zum Beispiel, was eine offene Umgebung ist), und wir haben schon den Grund
gesehen, warum diese Konzepte fiir den Begriff der Stetigkeit so wichtig sind. In
diesem Abschnitt werden wir noch weitere Konzepte der (euklidischen) Topologie
einfithren, und werden sehen, welche Rolle sie in der Stetigkeit spielen.

Wir beginnen mit einigen Definitionen. In Definition [5.1.2]haben wir die
euklidische Abstandsfunktion definiert, und folglich den zusammenhingenden Be-
griff von (e-)Umgebung. Aus dem Konzept von Umgebung konnen folgende Eigen-
schaften eines Punktes x € R™ definiert werden:

Definition 5.4.1
Es sei A eine nicht-leere Menge in R™, und z ein Punkt in R™. Der Punkt ist
ein

 innerer Punkt von A, falls eine offene Umgebung U, (z) von x existiert,
die ganz in A liegt, d. h.

Jde > 0, sodass U(z) C A;

o duflerer Punkt von A, falls x ein innerer Punkt des Komplementes ist,
d. h.
Jde > 0, sodass Uc(x) CR"\ A;

« Randpunkt von A, wenn jede Umgebung U () wenigstens einen Punkt
mit A und einen Punkt mit R™ \ A gemeinsam hat, d. h.

Ve>0, U(z)NA#0 und U(x)N(R"\ A) #0.

Die Menge der inneren Punkte von A wird durch ,(21 bezeichnet, und wird
Innere von A genannt. Die Menge der Randpunkte wird durch dA bezeichnet, und
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wird Rand von A genannt. Natiirlich gilt es, dass die Menge der dufleren Punkte
von A genau das Innere von (R™\ A) ist.

Ubung 5.4.1
Mit der Hilfe der gegebenen Definitionen beweisen Sie, dass fiir eine beliebige Teil-
menge A C R” gelten:

1.

2.

JA =0(R™\ A);
AC A;
R™ =4 UJAU (R”O\ A), wobei diese Vereinigung eine Vereinigung zwischen

disjunkten Mengen ist;
A CAUdA;

AUO0A :;1 UOA, wobei die letzte Vereinigung eine Vereinigung zwischen
disjunkten Mengen ist.

[ )

Beispiel 5.4.1 1. Es sei (a,b) das (sogenannte) offene Intervall in R. Dann ist

jeder Punkt in (a, b) ein innerer Punkt von (a, b). Wir beweisen diese Tatsache.
Wir schreiben zunéachst (a, b) als (zo— R, zo+ R), wobei o = ‘ITH’ und R = bfTa.
Deshalb

z € (a,b) <= |r— x| <R < x € Ug(xy).

Dann sei es § > 0, sodass |z — x| = R—9. Wir mochten eine ganze Umgebung
von z finden, die ganz in Ug(x) enthalten ist.

Fiir alle Punkte y € R, sodass |y — z| < % gilt

0 )
|y—$o’§\y—x\+]z—x0\<§+R—5:R_§<R,

wobei wir die Dreiecksungleichung benutzt haben. Wir kénnen dann schlieflen,
dass die ganze offene Umgebung von = gegeben durch (x — g, T+ g) enthalten
in (zg — R, xo + R) ist (sieche Abbildung 5.4.1).

Es ist leicht zu zeigen, dass d(a,b) = {a,b}. In der Tat, fiir jedes € > 0,
enthahlt das Intervall (a — €, a + €) Punkte von (a,b) (die genau die Punkte
in (a,a + €) sind) und Punkte des Komplementes (die genau die Punkte in
(a — €,a] sind). Ahnlich fiir jede Umgebung von b (siehe nochmal Abbildung
5.4.1)).

Ahnlich gilt fiir das Intervall (a,b], dass das Innere von (a,b] genau (a, b) ist,
und der Rand genau {a, b}.
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Figure 5.4.1

Es sei A = R". Dann ist jeder Punkt ein innerer Punkt, und OR™ = () fir alle
n>1.

Jeder Punkt der offenen Kugel Ur(xo) C R™ ist ein innerer Punkt in Ug(zo),
fiir jeden R >0, xg € R® undn > 1.

Das ist fiir Sie eine Ubung. (Bitte benutzen Sie dasselbe Verfahren, das wir fiir
offene Intervalle von R benutzt haben, mit der Hilfe der Dreiecksungleichung
fiir den euklidischen Abstand in R", die wir nicht bewiesen haben.)

Ahnlich wie beim 1-dimensionalen Fall, ist der Rand von Ug(7o) genau die
(n — 1)—dimensionale Sphére mit Zentrum z, und Radius R:

OUR(zo) = {z € R" | d(z,z9) = R}.
Diese Tatsache kann mit der Hilfe der Abbildung bewiesen werden.

Die Dichte von Q in R (siche Lemma [2.3.2) und von R\ Q in R (siche Ubung
2.3.3) kann benutzt werden, um zu beweisen, dass das Innere von Q, betrachtet
als Teilmenge von R, leer ist, und dass 0Q = R.

Es sei A die Gerade {(z,y) € R? | y = 2} (oder eine beliebige Gerade in R?).
Dann ist das Innere von A, die eine Teilmenge von R? ist, leer! Warum ist das
so? Weil es keine “2-dimensionale Umgebungen” gibt, die in A enthalten ist,
siehe Abbildung[5.4.3] Dazu ist 0A = A.

s

Eine Beziehung zwischen Hiufungspunkten, isolierten Punkten und

inneren oder Randpunkten.
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Gegeben eine Teilmenge A C R™, bezeichnen wir durch H P(A) die Menge der
Haufungspunkte von A.

Es sei xg ein innerer Punkt der Menge A. Dann folgt es aus der Definition,
dass g ein Haufungspunkt der Menge A ist (Warum?), also

AC HP(A).

Aber die umgekehrte Richtung gilt nicht: ein Haufungspunkt von A gehort nicht
unbedingt der Menge A (also nicht unbedingt ;1) Zum Beispiel ist 0 ein Hau-
fungspunkt der Menge A = {n%rl,n € N} C R, aber 0 ¢ A. Dazu bemerken wir,
dass der Rand von A C R genau AU {0} ist, und dass alle Punkte in A isoliert sind.

Eine Menge A C R™ heifit diskret, falls sie keine Haufungspunkte besitzt, also
falls HP(A) = (0. Zum Beispiel ist die Menge N, betrachtet als Teilmenge von R,
diskret.

Es sollte klar sein, dass alle Punkte einer diskreten Teilmenge isoliert sind
(siche Definition , aber die umgekehrte Richtung gilt nicht: Alle Punkte in
A= {n%rl,n € N} C R sind isoliert, aber A besitzt den Haufungspunkt 0, ist also
nicht diskret.

Ubung 5.4.2
Um die vorherigen Konzepte zusammenzufassen und sie besser verstehen, sei HP(A)
die Menge der Haufungspunkte von A. Beweisen Sie die folgenden:

(a) HP(A) CA UDA;
(b) 2 €A => o € HP(A);
(¢) xg isoliert Punkt von A — 1z € JA.

o

Wir kénnen die Beziehung zwischen H P(A) und 0A noch besser verstehen.

o Zuerst, ist es wahr, dass HP(A) C 0A? Nein. Wir haben schon bemerkt,

dass AC HP(A), aber A NOA = (); also konnen wir nicht haben, dass ,Zg
HP(A) C0A.

o Nun ist es wahr, dass 0A C HP(A)? Nein. Die Punkte des Randes von
A kénnen auch isoliert sein (siche Ubung . Ein Beispiel ist die Menge
A={-1-neN}; dann 9A = AU {0} aber HP(A) = {0}.

n+1’

Wir bemerken, dass in beiden Féllen, die “Probleme” (der Grund, warum die Antwort
“Nein” ist) Punkte sind, die in A liegen (innere Punkte im ersten Fall und isolierte
Punkte im zweiten Fall). Wir haben eigentlich das folgende Ergebniss:
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Lemma 5.4.1
Fiir jede nichtleere Menge A, ist HP(A) N (R™\ A) = 0AN (R"\ A).

Beweis: Wir beweisen zuerst, dass HP(A)N(R"\ A) C 0AN(R™\ A). Es sei dann z
ein Haufungspunkt von A, der nicht in A liegt. Per definitionem von Haufungspunkt
haben wir, dass fir jede Umgebung U(x), die Teilmenge U(z) \ {z} Punkte von
A enthélt. Dann besitzt jede Umgebung U(x) Punkte von A, und Punkte des
Komplementes von A, ndmlich x, und deshalb ist z ein Randpunkt von A.
Umgekehrt, es sei € JAN (R™\ A). Dann, per definitionem von Randpunkt,
muss jede Umgebung U (z) sowohl Punkte von A als auch Punkte von R™\ A besitzen.
Da nach Voraussetzung = ¢ A, muss dann jede Menge U(z) \ {z} Punkte von A
besitzen, d. h. x muss ein Haufungspunkt von A sein. O

Definition 5.4.2
Eine Menge A C R"™ heifit offen, falls sie entweder leer ist, oder jeder ihrer

Punkte ein innerer Punkt ist oder, mit anderen Worten, falls A =A.
Eine Menge A C R" heifit abgeschlossen, falls ihr Komplement R \ A
offen ist.

Diese allgemeine Definition verdeutlicht, warum das Intervall (a,b) als offenes
Intervall (bzw. [a,b] als abgeschlossenes Intervall) bezeichnet wird: es ist eine offene
(bzw. abgeschlossene) Teilmenge von R.

Ubung 5.4.3

Beweisen Sie, dass, fiir eine beliebige Teilmenge A C R", /01 die groBite offene Menge
ist, die ganz enhalten in A ist, d. h. dass falls U eine offene Menge ist, fiir die U C A,

dann ist U C ,(21 A

Bemerkung 5.4.1

Wir mochten klarstellen, warum wir bei der Angabe der Teilmenge A immer die
Menge R™ angeben, von der sie als Teilmenge behandelt werden muss. Nehmen Sie
zum Beispiel die Gerade der reellen Zahlen R. Wir haben gesehen, dass in dieser
Menge alle Punkte innere Punkte sind, also ist R offen als Teilmenge von R. Aber
wenn wir diese Gerade als Teilmenge von R? betrachten, zum Beispiel als die Gerade
{(z,y) € R? | y = 0}, dann ist kein Punkt ein innerer Punkt! Intuitiv ist es fiir
eine offene Menge von R™ moglich, ein Konzept der Dimension zu definieren: lokal
(d. h. in einer Umgebung jedes ihrer Punkte) ist jede offene Teilmenge von R™ mit
einer Kugel der Dimension n identifizierbar. Da die gerade {(z,y) € R? | y = 0}
“Dimension 1 hat”, kann sie keine offene Teilmenge von R? (oder R” fiir alle n > 2)
sein. &

Beispiel 5.4.2 1. Wie schon gesagt, das Intervall (a,b) ist offen in R (aber nicht
offen in R™, fiir alle n > 2). Das Intervall [a, b] ist abgeschlossen in R, weil die
Vereinigung der Intervalle (—oo, a) U (b, +00) offen in R ist.
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. R™ ist sowohl offen als auch abgeschlossen in R".
. Die offene Kugel Ug(z) = {y € R" | |y — 2| < R} ist offen in R™.

. Q ist weder offen noch abgschlossen in R (Warum? Wir haben schon bemerkt,
dass alle Punkte in Q Randpunkte sind, also ist Q nicht offen. Um zu beweisen,
dass Q nicht abgeschlossen ist, sollten wir nachpriifen, dass R\ Q nicht offen
ist. Ist es der Fall?).

. Die Gerade {(z,y) € R? | y = 0} in R? ist nicht offen, aber sie ist in R?
abgeschlossen (Ubung fiir Sie).

. Die Menge {nil ,n € N} C R ist weder offen noch abgeschlossen.
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Das folgende Lemma gibt uns weitere Charakterisierungen einer offenen Menge:

Lemma 5.4.2
Es sei A eine nicht leere Menge von R™. Dann sind die folgenden dquivalent:

(i) A ist offen;
(ii) A ist die Vereinigung von offenen Mengen;
(iii) ANOA =10.

Wir bemerken, dass die Vereinigung in (ii) nicht unbedingt eine endliche Ver-
einigung ist.

Beweis: Wir beweisen zuerst, dass (i) <= (ii).

“(i) = (i1)” Es sei U(z) eine offene Umgebung von = € A (also, eine offene
Kugel, die offen in R™ ist). Dann gilt, dass A C | U(z) (diese Inklusion gilt, weil

€A
z C U(z), und so A = |J{z} C |J U(z)). Aber, da A offen ist, konnen wir die
€A €A

Umgebungen U(x) so wahlen, dass U(x) C A fiir alle x € A. Dann muss auch gelten
J U(z) C A, und wir haben die Gleichheit A = | ] U(z).
€A €A

“(i1) = (7). Essei A die Vereinigung von offenen Mengen, d. h. A = U A;,

wobei A; eine offene Menge ist, und I eine (nicht unbedingt endliche) Indexmenge
ist. Dann fiir alle x € A, existiert ein ¢ € I, sodass x € A;. Da A; offen ist, existiert
eine offene Umgebung U(x), die ganz in A; liegt. Da A; C A, ist auch U(z) C A.

Wir beweisen nun, dass (1) <= (iii).

“(i) = (i17)". Da A offen ist, ist per definitionem A —A. Aber, nochmal per
definitionem von Inner- und Randpunkten, ist ANOA = 0. Also ist ANOA = 0.

“(iti) = (i)”. Fir eine beliebige Menge gilt immer A CA UJA. Wenn
ANOA = 0, dann muss gelten A C ;1 Dann haben wir, dass A = ;1, weil die
Implikation }ig A immer gilt. O

Ahnlich gelten die folgenden Charakterisierungen einer abgeschlossenen Menge:

Lemma 5.4.3
Es sei A eine nicht leere Menge von R™. Dann sind die folgenden dquivalent:

(i) A ist abgeschlossen;
(ii) A=A UDA.
(iii) DA C A;
(iv) HP(A) C A.
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Beweis: Wir beweisen zunéchst, dass (i) <= (iii).
In der Tat, folgt “(74) == (diz)” aus der allgemeinen Tatsache, dass falls XUY = Z,
dann ist X C Z, wobei X,Y und Z beliebige Mengen sind. Um zu zeigen, dass

“(iti) = (i1)", geniigt es zu bemerken, dass fir jede Menge A CA UJA gilt.
Falls dazu 0A C A, dann gilt auch AUIAC A (weil AC A immer gilt), und die

Gleichheit A =4 UOA muss gelten.
Nun beweisen wir, dass (i) <= (ii).
“(i) = (41)” Wir nehmen zuerst an, dass A abgeschlossen ist, d. h. R™ \ A ist

offen. Dann erhalten wir, dass (]R”O\ A)= R"\ A. Da fir eine beliebige Menge
R™ =4 UDAU (]R"O\ A) gilt (wobei diese Mengen disjunkt sind), wenn (R”O\ A)=
R™\ A erhalten wir, dass (/01 U0A) U (R*\ A) = R™, Wobei die Mengen (/01 U0A)
und (R™\ A) noch disjunkt sind. Das heift, dass A=4U)A (Warum?).

“(1i) = (i)” Aus R —A UDAU (R™ \ A) (wobei diese Mengen disjunkt

sind) und aus der Hypothese A = A UAA erhalten wir, dagss R\ A = (R™\ A). Also
ist R™ \ A offen und deshalb ist A abgeschlossen.

Endlich beweisen wir, dass (iii) <= (iv).
In beiden Richtungen kann Lemma benutzt werden. In der Tat, falls 0A C A,
impliziert Lemma dass ) = OAN(R*\ A) = HP(A) N (R™\ A), also dass
HP(A) C A. Ganz &hnlich beweist man, dass HP(A) C A die Inklusion 0A C A
impliziert.

O

Bemerkung 5.4.2
(Wie Aquivalenzen bewiesen werden sollten) Die Art und Weise, wie wir diese
Aquivalenzen bewiesen haben, ist nicht die schnellste: Um eine Aquivalenz von 4
Bedingungen, 1., 2., 3., 4., zu beweisen, reicht es aus, 4 Implikationen zu beweisen,
zum Beispiel 1. — 2., 2. — 3., 3. — 4. und 4. — 1. (Warum
reichen sie aus?). Im Allgemeinen, gegeben n Bedingungen, um zu beweisen, dass
sie dquivalent sind, reicht es aus n Implikationen zu beweisen (z. B. mit dem Zyklus
.= 2,2 = 3,...,.n—1. = nundn. = 1.).

Wir haben hier 6 demonstriert. Aber wir haben diese Methode gewéhlt, weil
sie uns lehrreicher erschien. &

Die beiden vorhergehenden Lemmata sind sehr abstrakt und die explizite
Struktur der offenen Mengen von R™ wird kaum genutzt. Wenn Sie sie gut analysieren,
folgen sie nur aus mengentheoretischen Bemerkungen. Um zu verstehen, wo die
Hauptpunkte der Beweise liegen und welche dieser Implikationen nicht gilt, wenn
eine Menge nicht offen oder nicht abgeschlossen ist, ist es eine gute Ubung, die Be-
weise anhand von Beispielen und Gegenbeispielen zu wiederholen (z. B. Was funk-
tioniert nicht in Lemmata [5.4.2| und [5.4.3| falls A = Q C R, oder falls A = (a,b] C
R?).
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Ubung 5.4.4
Es sei A C R" eine beliebige Teilmenge. Beweisen Sie die folgenden:

1. AU A ist immer abgeschlossen, wird Abschluss von A genannt und mit A
bezeichnet, also
A:=AUOJA. (5.4.1)

2. A :;1 UJA (Bemerken Sie, dass nun diese Mengen disjunkt sind; fir eine
beliebige Teilmenge A, konnten A und 0A nicht disjunkt sein.)

3. Der Abschluss von A ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthélt,

d. h. dass falls B eine abgeschlossene Menge ist, fiir die B O A, dann gilt
B2 A.

4. A ist abgeschlossen genau dann, wenn A = A.
5. A= AU HP(A).
[ )

Noch eine Bedingung, um zu verstehen, ob eine Menge abgeschlossen ist oder
nicht.

Lemma 5.4.4
FEine Teilmenge A C R™ ist abgeschlossen genau dann, wenn der Grenzwert jeder
konvergenten Folge (a,)neny € A in A liegt.

[13

Beweis: © => 7 Es sei A abgeschlossen. Nehmen wir eine konvergente Folge
(an)nen € A mit Grenzwert xg. Falls 29 € A, gibt es nichts zu beweisen.

Nehmen wir an, dass xy ¢ A; wir miissen dann einen Widerspruch erhalten.
Da (a,) konvergent ist, gibt es fiir alle Umgebungen von z, (unendlich viele) Ele-
mente von (a,), deshalb enthélt jede solche Umgebung immer Elemente von A und
Elemente des Komplementes von A (némlich xy). Dann liegt ¢ in 0A. Aber das ist
nicht méglich, weil wir angenommen haben, dass A abgeschlossen ist, und deshalb,
aus Lemma dass 0A C A, und die letzte Inklusion wiirde dann implizieren,
dass g € A.

“ <= " Es sei 9 € 0A. Aus Lemma geniigt es zu beweisen, dass ein
solches xy immer in A liegt. Wir bilden dann eine Folge (a,)n,en C A, die gegen zg
konvergiert, und dann muss nach Voraussetzung xo in A sein. Da zy € A, muss
jede Umgebung U1 (x() ein Element von A enthalten; es sei a,, ein solches Element.
Wir bemerken, dass, da U (x0) C Ui (xp) fir alle m > n, jede Umgebung U1 (o)
alle Punkte a,, fir alle m > n, enthalt. Dann konvergiert a, gegen zo, und deshalb
ist zy € A. O

Wir schliefen diesen Abschnitt mit zwei wichtigen Sétzen. Wir definieren 7T
als die Familie der offenen Mengen in R™. Da diese Definition von der euklidischen
Abstandsfunktion abhingt, nennen wir diese Menge die euklidische Topologie.
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Satz 5.4.5 (i) 0 €T und R" € T;

(i) Gegeben eine beliebige (nicht unbedingt endliche) Familie von offenen Men-
gen {A; € T,i €I}, dannist | JA; € T
iel
(11t) Gegeben eine endliche Familie von offenen Mengen {A;,j € J} mit |J| =
k € N, dann ist ﬂ A, eT.

jeJ

Beweis: (i) 0 ist offen per definitionem. Wir haben schon bemerkt, dass R™ offen

ist (siche BeiSpiele 2. und 2.).

(ii) Wir haben die Behauptung in (ii) schon bewiesen: Dies ist genau die Implika-
tion (i4) = (i) in Lemmal5.4.2]

(iii) Es sei z € (] 4;. Wir miissen beweisen, dass z ein innerer Punkt in (7] 4;
jed jeJ

ist. Dann nehmen wir Umgebungen U, (z), sodass U, (z) C A; fiir jede j € J;
diese Umgebungen existieren, weil jede A; offen ist. Da J endlich ist, besitzt
die Menge {r;, j € J} ein positives Minimum, das wir mit  bezeichnen. Wir
bemerken nun, dass U,(z) C U,,(x) fir alle » < r;, und alle j € J, also ist
U,(z) eine (offene) Umgebung von x in jeder Teilmenge A;, und deshalb gilt

UT(I) Q ﬂ AJ’.

jed

O
Warum haben wir unterstrichen, dass in (iii) der Schnitt zwischen endlich vie-
len Mengen sein sollte? Weil, zum Beispiel, der (unendliche) Schnitt dieser Intervalle

in R:
Vbt
n+1'n+1

neN
nicht offen ist. Es ist eigentlich genau der Punkt {0}, der nicht offen ist (Warum ist
es so? Es gibt zwei Tatsachen zu beweisen, und zwar, dass ﬂneN(—n%rl, n%rl) = {0},
und dass {0} nicht offen in R ist. Ubung).
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Mit der Hilfe der de-morganschen Gesetz konnen wir sofort Satz in
einen Satz iiber abgeschlossene Mengen tibersetzen:

Satz 5.4.6 (i) 0 und R™ sind abgeschlossen in R";

(ii) Gegeben eine beliebige (nicht unbedingt endliche) Familie von abgeschlosse-
nen Mengen {A;, i € I}, dann ist (| A; abgeschlossen;
iel
(11t) Gegeben eine endliche Familie von abgeschlossenen Mengen {A;,j € J}

mit |J| =k € N, dann ist | ] A; abgeschlossen.
jed

Beweis: Ubung. O]

Warum haben wir angenommen, dass nur eine Vereinigung von endlich vielen abgeschlosse-
nen Mengen abgeschlossen ist, und nicht eine beliebige Vereinigung? Weil die Ver-
einigung der abgeschlossenen Intervalle

U[—1+ Loyt
n+1’ n+1

neN

das offene Intervall (—1,1) ist. (Nochmal, warum ist das so?)

Am Ende dieses Abschnittes kommt die allgemeinere Formulierung des Konzepts
der Stetigkeit, die auch in zukiinftigen Vorlesungen verwendet wird. Zunéchst fithren
wir das Konzept von offener Menge einer Teilmenge ein:

Definition 5.4.3
Es sei D C R™ eine Teilmenge. Wir sagen, dass A C D offen in D ist, falls eine
offene Menge U in R" existiert, sodass A =D NU.

Bemerkung 5.4.3 (a) Bemerken Sie, dass eine Teilmenge A, die offen in D C R™
ist, nicht unbedingt offen in R™ ist. Zum Beispiel, in Beispiel 5., die
gerade {(z,y) € R? | y = z} ist nicht offen in R? aber ist offen in D :=
{(z,y) € R?> | y = z}. In der Tat, ist jede Teilmenge D offen in D, weil
D = DNR" und R™ ist immer offen (in R™).

(b) Auf der anderen Seite, falls D offen in R™ ist, dann ist A offen in D genau
dann, wenn sie offen in R™ ist. In der Tat, nehmen wir an, dass A offen in

3Es gilt eine Verallgemeinerung der de-morganschen Gesetze, die wir in Ubung aufgesagt
haben, und zwar, dass (U;er4;)¢ = Nicr A und (N;er4;)¢ = Uier AS, fiir eine beliebige Familie
von Mengen {A; | i € I}.
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D ist. Dann existiert eine offene Menge U in R", sodass A = D NU. Da wir
angenommen haben, dass D offen ist, dann ist A, die Schnittmenge zwischen
zwei offenen Mengen, auch offen. Umgekehrt, es sei A C D, wobei A offen in
R™ ist. Dann ist A = AN D, und deshalb ist sie offen in D.

¢

Satz 5.4.7
Es sei f: D CR*” — R oder C eine Funktion. Dann ist f stetig in D genau
dann, wenn

F~HU) offen in D ist, fir alle U offen in R (oder C).

Als Konsequenz der Bemerkung am Ende der Definition [5.2.2] kénnen wir den
vorherigen Satz auf den Fall verallgemeinern, in dem die Zielmenge R™ ist, fir
eine beliebige m € N.

Beweis: “ = ". Es sei f stetig in D (sieche Definition , und es sei U C R
(oder U C C) offen. Wir miissen beweisen, dass f~!'(U) offen in D ist. Falls
f~YU) = 0, haben wir die Behauptung bewiesen, weil () offen in jeder Teilmenge D
ist (Warum?). Nehmen wir an, dass f~*(U) # 0. Dann 3z € D, sodass f(xq) € U.
Weil, nach Voraussetzung, U offen ist, ist f(xo) ein innerer Punkt von U, und
deshalb 3U.(f(x)), sodass Uc(f(zo)) C U. Die Stetigkeit in xq (Deﬁnition

impliziert, dass 3§ > 0, sodass f(Us(zo) N D) C U(f(x0)). Da A C f71(f(A)) fiir
eine beliebige Teilmenge A C D (Ubung (a)), kénnen wir schlielen, dass

Us(zo) VD C f71(f(Us(zo) N D)) C fH(Ue(f(20))) € f7H(U).

Also haben wir bewiesen, dass, gegeben ein beliebiger Punkt xy € f~1(U), wir eine
§ > 0 finden konnen (die von € und g abhéingt!), sodass Us(xg) N D C f~}(U). Da
xo beliebig ist, konnen wir dann schlielen, dass

( U U(;(xo)) NnD = U (Us(zo) N D) C f~HU).
zo€f~1(U) zo€f~1(U)
Auf der anderen Seite gilt, dass xg € Us(zg), und deshalb
[l )= U A{z} S U (Us(m)nD)= ( U U(;(xo)) ND.
zoef~1(U) zo€f~1(U) zo€f~1(U)

Also haben wir bewiesen, dass

A U)=( U Us(z))ND.

zo€f~1(U)
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Nun geniigt es zu bemerken, dass, da jede Umgebung Us(zo) offen in R™ ist, Satz
(ii) impliziert, dass V' := Uy, e -1y Us(20) offen in R™ ist, und deshalb f~(U) =
V'O D offen in D ist.

“ <= " Nehmen wir an, dass f~'(U) offen in D ist, fiir alle offenen Teilmengen
U CR (oder U C C). Essei U:= Udf(xo)). Dann muss f~1(U) offen in D sein,
also existiert ein V offen in R™, sodass VN D = f~}(U). Dazg € VN D und V
offen ist, konnen wir eine offene Umgebung Us(zo) finden, sodass Us(zo) C V, und
deshalb Us(zo) N D C V N D. Also kénnen wir schliefen, dass

fWUs(zo) VD) € f(VND) = f(f71(U)) CU = Uec(f(20))

wobei die letzte Inklusion in Ubung (b) bewiesen wurde.

5.4.1 Kompaktheit

Wir fiithren zuerst das Konzept von beschrinkter Teilmenge von R™:

Definition 5.4.4
Eine Teilmenge K C R™ heifit beschrinkt, falls ein R > 0 existiert, sodass
K C Ug(z) fir ein z € R™.

Falls K eine Teilmenge von R ist, dann stimmt diese Definition mit der Defini-
tion einer beschrankten Teilmenge von R mit Ordnung < tiberein (sieche Definition
f21)

Wir fithren eine der moglichen Definitionen von Kompaktheit (die gewéhlte
Definition ist einfacher zu verwenden und zu visualisieren).

Definition 5.4.5
Eine Teilmenge K C R" heifit (folgen)kompakt, falls jede Folge (ay,)nen € K
eine Teilfolge besitzt, die gegen einen Punkt xy € K konvergiert.

In diesem Abschnitt werden wir eine folgenkompakte Menge einfach kompakt nen-

ner|}]

Beispiel 5.4.3
Fir die Kompaktheit ist es einfacher Teilmengen zu finden, die nicht kompakt sind,
als zu beweisen, dass einige Mengen kompakt sind.

1Es gibt eine zweite Definition der Kompaktheit, die unterschiedlich von dieser Definition ist.
Diese zwei Konzepte von Kompaktheit sind jedoch fiir die euklidische Topologie &dquivalent.
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 Das Intervall (a,b) C R ist nicht kompakt. Um zu sehen, dass das der Fall ist,
nehmen wir eine Folge (a,)nen C (a,b), die gegen b konvergiert (zum Beispiel,
ist a, = b — %H fir n grofl genug). Dann konvergiert jede Teilfolge gegen
b, aber b ¢ (a,b). Also scheint hier das Problem zu sein, dass (a,b) nicht
abgeschlossen ist.

« Die Menge R ist nicht kompakt. Eigentlich besitzt die Folge (n),en keine kon-
vergente Teilfolge. Hier scheint das Problem zu sein, dass R nicht beschrankt
ist.

&

Wir sind bereit, das erste Ergebnis zu demonstrieren:

Lemma 5.4.8
Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] ist kompakt.

Beweis: Dieses Ergebnis ist eine direkte Folgerung des Satzes von Bolzano-Weierstrafl
(Satz: Eine Folge (a,)nen C [a, b] ist notwendigerweise beschrankt, und des-

halb erlaubt uns Satz zu schlielen, dass sie eine konvergente Teilfolge besitzt.
Da [a,b] abgeschlossen ist, impliziert Lemma dass der Grenzwert in [a, b
liegt. 0l

Der Satz von Bolzano-Weierstrafl kann sofort auf hoheren Dimensionen verall-
gemeinert werden:

Satz 5.4.9
(Bolzano- Weierstraf$) Es sei K eine abgeschlossene und beschrinkte Menge
in R™. Dann ist K (folgen)kompakt.

Beweis: Es sei (a,)nen eine Folge in K. Wir schreiben diese Folge mit der Hilfe
ihrer Komponenten, und zwar a; = (a1j, asj, . .., a,;) fir alle j € N. Wir bemerken,
dass, da K beschrankt ist, die reellen Folgen (a;;);en auch beschrankt sind, fiir alle
¢t =1,...,n. Dann impliziert der Satz von Bolzano-Weierstraf fiir reelle Folgen, Satz
dass (a1;)jen C R eine konvergente Teilfolge (a;,)ien besitzt. Wir nehmen
nun die Folge (as;,)ien. Weil diese Folge beschrankt ist, impliziert Satz dass
es eine Teilfolge gibt, die konvergent ist. Es sei (ji,, )men die Folge der Indizes
der konvergenten Teilfolge (azj, )men. Wir bemerken zuerst, dass (a1, )men auch
konvergent ist (sie ist eine Teilfolge einer konvergenten Folge). Nun nehmen wir
(asj, Jmen. Wir bemerken, dass diese (Teil)Folge beschrankt ist, und deshalb ...
Nach Wiederholung desselben Verfahrens kénnen wir beweisen, dass es eine Folge
von Indizen (Ny)sen gibt, sodass (a;n, )sen fir alle j = 1,...,n konvergiert. Es seien
z; die dazugehorigen Grenzwerte; dann konvergiert (awn,) = (ain,,---,ann,)sen
gegen (T1,...,T,).
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Da K abgeschlossen ist, muss der Grenzwert der Menge K gehoren (Lemma
5.4.4).
O

Umgekehrt gilt, dass:

Satz 5.4.10
Es sei K CR™ (folgen)kompakt. Dann ist K beschrankt und abgeschlossen.

Beweis: Wir beweisen zuerst, dass K beschrinkt sein muss. Inverser Beweis: Wir
beweisen, dass wenn K nicht beschrinkt ist, dann ist K nicht kompakt. Wenn K
nicht beschrénkt ist, dann ist der Schnitt K N Dg(0) nicht leer, fiir alle R > 0. Das
heifit, dass wir eine Folge (a,)nen C K finden konnen, sodass |a,| — +oo (Warum
ist das so?), und deshalb |a,, | — 400, fir eine beliebige Teilfolge (ayn, )ren. Da jede
konvergente Folge beschrankt ist, kann eine solche beliebige Teilfolge (a,, ) nicht
konvergieren. Also ist K nicht kompakt.

Wir beweisen, dass K abgeschlossen ist. Wir benutzen Lemma Es sei
(an)nen eine konvergente Folge in K. Die Kompaktheit impliziert, dass der Grenz-
wert der Menge K gehort (weil eine beliebige Teilfolge gegen denselben Grenzwert
konvergiert). Dann impliziert Lemma dass K abgeschlossen ist.

O

Wir haben dann bewiesen, dass

Satz 5.4.11
FEine Teilmenge K C R™ ist (folgen)kompakt genauw dann, wenn sie beschrankt
und abgeschlossen ist.

Der vorherige Satz ist als Satz von Heine-Borel bekannt. Aber, genauer gesagt,
gilt der Satz von Heine und Borel fiir das verallgemeinere Konzept von Kompaktheit,
das wir nicht eingefithrt haben.

Jetzt konnen wir die wichtigen Konsequenzen dieser Konzepte und Theoreme
ableiten:

Satz 5.4.12
Es sei K C R eine nicht leere kompakte Teilmenge von R. Dann besitzt K ein
Maximum und Minimum.

Beweis: Zunéchst bemerken wir, dass K beschrankt ist (Satz[5.4.10), und da R
ordnungsvollstiandig ist, besitzt K ein Supremum sup K und ein Infimum inf K.
Wir miissen beweisen, dass sup K und inf K der Menge K gehoren und dann folgt
es, dass sup K = max K und inf K = min K. Wir nehmen sup K € R und finden
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eine Folge in K, die gegen sup K konvergiert. Wir benutzen, dass sup K die kleinste
obere Schranke ist, also: fiir jede n € N\ {0} ist sup K — - keine obere Schranke
fir K, und deshalb gibt es ein Element a,, € K, das erfiillt sup K — % < ap, <sup K
fir alle n € N\ {0}. Durch den Einschniirungssatz (Satz konvergiert a,, gegen
sup K.

Da K kompakt ist, impliziert Satz , dass K abgeschlossen ist, und des-
halb impliziert Lemma dass sup K € K.

Eine dhnliche Argumentation kann fiir das Infimum gemacht werden. OJ

5.4.2 Zusammenhdngende Teilmengen

Definition 5.4.6
Eine Teilmenge D C R™ heifit zusammenhingend, falls es keine Teilmengen
Uy und U, von D gibt, sodass

o U; und U, offen in D sind (siehe Deﬁnition;
e D=U;UUsy;

e UiNU, =0;

o Uy # () und Uy # 0.

Also, aquivalent gesagt, ist D zusammenhéngend, falls wir keine Mengen V; und V5
von R" finden konnen, sodass

e Vi und V5 offen in R™ sind;
« D=(DNVi)U(DNV);
« (DNV)N(DNVy) =0;

e DNV # 0 und DNV, # 0.

Ubung 5.4.5

Eine Teilmenge A C D C R" heifit abgeschlossen in D, falls es eine abgeschlossene
Menge C' von R™ gibt, sodass A = C'N D. Beweisen Sie, dass D nicht zusammen-
hdngend ist genau dann, wenn:

(a) Es eine Teilmenge A gibt, sodass § C A C D, und sodass A offen und
abgeschlossen in D ist.

(b) D als die disjunkte Vereinigung von zwei abgeschlossenen, nichtleeren Teil-
mengen von D geschrieben werden kann.

)
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Beispiel 5.4.4 « Die Teilmenge (—o00,0)U|[1,2) ist nicht zusammenhéngend. In
der Tat geniigt es zu definieren V; = (—00,0) und V5 = (1 —¢,2), fir e < 1.

o Qist nicht zusammenhdngend. Warum? Denken Sie an Dedekindsche Schnitte:
Q kann als (—o0, v2) U (v/2,400) geschrieben werden.
&

Wie fir die Kompaktheit, konnen wir zusammenhangende Teilmengen von R
charakterisieren. Im folgenden meinen wir mit Intervall I jede nichtleere Teilmenge
von R des Typs (a,b), (a,b], [a,b), [a,b] mit a < b, und (—o0,b), (—o0,b], (a,+00),
[a,4+00) und (—o0,400)) = R. Wir bemerken, dass die Menge mit einem Punkt
{z0} auch als Intervalle betrachtet werden (falls a = b = xy, ist [a, b] genau {zo}).

Satz 5.4.13
Eine Teilmenge I C R ist zusammenhdngend genau dann, wenn ste ein Intervall
1st.

Bemerkung 5.4.4
In diesem Beweis werden wir sehen, dass die Eigenschaft, die ein Intervall I C R
(und damit seinen Zusammenhang) charakterisiert, folgende ist:

Vaoyel [zyCI.

%

Beweis: “ <= 7 Wir beweisen zunéchst, dass falls I ein Intervall ist, dann ist [
zusammenhéingend. Widerspruchbeweis: nehmen wir an, dass I nicht zusammen-
hangend ist. Wir miissen einen Widerspruch erhalten.

Wenn [ nicht zusammenhéngend wére, dann kénnten wir zwei disjunkte, nichtleere,
abgeschlossene Teilmengen A und B von R finden, sodass I = (ANI)U(BNI)
(siche Ubung [5.4.5| (b)). Es sei @ € A und b € B. Da I ein Intervall ist, ist das
ganze Intervall [a,b] in I enthalten (dies ist wirklich die einzige Eigenschaft eines
Intervalles, die wir benutzen werden). Da A und [a,b] abgeschlossen sind, so ist
auch A N J[a,b] (Satz . Dazu ist A N [a,b] eine Teilmenge einer beschrankten
Teilmenge, also ist sie auch beschrénkt. Dank Satz besitzt A N [a,b] ein
Maximum, das wir mit m bezeichnen. Wir bemerken, dass alle Elemente = von [a, b]
erfilllen < b, deshalbt dieselbe Ungleichheit erfiillen die Elemente von A N [a, b];
dazu, da A und B disjunkt sind, und b € B, miissen die Elemente x von A N [a, b]
die strikte Ungleichheit z < b erfiillen. Also, insbesondere ist m < b. Nehmen
wir das Intervall (m,b). Da (m,b) C [a,0] C I, I = (I NA)U(INB), Aund B
disjunkt sind und (m,b) N A = 0 (m ist das Maximum von A N [a,b]), haben wir
(m,b) C BNJa,b] C B. Aber B ist nach Voraussetzung abgeschlossen, und fiir jede
abgeschlossene Menge C| falls (z,y) C C dann ist auch [z,y] C C' (warum?). Also
sollte m € B liegen, und das ist ein Widerspruch, weil m € A und B disjunkt von

[13
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A ist.

“ = 7 Nun beweisen wir, dass falls I C R zusammenhédngend ist, dann ist
I ein Intervall. Indirekter Beweis: Nehmen wir an, dass I kein Intervall ist. Wir
miissen beweisen, dass I nicht zusammenhangend istE] Da die Mengen mit einem
Punkt {zo} C R als Intervallen betrachtet werden koénnen, kénnen wir annehmen,
dass I mindestens aus zwei Punkten besteht. Da I kein Intervall ist, das heifit, dass
es zwei Elemente a,b € I gibt mit a < b, und sodass das Intervall (a,b) nicht ganz
in I enthalten ist. Es sei dann ¢ € R\ I, sodass a < ¢ < b, und wir definieren
Uy := (—o0,¢) NI und Us := (¢,+00) N I. Dann sind U; und U, disjunkt, offen in
I, nichtleer, und I = U; U Us, d.h., dass I nicht zusammenhéngend ist. O

5.5 Stetige Funktionen und topologische
Konsequenzen

Welche topologischen Eigenschaften werden durch eine stetige Funktion “er-
halten”? Zum Beispiel:

(a) Ist es wahr, dass gegeben eine stetige Funktion f: R" — R (oder C), das Bild
einer offenen Menge in R™ offen in R ist? Im Allgemeinen nein. Zum Beispiel,
es sei f: R — R gegeben durch f(z) = 2%, Dann ist das Bild eines beliebigen
Intervalles (—a,a), mit a > 0, gegeben durch [0, a?), das nicht offen in R ist.
(Warum?)

Man koénnte sich dann fragen, ob das Bild einer offenen Menge der Definitions-
menge D offen im Bild f(D) ist (sieche Definition . Zum Beispiel, [0, a?)
ist nicht offen in R, aber es ist offen in [0, +00), das Bild von f. Die Antwort
ist im Allgemeinen nochmal nein. Zum Beispiel, es sei f: D C R — R, wobei
D =10,1) U [2,3] und f(x) = « fur alle x € [0,1), und f(z) = 1 fur alle
x € [2,3]. Diese Funktion ist stetig (warum?). Dazu ist [2,3] offen in D (in
der Tat konnen wir [2, 3] als (2 —¢,3+¢€) N D schreiben, fir ein kleines € > 0),
aber f([2,3]) = {1}, die nicht offen in f(D) = [0, 1] ist (warum?).

(b) Ist es wahr, dass gegeben eine stetige Funktion f: R™ — R (oder C), das
Bild einer abgeschlossenen Menge in R™ abgeschlossen in R ist? Nein. Zum
Beispiel, es sei f: R? — R die Projektion f(z,y) = x. Man kann beweisen,
dass f stetig ist (Wie? Ideen?) Es sei dann A die Teilmenge {(z,y) € R? |
x>0, y= %} Das ist genau der Graph der Funktion g(z) = 1, fiir 2 > 0,
und ist eine Hyperbel. Man kann beweisen, dass A abgeschlossen ist. Aber
f(A) = (0, +00), die nicht abgeschlossen in R ist.

5Erinnern Sie sich daran, dass die Implikation “P = Q" dquivalent zur Implikation
“a@Q) = —P7 ist.
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(c) Ist es wahr, dass das Bild durch eine stetige Funktion einer beschrankten
Menge auch beschrankt ist? Nein. Zum Beispiel, es sei f: (0,1) — R die Funk-
tion f(x) = I; dann ist das Bild des offenen Intervalles (0, 1) das unbeschrénkte
Intervall (1, +00).

Eine Eigenschaft, die durch Stetigkeit erhalten bleibt, ist Kompaktheit:

Satz 5.5.1
Es sei f: R" — R (oder C) eine stetige Funktion und K C R"™ eine kompakte
Teilmenge. Dann ist f(K) kompakt.

Beweis: Es sei (by,)nen eine Folge in f(K). Wir miissen beweisen, dass es eine
Teilfolge (by, )ken gibt, die gegen einen Grenzwert b € f(K) konvergiert.

Da b, € f(K), existiert a, € K, sodass f(a,) = by, fur alle n € N. Da K
kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (an, )ren, die gegen a € K konvergiert. Nach
Voraussetzung ist f stetig und Satz impliziert, dass f(a,,) — f(a) € f(K).
Also ist die gesuchte konvergente Teilfolge von (b,) genau (b, )ken, wobei b,, =
f(an,) fur alle k € N. O

Bemerkung 5.5.1

Das Ergebnis von Satz sollte nun angesichts der negativen Antworten in (b)
und (c¢) und angesichts der Tatsache, dass die kompakten Mengen von R™ genau die
abgeschlossenen und beschriankten Teilmengen sind (Satz , iiberraschender
sein. Wir schlieflen daraus, dass zur Erhaltung der Kompaktheit, die Tatsachen, dass
die Menge abgeschlossen und beschrankt sein muss, wirklich gleichzeitig notwendig

sind. &

Definition 5.5.1

Es sei f: D C R" — R eine Funktion (nicht unbedingt stetig). Wir sagen,
dass f an zp ein Minimum (bzw. Maximum) hat, falls f(x¢) < f(z) (bzw.
f(zo) > f(x)) fur alle z € D.

Es ist nicht immer wahr, dass eine (stetige) Funktion ein Minimum oder Maximum
besitzt. Zum Beispiel, gegeben f: (0,1) — R, f(x) = z, hat f kein Minimum und
kein Maximum auf (0, 1). Hier scheint das Problem zu sein, dass das Bild von (0, 1)
offen ist. Noch ein Gegenbeispiel: Es sei f: (0,+00) — R, f(z) = I; dann besitzt
f kein Maximum und kein Minimum (das Bild f(0, +o00) = (0,400) ist offen und
unbeschrankt). Dank Satzund Satz haben wir jedoch Folgendes:
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Korollar 5.5.2
Es sei f: K — R eine stetige Funktion, wobei K eine kompakte Teilmenge von
R™ ist. Dann besitzt f ein Mazimum und ein Minimum.

Beweis: Das ist eine direkte Konsequenz von Sétzen [5.4.12[und [5.5.1} Da f stetig
ist und K kompakt ist, ist f(K) kompakt (Satz[5.5.1)). Aber kompakte Teilmengen
f(K) von R besitzen immer Maxima und Minima (Satz[5.4.12), die in diesem Fall
genau Maxima und Minima der Funktion f sind. O

Bemerkung 5.5.2

Wie oben bemerkt, damit f(K') kompakt ist, muss K beschriankt und abgeschlossen
sein. Natiirlich ist die Stetigkeit von f auch notig: Es sei f: [—1,1] — R definiert
als f(x) =2+ 1 fur x € [-1,0), f(0) =0 und f(z) =2 — 1 fiir 2 € (0,1]. Dann ist
f([-1,1]) = (—1,1), und deshalb besitzt f kein Maximum und kein Minimum. ¢

Satz 5.5.3
Es sei f: R" — R (oder C) eine stetige Funktion und D C R" eine zusammen-
hangende Teilmenge. Dann ist f(D) zusammenhdngend.

Beweis: Indirekter Beweis: Nehmen wir an, dass f(D) nicht zusammenhéngend
ist. Dann beweisen wir, dass D nicht zusammenhéngend ist. Wenn f(D) nicht
zusammenhéngend ist, dann existieren zwei offene, disjunkte, nichtleere Mengen V;
und V5 von R (oder C), sodass f(D) C V3 UV;. Da f stetig ist, sind die Mengen
F7H(VA) und f71(V4) offen in R™ (Satz[5.4.7). Da f~(ViUVa) = 1 (Vi) U f71(Vh)

erhalten wir, dass
DC fHf(D) S [ (ViUVe) = [T U (Va).

Dazu bemerken wir, dass V; NV, = () impliziert, dass f~1(Vy) N f~1(V5) = 0, und
deshalb ist D nicht zusammenhéngend. O

Wir sind nun bereit, eine wichtige Konsequenz dieser Sétze fiir stetige Funk-
tionen anzugeben. Wir bemerken zunéchst, dass jede stetige Funktion f: [a,b] — R
ein Maximum M und Minimum m in [a,b] hat, d. h., wir konnen ein x,; € [a, )]
und z,, € [a,b] finden, sodass f(z,,) =m < f(x) < M = f(xy), fir alle z € [a, b].
Diese Bemerkung ist eine direkte Konsequenz des Satzes von Bolzano-Weierstraf3
(Satz7 der impliziert, dass [a, b] kompakt in R ist, und des Korollaresm

Es ist jedoch noch nicht klar, ob f alle Werte zwischen m und M annimmt.
Dies ist der Inhalt des nichsten Satzes, in dem der Zusammenhang des Intervalls
[a, b] eine grundlegende Rolle spielt:
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Korollar 5.5.4
(Zwischenwertsatz) Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann nimmt
f alle Werte zwischen dem Minimum m und dem Maximum M an, also:

Fir alle (feste) y € [m, M], gibt es (mindestens) eine Lisung x¢ € [a,b]
der Gleichung f(z) =y.

Mit anderen Worten, ist

f(la, b]) = [m, M].

(Siehe Abbildung|5.5.1)

Figure 5.5.1

Beweis: Satz impliziert, dass [a,b] zusammenhéngend ist. Dazu, aus Satz
@ erhalten wir, dass f([a,b]) zusammenhédngend ist und deshalb, nochmal aus
Satz[5.4.13| dass f([a, b]) ein Intervall ist. Da f ein Maximum M und Minimum m
annimmt (Korollar, muss das Bild genau das Intervall [m, M| sein. O

Dieses Korollar impliziert sofort die folgende alternative Version des Zwischen-
wertsatz:
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Korollar 5.5.5
(Zwischenwertsatz II) Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann
nimmt f alle Werte zwischen f(a) und f(b).

Beweis: Nehmen wir an, dass f(a) < f(b) (der Fall in dem f(a) > f(b) ist ganz
analog). Dann, da m < f(a) < f(b) < M, haben wir [f(a), f(b)] C [m, M]. O

Also impliziert insbesondere das Korollar, dass fir alley € [f(a), f(b)], die Gleichung
f(z) =y eine Losung xo € [a, b] hat.

Bemerkung 5.5.3
Falls f(a) < 0 und f(b) > 0 oder, allgemeiner, falls m < 0 < M, dann besitzt f
eine Nullstelle in [a,b], d. h. existiert ein zo € [a, b], sodass f(zq) = 0. &

Um zusammenzufassen, haben wir im Beweis des Zwischenwertsatzes drei Tat-
sachen benutzt: Gegeben eine stetige Funktion f: R — R,

« das Bild eines Intervalles ist immer ein Intervall (Sétze|5.4.13|und [5.5.3),

« das Bild einer kompakten Teilmenge ist immer kompakt (Satz[5.5.1)), und

« die einzigen Intervalle, die kompakt sind, sind der Gestalt [a,b], fir a < b,
a,b € R (Satz|5.4.10).

Bemerkung 5.5.4
Der Zwischenwertsatz gibt uns Informationen iiber die Existenz einer Losung der
Gleichung
fl@)=y

fur eine stetige Funktion f: in der Tat impliziert Korollar , dass gegeben eine
stetige Funktion f: [a,b] — R, existiert eine Losung xq € [a, b] der Gleichung f(z) =
y genau dann, wenn a’, b’ existieren, sodass a < a’ < b < bund f(d') <y < f(V).
(Warum ist das so? Ubung!)

Aber der Zwischenwertsatz gibt uns keine Informationen tiber die Eindeutigkeit
der Losung, siche nochmal Abbildung [5.5.1 &

Ubung 5.5.1 « Essei f: I — R eine stetige Funktion, wobei I ein Intervall ist.
Nehmen Sie an, dass das Bild f(7) nach unten (bzw. nach oben) unbeschrankt
ist. Beweisen Sie, dass f(I) ein Intervall der Gestalt (—o0,a) oder (—oo,a]
ist, wobei a € R oder a = 400 (bzw. f(I) ein Intervall der Gestalt (a, +00)

oder [a,400) ist, wobei a € R oder a = —00).
o Essei f: R — R eine stetige Funktion. Nehmen Sie an, dass 1_1)1_11 flz) = —o0
und xl_l)rlloo f(x) = 400 (bzw. dass xggloof(aj) = +o00 und xll)llloo f(x) = —o0).

Beweisen Sie, dass f eine Nullstelle besitzt, d.h. existiert ein zy € R, sodass
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« Beweisen Sie, ohne Hilfe des Fundamentalsatzes der Algebra (siche Satz
und Ubung [3.2.3), dass jedes Polynom ungeraden Grades (mindestens) eine
reelle Nullstelle hat.

[ )



5.6. ZUSATZLICHE UBUNGEN UND BEISPIELE 185

5.6 Zusitzliche Ubungen und Beispiele

Ubung 5.6.1
Zeigen Sie, dass die Kosinusfunktion , die Tangensfunktion und die Kotangensfunk-
tion stetig auf ihren jeweiligen Definitionsbereich sind. [
Ubung 5.6.2

Essei f: D CR" — R eine Funktion und zy ein Hiufungspunkt von D . Nehmen
Sie an, dass [; und [, existieren, so dass

lim f(z) =1{; und Jim flx)=1s.

T—rxQ
Zeigen Sie, dass [; = I5. '

Ubung 5.6.3
Es seien f: D C R" — R eine Funktion, zy ein Haufungspunkt von D und [ € R.
Welche der folgenden drei Préadikate ist die Verneinung des Prédikats

“Der Grenzwert von f: D — R fiirx — xq ist 177
(a) Ve >0, 30 >0, Vz €D : 0<|z—xo| <) = |f(x) =1 >¢€
(b) >0, Vo >0, IxreD : 0<|z—x0o| <0 und |f(z)—1]>¢
(¢) Je>0,30>0,VeeD : 0<|zr—z9| <d = |f(x)=1| >¢
[ )

Ubung 5.6.4
Es sei f : R — R eine Funktion. Welche der folgenden drei Prédikate ist die
Verneinung des Pradikats

“f : R — R ist bestimmt divergent gegen +oo fiir x — —o0?”
() Ih >0, Vk >0, 3z €D : z < —kund f(z) <h
(b) VA >0, 3k >0, Ve eD : z< -k = f(z)<h
(¢) 3h>0,3Fk>0,VeeD : z< -k = f(r)<h
[ )

Ubung 5.6.5
Es seien f: D C R" — R eine Funktion, zy ein Haufungspunkt von D und [ € R.
Zeigen Sie, dass

Jg, fle) =1

genau dann gilt, wenn
lim |f(zx) =1 =0

T—rxQ

gilt. Insbesondere, f(z) — 0 gilt genau dann, wenn |f(z)| — 0. [
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Ubung 5.6.6
Es seien f: D C R™ — R eine Funktion, x ein Hiufungspunkt von D und [ € R.

o Nehmen Sie an, dass es zu jeder offenen Umgebung V' von [ eine offene Umge-
bung U von zg gibt, so dass

F((0\fao})n D) v
gilt. Kann man daraus schlieffen, dass

lim f(x) =17

T—rx0
Rechtfertigen Sie Thre Antwort.

o Nehmen Sie nun an, dass es zu jeder offenen Umgebung U von z( eine offene
Umgebung V' von [ gibt, so dass

F(UNfm})n D)V
gilt. Kann man daraus schliefen, dass

lim f(x)=17

T—x0

Rechtfertigen Sie Ihre Antwort.

[ )

Ubung 5.6.7 (a) Es seien f: D C R® — R eine Funktion, z( ein Haufungspunkt
von D und [ € RU {oo}. Zeigen Sie, dass wenn
$1L1£:10f(m) =10>0

(bzw. < 0) gilt, gibt es eine Umgebung U(xy) um g, so dass fir alle z €
(U(o)\{x0}) N D, gilt f(x) > 0 (baw. [(z) < 0)

(b) Ist die Umkehrung der vorherigen Aussage wahr? Néamlich, ist es wahr, dass
wenn f auf einer Umgebung um xzy (ohne zy) positiv ist und der Grenzwert
lim f(z) existiert, dann ist dieser Grenzwert positiv?

T—x0

[ )

Ubung 5.6.8

Es seien f,g und h auf D C R” definierte reelle Funktionen und zy ein Héu-
fungspunkt von D. Nehmen Sie an, dass es eine Umgebung U(x¢) um z, existiert,
so dass

fz) < g(z) < h(x)
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fir alle x € (U(xo)\{zo}) N D gilt. Zeigen Sie, dass wenn
zlLrgO flx) = Ihﬁngo h(z) =1 € R,

dann
Ihﬁrgo glx)=1.
Beispiel 5.6.1
Wir beweisen, dass
. sin(x)
lim =1
z—0 x

gilt.

187

Betrachten Sie die folgende Abbildung: Es sei z (0 < x < 7/2) die Lange des
Kreisbogens PA des Kreises mit Mittelpunkt O und Radius 1. Die Lange der Strecke
PH ist sin(z) und die der Strecke QA ist tan(z). Der Flicheninhalt des Dreiecks

OAP ist sin(z)/2 und der des Kreissektors OAP ist z /2 und der des Dreiecks OAQ

ist tan(z)/2. Wir haben also

sin(z) < z < tan(x) .

A
Q
P tan(z)
sin(z)
>
0 H A

(5.6.1)

Wir dividieren die Ungleichung durch sin(x) und erhalten fiir die Kehr-

werte die folgende Ungleichung

sin(x)

cos(x) < <1.

X



188 KAPITEL 5. STETIGKEIT UND TOPOLOGIE AUF R¥

Diese Ungleichung éndert sich nicht, wenn wir  durch —x ersetzen. Somit bleibt
die Ungleichung fir —7/2 < x < 0 giltig. Da hH(l) cos(z) = 1, schlieflen wir aus der
T

vorherigen Ubung, dass

lim )
z—0 €x
&
Beispiel 5.6.2
Wir beweisen, dass
1-— 2

lim L=05C22) _ (5.6.2)

z—0 x
gilt.

Aus dem Additionstheorem fiur den Kosinus folgt
1 —cos(2x)  2sin(z)® 2<sin(:v)>2
z2 o x2 x ’
Somit
1 — cos(2 in(z)\? in(z)\2
lim (COS(I)) — lim 2<Sm(x)) - Q(lim Sm(w)) —2.12=2.
70 2 z—0 x z—=0 x
Es reicht nun aus, zu bemerken, dass
1 —cos(2x) 11— cos(2x)
= -

x x?

gilt, um den Grenzwert [5.6.2] zu bestimmen.
&

Ubung 5.6.9
Es sei K C R™ kompakt. Zeigen Sie, dass jede abgeschlossene Teilmenge A von K
auch kompakt ist. ' Y

Ubung 5.6.10 (a) Esseien Ay, ..., A, kompakte Teilmengen von R". Zeigen Sie,
dass die Mengen

m Ak und U Ak

k=1 k=1
kompakt sind.

(b) Es sei (Ag)gen eine Folge kompakter Teilmengen von R”. Sind die Mengen

ﬂ Ak und U Ak

k=1 k=1

kompakt? Rechtfertigen Sie Ihre Antwort.
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Ubung 5.6.11
Zeigen Sie direkt mittels der Definition der Kompaktheit, dass jede endliche Teil-
menge von R™ kompakt ist. [ )
Ubung 5.6.12

Bestimmen Sie

(a) eine stetige Funktion f; : (0,1) — R, die beschrankt ist, ein Minimum besitzt,
aber kein Maximum besitzt;

(b) eine stetige Funktion f : [0,00) — R, die beschréankt ist, ein Maximum besitzt,
aber kein Minimum besitzt;

(c) eine Funktion f5 : [0,1] — R, die nach oben beschrankt ist aber nicht nach
unten beschrankt;

(d) eine Funktion f4 : [0,1] — R, die nicht nach oben beschrankt und nicht nach
unten beschrankt ist.

Warum widersprechen diese Beispiele nicht Korollar 5.5.2 der Notizen?

Ubung 5.6.13

Es sei (an)nen eine Folge in R™, die nicht beschrankt ist. Zeigen Sie, dass (an)nen
eine Teilfolge (b, )nen besitzt, so dass die Folge (1/]b,|)neny wohl definiert ist gegen
Null konvergiert. A

Ubung 5.6.14
Es sei f: R — R eine stetige Funktion mit

lim f(z) =400 = lim f(z).

T—r—00 T—-+00

Zeigen Sie, dass die Funktion f nicht surjektiv ist. [

Ubung 5.6.15 (a) Sei f:[0,1] — [0,1] eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass es
eine reelle Zahl x € [0, 1] existiert, so dass

fl@) =z
gilt.

(b) Geben Sie eine Funktion ¢ : [0,1] — [0, 1] mit g(z) # « fur alle z € [0,1] an.
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(¢) Eine Funktion f : R — R heifit periodisch mit der Periode T, wenn 7" # 0 und

flz)=f(z+T) fir alle x € R.

Es sei nun f : R — R eine periodische stetige Funktion mit der Periode T'.
Zeigen Sie, dass es eine reelle Zahl x gibt, so dass

flx) = flz+T/2)
gilt.
[ )

Ubung 5.6.16

Es sei f :[0,1] — R eine stetige Funktion. Nehmen Sie an, dass es reelle Zahlen
Qpy Ay, - - -, Qo gibt mit a, # 0, so dass

anf ()" + an f(@)" "+ ..+ arf(x) +ag=0

fir alle x € [0, 1] gilt. Zeigen Sie, dass f auf [0, 1] konstant ist. [

Ubung 5.6.17

Es seien A, B C R™. Welche der folgenden Behauptungen ist wahr und welche ist
falsch? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(a) Wenn A kompakt ist und B abgeschlossen ist, dann A N B kompakt ist.
(b) Wenn A offen ist und B abgeschlossen ist, dann A N B abgeschlossen ist.

(¢) Wenn A zusammenhéngend ist und B zusammenhéngend ist, dann A N B
zusammenhéngend ist.

(d) Wenn A zusammenhéngend ist und B zusammenhéngend ist, dann A U B
zusammenhéngend ist.

[ )
Ubung 5.6.18
Es sei f: R — R eine stetige Abbildung. Nehmen Sie an, dass
TN A O S R )
r—+o00 r——00

gilt. Beweisen Sie, dass es ein ¢ € R gibt mit

fle)=e.
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Ubung 5.6.19
Beweisen Sie, dass die Menge

{(z,y) eR* | zy =1}

weder zusammenhéangend noch kompakt ist.

[ )

Ubung 5.6.20
Zeigen Sie, dass eine Teilmenge D C R™ genau dann zusammenhangend ist, wenn
fiir jede nicht-leere Teilmenge A & D der Rand 0A nicht leer ist. [ )
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KAPITEL 6. REIHEN

Es sei (an)nen eine Folge komplexer Zahlen. In diesem Kapitel mochten wir
o0

verstehen, wann die Summe aller Folgenglieder Z a; sinnvoll ist.

i=0
Zunachst definieren wir die Folge der Partialsummen:

n
sn::Zai:ao—l—al—l—-'-—i-an
i=0

Definition 2.0.1

Die Reihe Z a; mit Gliedern q; ist die Folge der Partialsummen (s,),en-

Wir sagen, dass Z a; gegen s € C konvergiert : <= lim,, ,, S, = s.

=0
In diesem Fall wird s die Summe der Reihe genannt und wir schreiben

=0
[e's)

Falls die Folgenglieder reel sind, d. h. a; € R fiir alle 7 € N, schreiben wir

o0
> a; =400, falls lim s, =+40c0.

Beispiel 6.0.1
Wir beginnen mit Beispielen von Reihen, die uns schon irgendwie bekannt sind.

1. In Beispiel haben wir schon die Folge der Partialsummen einer sogenann-

ten geometrische Reihe berechnet. In der Tat sei ¢ € R und a; = ¢* fiir
alle i € N. Die geometrische Reihe ist dann s, = 31" j¢". Falls ¢ = 1, ist
Sn =iyl =mn+1, und deshalb ist > 2°;1 = +o00. Falls ¢ # 1 haben wir in
Beispiel bewiesen, dass

no 1_qn+1
_i:O l—¢q

Dazu, in Beispiel 3., haben wir gezeigt, dass ¢" — 0 fir |¢| < 1; es war
eine Ubung fiir Sie zu beweisen, dass ¢® — +oo fiir ¢ > 1 und dass lim ¢"

n—-+o0o

nicht existiert fiir ¢ < —1.

Also kénnen wir schliefien, dass

1
—— falls |¢| <1
l—gq

Z ¢ =
i=0
+00 falls ¢ > 1.
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Wir bemerken dazu, dass fir |¢| < 1 haben wir

o) o) k
i _ ok i T
;q ng 4

Man kann nun den Grund besser verstehen, warum 0,9 mit 1 identifiziert wer-
den sollten. In der Tat hatten wir gesagt, dass eine Dezimalzahl p.ayasas . ..
als die Reihe p + 322, ;107 betrachtet werden sollte; aber wir hatten den
Begriff der Reihe noch nicht eingefithrt. Mit den Begriffen, die wir nun haben,
kénnen wir dann sagen, dass

1
_ [e’9) ) o) ) 10—1 —
_ 10-% — 0. —1yi _ _qo._ 10 _
0,9_;9 1077 =9 ;(10 f =95 =9 oy =1
10

2. (Teleskopsumme) Gegeben eine reelle Folge (a;);en, betrachten wir

n
Sy 1= Z(aiH —a;).

=0

Es ist dann leicht zu bemerken, dass

Sn = (al _a0)+(a2 _Cl1) + -+ (an_an—1>+(an+1 _an) = Qp+1 — Qo -

Ubung 6.0.1
Versuchen Sie zu verstehen, warum Wikipedia dieses Bild verwendet, um eine
Teleskopsumme zu beschreiben. [

—> Zusammenschieben <

9

Figure 6.0.1

3. Als Beispiel einer Teleskopsumme betrachten wir die sogenannte Mengoli-
Reihe:
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Ess.eiai:—iJ%1 fir alle 7 € N, deshalb ist ai+1—ai:—$+ﬁ:m
und
S L
Z(+1)(E+2) 2 6 12 N+ 2 node
also -
——— = 6.0.1
Zzz—l—l (i +2) ( )
s

In den vorherigen Beispielen konnten wir die Summe der konvergenten Reihen
explizit berechnen. Aber wie so oft in der Mathematik, hat man nicht immer so
viel Gliick: Es gibt einen grofien Unterschied zwischen der Fahigkeit zu sagen, dass
eine Reihe konvergiert, und der Féhigkeit, ihre Summe zu berechnen; letzteres ist
sogar die Quelle vieler schwieriger und ungeloster Probleme in der Mathematik (die
Riemann-Hypothese hingt irgendwie mit diesem Problem zusammen!).

Wir miissen also wie immer vorsichtig und demiitig sein: Lassen Sie uns
zunachst versuchen zu verstehen, unter welchen Bedingungen eine Reihe notwendi-
gerweise konvergiert.

6.1 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Das erste Kriterium ist eine direkte Konsequenz des Satzes[4.2.5

Satz 6.1.1 .
(Cauchy - Kriterium) Fine komplexe Reihe Z a; st konvergent genau dann,
i=0

wenn fir alle e > 0, Ing = ng(€) sodass fir alle n > m > ng ist

lan + a1+ -+ amyr] < € (6.1.1)

Beweis: Es geniigt Satzfiir die Folge der Partialsumme (s,),en zu benutzen:
Dieser Satz sagt uns, dass (s,) konvergent ist genau dann, wenn (s,,) eine Cauchy
Folge ist. Die letzte Bedingung bedeutet, dass Ve > 0, Ing = ng(e), sodass fiir alle
n > m > ng (es kann immer angenommen werden, dass n > m) |s,, — s,,| < €. Aber
in diesem Fall ist s, — s,,, genau a, + a1+ -+« + A1 O

Wir bemerken, dass, wenn wir inn = m+1 nehmen, wir insbesondere erhalten,
dass fiir alle € > 0, ein ng = ny(€) existiert, sodass |a,| < € fiir alle n > ng, oder, mit
anderen Worten, dass a, nach 0 konvergieren muss. Wir haben dann das folgende
Korollar erhalten:
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Korollar 6.1.2
FEine notwendige Bedingung fir die Konvergenz der Reihe (s,) ist, dass (ay)
gegen Null konvergiert.

Wir moéchten noch einmal unterstreichen, dass die Cauchy Bedingung viel
starker ist als die Konvergenz gegen Null von (a,,): Letzteres ist daher eine notwendige,
aber nicht hinreichende Bedingung fir die Konvergenz der Reihe (s,,), wie das nich-
ste Beispiel zeigt:

Beispiel 6.1.1
(Harmonische Reihe) Die Harmonische Reihe ist als

definiert. Dank des Cauchy-Kriteriums konnen wir beweisen, dass sie nicht kon-
vergent ist. In der Tat, wenn es gelten wiirde, sollten wir haben, dass Ve > 0 ein
no = no(e) existiert, sodass fiir alle n,m > ng, |s, — $m| < €. Also insbesondere,
fir m = ny und n = 2ng sollten wir haben, dass |sa,, — Sn,| < €. Aber wir konnen
einfach sehen, dass

1 1 1

e " amg—1 T D

‘SQno - Sno’ =

wobei die Anzahl der Summanden genau ng ist. Dazu, weil fir alle 0 < k£ < 2ng
% > ﬁ ist, erhalten wir endlich, dass

1
_ > R
[S2n0 = Sno| = 10 My 2
Also, unabhéngig davon, wie ng grofl ist, kann diese Differenz nicht so klein wie
moglich gemacht werden.

L)

6.1.1 Reelle Reihen mit nicht-negativen Gliedern

Nehmen wir an, dass die Glieder a, reell sind. In diesem Fall erhalten wir
verschiedene Konvergenzkriterien, und zwar:

Proposition 6.1.3

Es sei Y a, eine Reihe mit nicht-negativen reellen Gliedern a,, d. h. a, > 0 fir alle
n € N und (s,) die Folge der Partialsummen. Dann konvergiert sie genau dann,
wenn (s,) beschrinkt ist.
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Beweis: Es gentigt zu bemerken, dass in diesem Fall s, .1 = s, + a,11 > s, fiir alle
n € N ist, also ist (s,) monoton wachsend. Dann, dank des Satzes|4.1.7| konvergiert
(sn) (gegen ihr Supremum) genau dann, wenn sie beschrankt ist. O

Bemerkung 6.1.1

Wir bemerken, dass Satz uns etwas mehr sagt, und zwar, dass der Grenzwert
lim,,—,_ s, = > ,en @n immer existiert falls a,, > 0 fiir alle n € N, und entweder [ € R
(das ist der Fall genau dann, wenn (s,) beschrankt ist) oder +oo ist. (das ist der
Fall genau dann, wenn (s,) unbeschrankt ist). O

Satz 6.1.4
(Vergleichskriterium I oder Majoranten - Kriterium)
Es seien Y a, und > b, Reihen mit

0<a,<b, firalleneN. (6.1.2)

Dann:

(i) Falls > by, konvergiert, dann konvergiert auch Y a,; dazu, wenn Y o2 b, =
s und Y0° ga, = s, dann ist s < §';

(ii) Falls Y a, = +o00, dann Y. b, = 400.

Beweis: (i) Da, nach Voraussetzung, > b, konvergiert, ist die Folge der Partial-
summe s, := by + by + - - - + b, beschrankt und konvergiert gegen das Supre-
mum von {s,, n € N}, das wir mit s’ bezeichnen (Proposition [6.1.3). Also
S b =5
Dazu gilt, dass s, :=ap+ -+ a, < by +---+b, = s, < ¢ firallen € N,
weil nach Voraussetzung a,, < b, fir alle n € N. Deshalb ist (s,) beschrénkt

und
s, < fiirallen € N. (6.1.3)

Weil die Glieder a,, nicht negativ sind, impliziert Proposition [6.1.3] dass > a,
konvergiert gegen das Supremum s von {s,, n € N}, das nach (6.1.3) kleiner
oder gleich ¢ ist.

(ii) Ubung fiir Sie.

Bemerkung 6.1.2

Wie fiir die Folgen, um das “Verhalten” einer Reihe vorherzusagen, ist es ausrei-
chend, den “Trend” der Reihe fiir grofie n und nicht unbedingt fiir alle n zu kennen.
Zum Beispiel wire es in Satz ausreichend zu wissen, dass die Ungleichheit
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(6.1.2) fir n groBer oder gleich ny gilt, fir eine ng € N, um schliefen zu kénnen,
dass die Konvergenz der Reihe " b, die Konvergenz von Y a,, impliziert. Was kann
man dazu tiber ihre Summen sagen? &

Beispiel 6.1.2
Wir wollen beweisen, dass

gegen unendlich divergiert, fiur alle o <'1

-/ n“
=t konvergiert, fiir alle o > 2

o BEs sei < 1, dann ist die Behauptung, dass > 77, n% = 4o00. In der Tat
1 1
ist n® < n fir alle n € N und alle o« < 1, und deshalb ist — < — fur alle
n € N\ {0} und alle « < 1. Da 7%, + = 400 (siehe Beispiel[6.1.1), aus Satz
divergiert gegen +o00 auch > 7, n%
00 1

« Es sei zunachst a = 2. Wir wollen beweisen, dass >27%; -5
Beispiel |6.0.1|3. haben wir die sogenannte Mengoli Reihe m einge-
fithrt und bewiesen, dass sie gegen 1 konvergiert. Wir bemerken, dass

konvergiert. In

1 0 1 ®© 1

Fiir die erste Gleichheit, geniigt es zu bemerken, dass die Mengen {i | i € N}
und {n—2 | n > 2,n € N} dieselben sind, und wir haben dann nur ¢ mit n —2
neu ernannt. Fiir die Ungleichheit geniigt es zu bemerken, dass n(n — 1) < n?

fiir alle n € N, und deshalb ist n(nl—l) > % firallen € N;n > 2. Aus Satz|6.1.4

erhalten wir, dass 7 5 # konvergiert, und deshalb konvergiert auch 30° | =5
(siche Bemerkung|(6.1.2)).

o Fiir den Fall, in dem « > 2, geniigt es zu bemerken, dass n® > n? und
2,

deshalb ist n% > n% Satz , zusammen mit dem Fall o = den wir
) 1
n=1 po

gerade analysiert haben, implizieren, dass > konvergiert.

o Und fir 1 < o < 27 Wir brauchen noch ein paar Mittel, um zu beweisen, dass
> L fiir alle 1 < o < 2 konvergiert.

n=1 po
s

Bemerkung 6.1.3

Wir mochten noch einmal eine wichtige Sache unterstreichen: Mit diesem Kriterium
konnten wir nur schlieBen, dass die Reihe Y02 & konvergent fiir alle ov > 2 ist,
aber das Kriterium erlaubte uns nicht, die genaue Summe zu berechnen! Wie bereits
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erwiahnt, ist die explizite Berechnung der Summe einiger Reihen ein Problem, das
oft nicht trivial ist und eng mit ungelosten mathematischen Problemen verbunden
ist. Bei der “verallgemeinerten” harmonischen Reihe entspricht die Berechnung ihrer
Summe der Kenntnis der Werte der berithmten Riemannschen Zeta-Funktion,
die fir s € R, s > 1, definiert ist als

C(s):=) —.

n=1 n’
Es gibt explizite Formeln (die nicht zu einfach, aber auch nicht so kompliziert zu
beweisen sind), um den Wert ((2n) zu berechnen, fiir alle n € N, n > 1. Zum
Beispiel ist

(2m)*"(=1)""' By,
) =5 o)

wobei B,,, die 2n. Bernoulli-Zahl ist. Da wir die Bernoulli-Zahlen nicht definiert
haben, geben wir aus Neugier einige Werte von ((2n):

o 1 7T2 00 1 7_[_4 00 1 7.(.6
2)=) —=— 4)=) —=— 6)=S —=—, ...
¢(2) ;nQ g ‘@ n;n4 op0 () T;nﬁ e
Wenn s = 2n + 1, sind keine Formeln fir ¢(s) bekannt! &

Korollar 6.1.5
(Vergleichskriterium II) Es seien " a,, und Y- b, Reihen mit positiven reellen
Gliedern. Nehmen wir an, dass der folgende Grenzwert

existiert.

e Wenn 0 <1 < 400, dann konvergiert 3= a,, genau dann, wenn > b, kon-
vergiert (und divergiert Y a,, gegen +00 genau dann, wenn Y- b, gegen 400
divergiert.)

o Wennl =0 und > b, konvergiert, dann konvergiert auch Y a,,.

o Wennl = 400 und > b, divergiert, dann divergiert auch Y a,.

Bemerkung 6.1.4

Beachten Sie, dass die zweite Behauptung des ersten Punktes (“divergiert Y a,, gegen
+oo genau dann, wenn Y. b, gegen +oo divergiert”) aus der ersten (“Dann kon-
vergiert Y- a,, genau dann, wenn Y b, konvergiert”) folgt: In der Tat, da a,, > 0 und
b, > 0 fir alle n, sind die Folgen der Partialsummen s, := -7 ; a; und sl = >iobj
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monoton wachsend, und deshalb existieren immer die Grenzwerte lim,,_, s, und
lim,, 40 S}, und sind entweder endlich oder +00. Aus dieser Bemerkung sollten Sie
nun schliefien, dass die zwei Behauptungen dquivalent sind; Warum? &

Beweis: Ubung fiir Sie! O]

Beispiel 6.1.3 « Die Reihe > 7, sin% divergiert gegen +oo. In der Tat be-
merken wir zunéchst, dass sin = > 0 fiir alle n > 1,n € N (warum ist das so?)

und dass lim,,_,;. nsin 2 = 1 (warum ist es so?). Also ist sin% ~ %, und

n

deshalb >°>° sin% = +o00.

. . 2 . . 2 .
« Die Reihe ¥, oy 2451 konvergiert. In der Tat ist 220 ~ L weil

nb+4nd>+2 nb+4nd+2
n“+n+1 1 ntn?+n+1) nS(1+1i+L)
—_— N~ — = = 1 5 — 1’
ns+mnd+2 nt n® +nd 42 nS(1+ -+ %)

und die Reihe Y°0°, -7 ist konvergent (Beispiel .

Satz 6.1.6
(Wurzelkriterium) Es sei Y a, eine Reihe mit nicht-negativen Gliedern a,,.
Falls ein q existiert, sodass 0 < q < 1 und eine ng existiert, sodass

Va, < q fir alle n > ng,

dann ist die Reihe Y a,, konvergent. Falls {/a, > 1 fiir unendliche viele Indizes
n, dann divergiert > a,, gegen unendlich.

Bemerkung 6.1.5
Es reicht nicht zu beweisen, dass /a, < 1 fir alle n > ny, fir eine n, € N! In
der Tat haben wir schon bewiesen, dass die harmonische Reihe > % divergiert gegen

unendlich. Aber ist (/% = %\/ﬁ < 1firallen e N,n>1. &

Beweis: Fiir alle n > ny haben wir nach Voraussetzung {/a, < ¢, und deshalb
a, <q". In Beispiel 1. haben wir bewiesen, dass die geomtrische Reihe Y ¢
konvergent fiir |¢| < 1 ist. Also erlaubt uns Satz zu schliefen, dass " a,
konvergent ist.

Falls {/a, > 1 fiir unendlich viele Indizes, dann ist auch a, > 1 fiir un-
endlich viele Indizes, und deshalb konvergiert (a,) gegen Null nicht, Bedingung die
notwendig ist, falls }° a,, konvergiert (Korollar. l
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Korollar 6.1.7
Es sei " a, eine Reihe mit nicht-negativen Gliedern a,. Nehmen wir an, dass
der Grenzwert

lim a,
n——+00

existiert und gleich l ist. Dann wenn | < 1, konvergiert die Reihe Y a,; wenn
I > 1 dann divergiert die Reihe Y a, gegen unendlich.

Beweis: Ubung fiir Sie! O

Beispiel 6.1.4
Es sei a > 0. Die Reihe >, Z—Z konvergiert. In der Tat haben wir

Satz 6.1.8
(Quotientenkriterium) Es sei Y a, eine Reihe mit positiven Gliedern a,,.
Falls ein q existiert, sodass 0 < q < 1 und eine ng existiert, sodass

(41
Qn,

<q fir alle n > ny,

dann ist die Reihe > a, konvergent. Falls fiir eine ng € N, a, 11 > a, fir alle
n > ng ist, dann divergiert Y a, gegen unendlich.

Beweis: Es ist leicht zu zeigen, dass fiir alle £ > 1 und n = ng + k gilt

2 k
Ongtk < @ ngtrk—1 < @ Upgri—2 <o r <G Ay -

Dann erhalten wir, dass

> ngrk < ang Y. ¢

k>1 k>1
und deshalb, dank des Satzes und der Konvergenz der geometrischen Reihe
>-q", wobei 0 < ¢q < 1, konvergiert die Reihe } ;> apytx, und deshalb die Reihe
> ay,.

Wenn a,41 > a, > 0 fir alle n > ny, dann kann die Folge (a,) nicht gegen
Null konvergieren. (Warum ist das so? Ubung]!). O

Ahnlich wie bei Korollar haben wir die folgende Folgerung, deren Beweis dem
Leser iiberlassen bleibt:
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Korollar 6.1.9

Es sei Y a, eine Reithe mit positiven Gliedern a,. Nehmen wir an, dass der
Grenzwert
. Qp+1
lim
n—-+0oo Qp,

existiert und gleich 1 ist. Wenn | < 1, konvergiert die Reihe > a,; wenn l > 1
dann divergiert die Reihe > a, gegen unendlich.

Beispiel 6.1.5 1. Die Reihe 3-72, - ist konvergent. In der Tat kénnen wir einfach
sehen, dass

n!

L Sy T =0<L

im ——
n—+oon + 1

2. Die Reihe 302 % konvergiert fiir alle @ > 0. In der Tat ist

an-i—l n!

lim ——— = =0<1.
n=rtoo (n+1)!an

11m
n—+oon + 1

3. Die Reihe >, T% ist auch konvergent. In der Tat ist

(n+1)! n" ] n" i 1 1 <1
—_ . — = lim ———— = lim ——p =~ ,
noioo (1) nl e (n b 1)t e (14 1) e

wobei e die Eulersche Zahl ist.

Satz 6.1.10

(Cauchysches Verdichtungskriterium) Es sei (a,)nen eine monoton fal-
lende Folge mit nicht-negativen Folgengliedern, also

ag 2 a1 22 ap 220,

Dann ist 3, cn an konvergent genau dann, wenn Y, cn 2" agn konvergent ist.

Beweis: Es sei wie gewohnlich (s,) die Folge der Partialsumme von (a,), s, =
ap + ay + -+ + a,, und (8))nen die Folge der Partialsumme von (2"agn). Dann
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erhalten wir, dass

ap < ag

a; < ag

as + as < 2as

as + as + ag + a7 < 4day

QAon + Aon 41 + -+ Agn+i_q S 2na2n

wobei die letzte Ungleichheit aus der Tatsache folgt, dass die Anzahl der Summande
der linken Seite genau (277! — 1) — 2" 4+ 1 = 2" ist. Wenn wir die Summe der linken
und rechten Seiten nehmen, erhalten wir genau, dass

Sont1_1 < ag+ s, . (6.1.4)

Ganz analog haben wir, dass

1
ay > §a0

ar+ as > as = §2a2
as + ay > 2a4 = 54(14

1
as + ag + a7 + ag > 4ag = §8a8
n—1 1 n
a2n,—1+1 + a2n—1+2 + A + CLQn Z 2 a2n — 52 CLQn

wobei die letzte Ungleichheit aus der Tatsache folgt, dass die Anzahl der Summande
der linken Seite genau 2" — (27! 4+ 1) — 1 = 2" ! ist. Wenn wir die Summe der
linken und rechten Seiten nehmen, erhalten wir, dass
1 /

Son Z §Sn . (615)
Aus (6.1.4) erhalten wir, dass, falls (s],) konvergiert, sie beschrinkt ist, und deshalb
ist auch die Teilfolge (sgn+1_1)nen der Folge (s,),en beschréankt. Es ist nun eine
Ubung fiir Sie zu beweisen, dass gegeben eine monoton wachsende Folge (s, )nen, die

eine beschriankte Teilfolge besitzt, dann ist die ganze Folge (s, ),en beschrankt. Mit
dieser Ubung kénnen wir schlieflen, dass (s, )nen beschrinkt und deshalb konvergent

ist (siehe Proposition [6.1.3)).
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Umgekehrt, wenn Y,y a, konvergent ist, also wenn (s,),eny konvergent ist,
dann ist (s,)nen beschrankt und so ist (sgon),en, die eine Teilfolge von (s, )nen ist.
Deshalb impliziert (6.1.5), dass (s},)nen beschrankt ist. Da (s/,) monoton wachsend
ist (die Summanden nicht negativ sind), folgt aus Proposition , dass (s)
konvergent ist, also dass die Summe Y 2"asn endlich ist.

OJ

Beispiel 6.1.6
Aus Beispiel wissen wir schon, dass

gegen unendlich divergiert, fir alle o <'1

- n“
=t konvergiert, fiir alle o > 2

Mit der Hilfe von Satz|6.1.10| konnen wir nun beweisen, dass

o0

1
Z —  konvergiert, fir alle a > 1.
nOt

n=1
In der Tat bemerken wir zunichst, dass (- ),>1 monoton fallend ist, und dass

1
(27)e

2"agn = 2" = (217",
Aber 2172 < 1 ist genau dann, wenn 1 — a < 0, also falls o > 1. Also ist die Folge
(2"agn) genau die geometrische Folge ¢, mit ¢ < 1, genau dann, wenn « > 1. Wie
schon bemerkt, falls ¢ < 1, konvergiert die Reihe Y ¢ (siehe Beispiel 1.), und
deshalb, dank des Satzes|6.1.10, konvergiert > n% fur alle o > 1.

&

6.2 Absolut Konvergenz

Der Grund, warum die ersten Beispiele fiir Reihen > a,,, die untersucht wer-
den, diejenigen sind, bei denen die Summanden a, reell und nicht negativ sind,
ist, dass in diesem Fall der Grenzwert lim,, | S, = >_,cn @, immer existiert, und
entweder endlich (I € R) oder unendlich (I = 4o00) ist. Dann erlauben uns die
Vergleichskriterien und ihre Konsequenzen zu schlieflen, dass viele solchen Reihen
konvergent oder gegen +oo divergent sind.

Der Fall, in dem die Summanden a,, nicht unbedingt reell sind, und wenn reell,
nicht unbedingt alle nicht-negativ sind, ist komplizierter. Hier haben wir nur ein
Paar allgemeine Methoden zur Hand, zu verstehen, ob die Reihe }" a,, konvergiert
oder nicht. Wir werden sehen, dass die Integralrechnung uns mehr Werkzeuge geben
wird, um solche Konvergenz zu verstehen.
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Definition 6.2.1
Eine reellwertige oder komplexwertige Reihe ),y a, heift absolut konver-
gent, falls die Reihe der Absolutbetrage Y, oy |a,| konvergent ist.

Da die Summande der Reihe Y, oy |a,| nicht-negative reelle Zahlen sind, kénnen wir
die Methoden in Abschnitt benutzen um zu verstehen, ob eine Reihe absolut
konvergent ist oder nicht.

Diese Art der Konvergenz gibt uns auch Auskunft {iber die Konvergenz der
Reihe selbst, wie der néachste Satz lautet:

Satz 6.2.1
Eine Reihe Y, cn ayn, die absolut konvergent ist, ist selbst konvergent.

Beweis: Da Y,y |a,| konvergiert, impliziert das Cauchy - Kriterium (Satz|6.1.1),
dass fir alle € > 0 eine ng existiert, sodass fur alle n > m > ng gilt

lan| + lan—1| + -+ lama || = lan| + |ana] + - + |amia| <e.
Nun geniigt es zu bemerken, dass die Dreiecksungleichung impliziert, dass
|an 4+ an1 + -+ amyr| <lan| + |an—1| + -+ + |ami1]
und deshalb erfiillt die Reihe ), cy @, das Cauchy-Kriterium. 0l

Bemerkung 6.2.1

Die umgekehrte Implikation gilt nicht unbedingt, d.h. dass eine Reihe, die konver-
gent ist, nicht unbedingt absolut konvergent ist. Das ist der Fall fiir die Reihe
2@1(—1)”%: wir werden sehr bald sehen, dass sie konvergiert. Aber wir haben
schon bewiesen, dass die Reihe 3,5, [(—=1)"2| = 3,5, + gegen +oo divergiert (siehe
Beispiel. - &
Beispiel 6.2.1 1. Die Reihe Zn>1(—1)”n% ist absolut konvergent fiir alle o > 1

(siche Beispiel , und deshalb, wegen des Satzes konvergent.

2. (Exponentialreihe) Es sei z eine (feste) komplexe Zahl. Dann ist die Reihe

OOZTL

n!
n=0 n:

absolut konvergent, fiir alle z € C. Dies ist eine direkte Folgerung aus Beispiel
2., weil |2} | = %, und |z| > 0 fiir alle z € C. Dann kénnen wir eine neue
Funktion, die Exponentialfunktion, definieren: fiir alle z € C definieren wir

exp: C — C als

OOZ’/Z

exp(z) == ) —.
— n!
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Um mehr Eigenschaften dieser sehr wichtigen Funktion zu verstehen, miissen
wir mehr Theorie der Funktionsreihen entwickeln. Im Moment ist das folgende
Ergebnis wichtig:

Lemma 6.2.2
<1

exp(l) = )

n=0

T

Wir werden dieses Lemma nicht beweisen; wir mochten nur bemerken, dass
man beweisen sollte, dass

siehe Satz [4.1.8]
&

Eine alternierende reellwertige Reihe ist eine Reihe der Gestalt Y, cn(—1)"ay,
wobei a,, eine positive reelle Zahl ist, fir alle n € N. Das folgende Kriterium erlaubt
uns die Konvergenz einiger alternierender Reihen zu verstehen:

Satz 6.2.3
(Leibniz Kriterium) Es sei Y, on(—1)"a, eine alternierende reellwertige Reihe,
wobei a, > 0 fir alle n € N. Nehmen wir an, dass

(i) die Folge (an)nen monoton fallend ist

(1) lim a, =0.

n——+00

Dann konvergiert die Reihe Y, cn(—1)"ay,.

Beweis: Es sei (s,)nen die Folge der Partialsumme, also ist s,, in diesem Fall

Sp=ap—a; +as— -+ (—1)"a,.
Wir bemerken, dass
(i) = >0
—
Son+2 = Son — (a2n+1 - G2n+2) < Sop
(i) = >0

—_——
Sont1 = San—1 + (A2n — G2pt1) > Sop—1.
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Also ist die Teilfolge ($2,,)neny monoton fallend, und die Teilfolge (S9,,41)neny monoton
wachsend. Dazu ist

Son — S2n41 = Q241 2> 0 (6.2.2)

und deshalb ist so, > S9,41 > So,_1 > -+ > 51 fiir alle n € N. Deshalb haben wir,
dass die Teilfolge (s9,)neny monoton fallend und nach unten beschrénkt ist. Dank des
Satzeskénnen wir schliefen, dass (s2,)nen gegen ihr Infimum [ konvergiert. Da
(S2n+1)neny monoton wachsend ist, besitzt sie einen Grenzwert, der entweder endlich
oder +o00 ist. Aber aus erhalten wir, dass

. . (44)
lim s = lim (89, —a =[—-0=1.
n—-+00 21 n~>+oo( 2n 2n+1)

Dann koénnen wir schliefen, dass die ganze Folge (s,,)nen gegen [ konvergiert (warum
ist es so? Ubung fiir Sie!). O

Beispiel 6.2.2
Mit diesem Satz kénnen wir schlielen, dass die Reihe 2@1(—1)”% konvergent ist,
obwohl sie nicht absolut konvergent ist. s

6.3 Assoziativitat und Kommutativitat

Wie wir schon wissen, ist die Addition zwischen endlichen reellen oder kom-
plexen Zahlen kommutativ und assoziativ. Es ist dann sehr natiirlich zu fragen, ob
dies der Fall ist auch fiir unendliche Summen, also fiir Reihen. Die/Der sorgfiltige
Studierende wird bemerkt haben, dass diese Eigenschaften bisher nicht zur Manipu-
lation der Reihen verwendet wurden.

In diesem Abschnitt werden wir nicht annehmen, dass die Reihe spezielle
Eigenschaften erfiillt. Im Folgenden bezeichnet dann ), cy @, eine Reihe mit reellen
oder komplexen Summanden.

Assoziativitit

Zunéchst betrachten wir die Assoziativitat. Gegeben eine Reihe ), cnan, es sei
> nen bn eine Reihe, die aus ), cya, erhalten wird, in der einige der Summanden
von Y ,en @p gruppiert werden, d. h.

bo ‘=ag + ap
b1 =as +as + ay

bQ =as
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Wir bemerken, dass die Anzahl der Summanden in jedem b; beliebig ist (hier oben
ist es nur ein Beispiel). Es sei (s, )nen die Folge der Partialsummen von Y b,. Dann
ist

ngboz(ao—i‘al)
3'1:b0+b1:(a0+a1)+(a2+a3+a4)
5’2:b0+b1+b2:(a0+a1)+(a2+a3+a4)+(a5)

Wenn die Assoziativitdt gelten wiirde, dann sollten die Reihen > a, und > b,
dasselbe “Verhalten” haben. Dieses Lemma beantwortet diese Frage fiir spezielle
Klassen von Reihen:

Lemma 6.3.1

Es sei Y ey an eine Reihe, und Y, cn b, eine Reihe, die aus Y, ey an erhalten wird,
in der einige threr Summanden gruppiert werden. Dann falls 3" a, konvergiert,
konvergiert auch Y b, gegen diesselbe Summe. Wenn die Summanden a; reell sind
fiir alle v € N und falls ¥ a,, gegen +o00 divergiert, dann divergiert auch > b, gegen
+00.

Beweis: Der Beweis basiert auf einer Beobachtung, ndmlich dass die Folge von Par-
tialsummen von b, eine Teilfolge der von a,, ist. Der Beweis dieser Behauptung ist
fiir Sie eine (einfache) Ubung. O

Eine spezielle Klasse der Folgen, fiir die die Assoziativitit gilt, ist dann die
Klasse der konvergenten Folgen (oder divergenten gegen +oo, im Fall, dass sie reelle
Folgen sind). Falls die Folge keine Summe besitzt (also existiert der Grenzwert
lim,, , o S, nicht), dann wird die Assoziativitit nicht unbedingt erfillt. Zum Beispiel
es sei
a, = (—1)". Esist einfach zu sehen, dass die Folge (s,,) genau die Folge 1,0, 1,0, 1,0, . ..
ist, die keinen Grenzwert besitzt. Aber, wenn wir die Summanden a,, so gruppieren:

bO::a0+a1:1—1:0
bl::a2+a3:1—1:0
b2:=a4+a5=1—1:0

dann erhalten wir die Reihe 0, die natiirlich gegen 0 konvergiert.
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Kommutativitat
Betrachten wir nun die Kommutativitat. Zuerst miissen wir klaren, was eine Umord-
nung von Summanden in diesem Fall ist.

Definition 6.3.1
Es sei ) a, eine Reihe. Wir sagen, dass }_ b, eine Umordnung der Reihe }" a,
ist, wenn eine bijektive Abbildung o: N — N existiert, sodass

bj = a; fir alle j € N,

Was bedeutet dann fir Reihen, dass die Kommutativitat gilt? Es sollte bedeuten,
dass Y b, dasselbe Verhalten von Y a, hat (also, falls 3" a, konvergiert, dann kon-
vergiert auch b, gegen denselben Grenzwert, falls > a, eine reellwertige Reihe
ist und sie gegen +oo divergiert, dann divergiert gegen +oc auch > b,, falls der
Grenzwert der Reihe > a,, nicht existiert, dann existiert nicht die Summe der Reihe
> bn).

Fiir einige Umordnungen gilt immer die Kommutativitat, wie die folgende
Ubung zeigt:

Ubung 6.3.1

Es sei > b, eine Umordnung von Y a,, wobei die bijektive Abbildung o: N — N,
die die Umordnung definiert, die folgende Eigenschaft erfiillt: Es gibt eine endliche
Teilmenge J C N, sodass die Einschrankung der Abbildung ¢ auf N\ J die Identitét
ist, ndmlich o(j) = j fiir alle j € N\ J. Beweisen Sie, dass fir diese Umordnungen
die Kommutativitat gilt. o

Die Situation ist jedoch im Allgemeinen komplizierter, wie der folgende Satz
uns zeigt:

Satz 6.3.2

(Satz von Riemann—Dini) Es sei Y. a, eine reelle Reihe, die konvergent — aber
nicht absolut konvergent — ist. Dann gegeben eine beliebige (!) reelle Zahl s, gibt
es eine Umordnung, die gegen s konvergiert. Es gibt dazu Umordnungen, die
gegen oo divergieren und Umordnungen, die nicht konvergent sind.

Aus Zeitmangel geben wir keinen Beweis fiir diesen schénen und mysteriésen Satz;
Die/Der neugierige Studierende findet jedoch in jedem Lehrbuch von Analysis 1
einen Beweis. Aus den Hypothesen des Theorems kann abgeleitet werden, dass die
Hypothese der absoluten Konvergenz der Reihen fiir die Kommutativitit notwendig
ist. Das néchste Ergebnis ist dann das, was man an dieser Stelle erwartet:
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Satz 6.3.3
Es sei Y a, eine reellwertige Reihe, die absolut konvergent ist. Dann ist jede
Umordnung absolut konvergent, und konvergiert gegen dieselbe Summe von Y a,.

Beweis: Wir betrachten zunédchst den Fall, in dem alle Summanden a,, nicht-negativ
sind. Dann, dank der Proposition miissen wir beweisen, dass die Folge der
Partialsummen der Umordnung beschrankt, und deshalb konvergent ist und dass
der Grenzwert derselbe ist.

Es sei (s!,) die Folge der Partialsummen der Umordnung von " a,. Dann ist

an:b0+b1+...+bn:ag(0)+ag(1)+"'+ao'(n)SSM(TL)

wobei M (n) = max{c(0),0(1),...,0(n)}. In der Tat sind die Summanden
Ag(0), Go(1); - - - » Go(n) DUT einige der Summanden in sy;(,), wobei die fehlenden Sum-
manden nicht-negativ sind. Da die Folge (s,,) monoton steigend ist, haben wir dann,
dass

Sy < spm) < s furallen e N,

wobei s := sup{s,,n € N} € R und s = } a,,. Dann kénnen wir schliefien, dass die
Folge (s,), die auch monoton steigend ist, beschrankt ist, und deshalb gegen ein s
konvergiert (Proposition, mit s’ < s. Wir miissen dann beweisen, dass s = .
Aber wir konnen dasselbe Verfahren wie oben wiederholen, um zu beweisen, dass
s, < &' fiir alle n € N (es ist fiir Sie eine Ubung, die Details zu geben), und deshalb
erhalten wir, dass s = s'.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Es sei > a, eine (absolut konver-
gente) Reihe (in der die Summanden nicht unbedingt nicht-negativ sind) und Y b,
eine Umordnung. Wir definieren fiir alle n € N:

al :=max{a,, 0} a,
bt = max{b,, 0} a

:= max{—a,, 0}
:= max{—b,,0}

n

und wir bemerken, dass a, = a;f —a;, (bzw. b, = b — b)) und dass |a,| = o} + a;,
(bzw. |b,| = bt 4+ b)) (Warum ist das so? Ubung!). Dazu gilt es, dass

0<af<la,] und 0<bF < |by.

Wir bemerken, dass Y |b,| eine Umordnung der Reihe Y |a,| ist. Deshalb, dank des
ersten Schrittes dieses Beweises, konnen wir schliefen, dass > |b,| konvergent ist.
Mit dem Majoranten-Kriterium (Satz [6.1.4), konnen wir schliefien, dass die (vier)
Reihen 3" a, 3 bF konvergent sind. Es sei

n

st:= lim s = lim Zaf:Zaf

n—+o0o n—-+00 <
J=0
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und

Wir bemerken, dass

n

Sn= a; =y (af —a;) =) a =Y a; =s} —s, (6.3.1)
j=0

Jj=0 j=0 j§=0

wobei die dritte Gleichheit aus der Kommutativitit einer endlichen Addition von
reellen Zahlen folgt. Es sei s := lim,_, . Sn; aus (6.3.1) erhalten wir, dass s =
st — s7. Ahnlich haben wir, dass

Sa= b= (b —b;) =3 b =Y by =5 -5, (6.3.2)
' j=0 j=0

Da > bt und Y b, konvergent gegen bzw. 5 und 5~ sind, erhalten wir aus ,
dass 3 b, konvergent ist, und ihr Grenzwert § erfiillt § = §7 —5~. Nun geniigt es zu
bemerken, dass > b (bzw. Y. b, ) eine Umordnung von Y a, (bzw. 3 a; ) ist und
deshalb, dank des ersten Teils dieses Beweises, ist st = §F (bzw. s7 = §7). Wir
konnen endlich schliefen, dass

an:§:§+—§_:s+—s_:322an.
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6.4 Zusitzliche Ubungen

Ubung 6.4.1
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und Divergenz:

x 1
(a) ;12”+n2+\/ﬁ

n=1 3n+1
o n

h

(h) ;Snz 2

vnd—n
> 1
k
0 Y5
[ )
Ubung 6.4.2 1. Esseien p € R und 3" a,, eine Reihe mit nicht-negativen Gliedern
a,. Es sei

[ = lim na,, .
n—oo

Zeigen Sie:
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e Wenn [ € (0,00) und p > 1, konvergiert die Reihe Y a,,.
e« Wenn [ € (0,00) und p < 1, divergiert die Reihe }" a,,.
e Wenn [ =0 und p > 1, konvergiert die Reihe }" a,,.
e Wenn [ = oo und p < 1, divergiert die Reihe Y a,,.
2. Untersuchen Sie die folgenden Reihen mit Hilfe der vorherigen Aufgabe auf
Konvergenz:
. i 3n? +1
—nt4+n+1
> on—1

* Z3n2+2

n=1

(2 -an(2))

n=1 \1 n

Ubung 6.4.3
Bestimmen Sie jeweils alle a € R, fiir welche die Reihen

(&) i 1—1—1a”’

n=1

(b) ig‘)

. a]™ m
(c) ;{sm@—i—n)} mit 0 <b < 3

konvergent sind.

Ubung 6.4.4
Es seien N € N und (a,,)nen eine Folge, so dass

Upy+N = Qp

fiir alle n € N gilt. Zeigen dass, die Reihe

o0
> and"
n=0

gegen
ap+arq+ ... +ay_1g" 1
1—gN

konvergiert fir |¢g| < 1.
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Ubung 6.4.5

Die Abbildung stellt ein gleichseitiges Dreieck mit der Héhe h = 1 dar, die fortwahrend
Kreise mit méglichst groen Radien enthélt, so dass der néichste kleinere Kreis die
Seiten AC' und BC' des Dreiecks und den vorhergehenden Kreis jeweils in einen
Punkt beriihrt, und die Mittelpunkten alle Kreise auf der Strecke DC' liegen.

C

A D B

Bestimmen Sie die Summe der Flacheninhalte aller einbeschriebenen Kreise.

[ )
Ubung 6.4.6 1. Es seien n € Z-, und (a;);cy eine Nullfolge. Zeigen Sie, dass die
Folge
Z(%H - az‘)
i=0

konvergent ist und bestimmen Sie Thre Summe.

2. Bestimmen Sie die Summe der folgenden Reihen mit Hilfe der vorherigen Auf-

gabe:
bt 1
) ;(21'—1)(2“1)
.i‘l,. Hinweis:,l‘: .1 + _1 _l.
it - =i 20+1)  206@-1)
. > ! mit a € Ry und n € Z+,.

= (n+a+i)(a+1)

(2
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Ubung 6.4.7
Die Folge (a,) sei rekursiv definiert durch

1
n>1).
Zzzlak( >1)

Zeigen Sie, dass die Reihe 777, ay divergiert und a,, — 0 strebt.

a;:=1 und a4 =

[ )

Ubung 6.4.8
Zeigen Sie, dass wenn eine Reihe 3" a,, absolut konvergiert, so konvergiert auch Y- a?.
Ist die Umkehrung richtig? Begriinden Sie Thre Antwort.

)
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7.1 Stetigkeit und strenge Monotonie

In diesem Abschnitt werden einige der Eigenschaften beziiglich der Stetigkeit
einer Funktion weiter untersucht, die dann verwendet werden, um die Stetigkeit
einiger Elementarfunktionen festzustellen.

KAPITEL 7. EINIGE ELEMENTARE FUNKTIONEN

f(@) > f(y)).

Definition 7.1.1
Eine Funktion f: I C R — R ist streng monoton wachsend (bzw. streng
monoton fallend) falls, fir alle x,y € I, * < y impliziert f(z) < f(y) (bzw.

Aus der Definition lasst sich leicht ableiten, dass eine streng monotone Funktion in-
jektiv ist. Ist das Gegenteil auch der Fall? Namlich, gegeben eine injektive Funktion
f: I CR — R, ist sie auch streng monoton? Im Allgemeinen ist die Antwort “nein”.
Dies geht aus den Gegenbeispielen in Abbildunghervor: Beachten Sie, dass die
linke Funktion nicht stetig ist (und die Definitionsmenge ein Intervall ist), wihrend
die rechte Funktion stetig ist, aber die Definitionsmenge nicht zusammenhangend
ist (was der Aussage entspricht, dass es sich nicht um ein Intervall handelt, siehe

Satz [5.4.13).

.~ I I ) I

Gorh(t)

Figure 7.1.1

/Hf\

™~

N — ~

Das nachste Ergebnis ist daher das, was wir an dieser Stelle erwarten:
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Proposition 7.1.1
Es sei f: 1 C R — R eine injektive, stetige Funktion, wobei I ein Intervall ist.
Dann ist f streng monoton wachsend oder streng monoton fallend.

Der Beweis dieser Proposition ist fiir Sie eine Ubung. Sie kénnen jedoch das
folgende Lemma benutzen:

Lemma 7.1.2

Es sei f: I CR — R eine injektive, stetige Funktion, wobei I ein Intervall ist, und
z,y € I mit x < y. Dann, wenn f(z) < f(y), ist f(x) < f(z) < f(y) fir alle
z € (x,y). Wenn f(x) > f(y), ist f(x) > f(z) > f(y) fir alle z € (z,y).

Mit anderen Worten, gegeben zwei beliebige Punkte z,y € I, ist die Ein-
schrankung von f auf [z,y] entweder streng monoton wachsend oder streng mono-
ton fallend. Um die Proposition zu beweisen, muss es gezeigt werden, dass es nicht
zwei Intervalle geben kann, so dass die Funktion streng monoton wachsend in einem
Intervall, aber streng monoton fallend im anderen Intervall ist.

Beweis: Es seien z,y € I mit x < y. Da f injektiv ist, muss entweder f(x) < f(y)
oder f(x) > f(y) sein. Nehmen wir an, dass f(z) < f(y) (der andere Fall wird sehr
ahnlich behandelt). Da I ein Intervall ist, und z,y € I, haben wir, dass [z,y] C I
(siche Bemerkung . Wir wollen zuerst beweisen, dass fiir alle z sodass r <
z < y (und die daher in der Definitionsmenge von f sind) gilt f(z) < f(2) < f(y).
Nehmen wir an, dass dies nicht der Fall ist. Dann konnten wir einen zy € (z,y)
finden, sodass entweder f(z) < f(z) oder f(y) < f(z0) ist. Da f injektiv ist, muss
entweder f(z9) < f(x) oder f(y) < f(z0) gelten. Nehmen wir an, dass f(z) < f(x)
(der andere Fall wird &hnlich behandelt), siche Abbildung Wir nehmen die
Einschrankung der Funktion f auf dem Intervall [z, y], die auch stetig ist. Dann
nimmt f im Intervall [zo,y] alle Werte zwischen f(z9) und f(y) (Korollar [5.5.5).
Insbesondere, da f(zy) < f(z) < f(y), konnen wir einen z; € [z, y| finden, sodass
f(z1) = f(x). Aber z; # x, weil x < zy < z1, und deshalb haben wir die Injektivitét
widersprochen. Ol

Wir kénnen die bisher gemachten Uberlegungen im folgenden Satz zusammen-
fassen:

Satz 7.1.3
Es sei f: I CR — R eine stetige Funktion, wobei I ein Intervall ist. Dann ist
f injektiv genau dann, wenn sie streng monoton ist.

Gegeben f: I CR — R eine stetige Funktion, wobei [ ein Intervall ist, konnen
wir die Zielmenge auf f(I) einschrénken, die ein Intervall J ist (siche Sétze
und . Dann, falls f injektiv ist, ist die Einschrankung f: I — J bijektiv. Die
Frage, die nun sehr natiirlich ist, ist: Es sei f~': J — I die inverse Funktion. Ist
sie auch stetig?
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Figure 7.1.2

Satz 7.1.4

Es sei f: I — J eine stetige Funktion und I ein offenes Intervall. Dann, falls
f bijektiv ist, ist J ein offenes Intervall und die Umkehrabbildung f=': J — I
15t stetig.

Bemerken Sie, dass das Bild eines offenen Intervalls durch eine stetige Funktion
nicht immer offen ist! Siehe Beispiel (a) auf Seite in Abschnitt Also spielt
hier die Bijektivitdt von f eine wichtige Rolle.

Beweis: Dank der Satze(5.4.13[und [5.5.3] wissen wir schon, dass J ein Intervall ist.
Wir miissen beweisen, dass J offen ist. Die Intervalle, die nicht offen sind, sind
der Gestalt: (a,b], [b,a), [a,b], (—o0,b],[b,00),{b}, fiir a,b € R, mit a < b. Wir
kénnen den Fall, in dem J die Menge {b} ist, sofort ausschlieBen, weil in diesem
Fall f konstant wére, und eine konstante Funktion bijektiv sein kann, nur wenn
die Definitionsmenge I nur einen Punkt besitzt; aber die Menge mit einem Punkt
ist nicht offen (warum ist das so?) und wir haben angenommen, dass [ offen ist.
Auf jeden Fall, wenn J kein offenes Intervall wére, ist aus der Liste der obigen
Intervalle leicht zu sehen, dass f entweder ein Maximum oder ein Minimum b hétte.
Es sei zy € I, mit f(xg) = b. Da I offen ist, kénnen wir ¢ > 0 finden, sodass
(xo—€,xo+e€) C I. Aber die Einschrankung von f auf (xg—e€, z9+¢€) ist injektiv und
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stetig und deshalb, dank der Proposition streng monoton. Wir erhalten dann
den Widerspruch, weil eine streng monotone Funktion, definiert auf (xg — €, zg + €)
kein Maximum und kein Minimum im Punkt x¢ haben kann (warum?).

Wir miissen nun beweisen, dass f~*: J — I C R stetig ist. Dank des Satzes
mﬁssen wir beweisen, dass fiir alle offene Mengen U in I, das Urbild (f~!)~!(U)
offen in J ist. Wir bemerken, dass, (f~1)"*(U) = f(U) C J und, da I und J offen
sind, ist U offen in I genau dann, wenn sie offen in R ist und &hnlich ist f(U) offen
in J genau dann, wenn sie offen in R ist (siche Bemerkung|5.4.3[(b)). Also miissen
wir beweisen, dass das Bild f(U) einer offenen Menge U C I offen in R ist. Es sei
zundchst U ein Intervall U (z) = (z — €, + €). Da die Einschrankung von f auf
(x — €,z + €) stetig und injektiv ist, konnen wir fir den ersten Teil dieses Satzes
schlieflen, dass f((z — €,z + €)) offen ist.

Es sei nun U eine beliebige offene Menge in R. Jede offene Menge ist die Vereinigung
von offenen Umgebungen der Gestalt U,(x) (wobei natiirlich e von x abhéngt), weil
jeder Punkt ein innerer Punkt ist. Dann kénnen wir schlieffen, dass

f(U) = f( U Ue(x)) = U f(Ue(fE)),

zeU zeU

wobei wir benutzt haben, dass das Bild einer beliebigen Vereinigung die Vereinigung
der Bilder ist. Deshalb, da f(U) die Vereinigung einer Familie von offenen Mengen
ist, ist sie selbst offen (siche Lemma Implikation (ii) = (i)).

O

Ubung 7.1.1

Essei f: I CR — J C R eine stetige, bijektive Funktion. Ist es wahr, dass falls 1
ein abgeschlossenes Intervall ist, dann ist f(/) = J abgeschlossen (in R)? Wenn Ja,
beweisen Sie diese Tatsache. Wenn Nein, finden Sie den Graph einer Funktion, das
ein Gegenbeispiel ist. [

7.2 Exponentialfunktionen, Logarithmen und
Potenzfunktionen

Der/die aufmerksame Studierende wird bemerkt haben, dass die rigorose Defi-
nition der Potenz a? nur in dem Fall gegeben wurde, in dem a eine positive reelle
Zahl ist, und g rational ist (sieche Abschnitt|2.3.2). Die Eigenschaften der Potenzen,
die wir schon kennen, sind die folgenden: Es seien a,b € Ryg und ¢,d € QQ, dann

d

c—i-d:ac.a7

e Q
o (ICd _ (ac)d’

e (a-b)=a"-b°.
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Ubung 7.2.1
Beweisen Sie, dass fiir eine beliebige a,b € Ry und ¢, d € Q, gilt:

e a° >0,
« (“Monotonie”) ¢ < d = a° < a?, falls a > 1, und a® > a?, falls 0 < a < 1,
e a<b = a° <" fir alle ¢ > 0 und a¢ > b¢, fiir alle ¢ < 0.

)

Wie konnte dann die Potenz a® definiert werden, fiir beliebige a € Ryg und x €
R? Wir haben reelle Zahlen explizit als Dezimalzahlen definiert, also als = =
p.aiieqs ..., wobei p € Z und oy € {0,1,2,...,9}, fir alle ¢ € N. Wir nehmen die
Folge (x,,)nen der Dezimalzahlen xg := p, z,, :== p.ay ... @,000. .. fir allen € N\ {0},
die periodischen Dezimalzahlen sind, und deshalb mit rationalen Zahlen identifiziert
werden konnen. Wir bemerken, dass

« die Folge der rationalen Zahlen (z,) monoton steigend ist, und
« sie nach oben beschrénkt ist.

(Es ist eine Ubung fiir Sie, die oberen Tatsachen zu beweisen). Dann, aus der
Monotonie (siehe Ubung und mit der Hilfe der oberen Bemerkung, kénnen
wir schlieflen, dass die Folge (a®) monoton wachsend und nach oben beschrankt
ist. Dann erlaubt uns Lemma zu sagen, dass (a”) stabilisiert ist, und wir
definieren a® als die Dezimalzahl, sodass

a™ = a”. (7.2.1)
Exponentialfunktion

Wir kénnen eine neue Funktion definieren, und zwar:

Definition 7.2.1
Es sei a > 0, a € R. Dann ist die Exponentialfunktion f: R — R mit Basis
a die Funktion f(z) = a”.

Diese Ubung und ihr Inhalt sind sehr niitzlich und wichtig fiir Sie, da sie eine gute
Praxis sind, um mit dem Verstehen solcher Funktionen und ihrer Eigenschaften zu
beginnen:

Ubung 7.2.2
Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften:
Es seien a,b € Ryg und ¢,d € R, dann



7.2. EXPONENTIALFUNKTIONEN, LOGARITHMEN UND
POTENZFUNKTIONEN 223

(a-b)¢ =a- b,
a® > 0 fir alle c € R;

a<b = a® <0 fir alle ¢ > 0 und a® > b°, fiir alle ¢ < 0.

A T o

Fiir alle ¢ < d ist a® < a® fir a > 1 und a® > a® fiir 0 < a < 1.

Deshalb, fir alle a # 1, ist die Exponentialfunktion f: R — R, f(z) = a” streng
monoton, praziser gesagt, streng monoton wachsend im Fall ¢ > 1 und streng mono-
ton fallend im Fall 0 < a < 1. Dazu beweisen Sie, dass

und lim o =
+oo fallsO0<a<1;

. Jtoo fallsa>1 0 falls a > 1
o falls 0 <a < 1. Z=$=00

die Exponentialfunktion stetig ist;

(Hinweis: Mit der Hilfe der Monotonie der Exponentialfunktion beweisen Sie
zuerst, dass

liH(l) a® =1 (Stetigkeit in xo=0).

z—

Fiir den allgemeineren Fall, bemerken Sie, dass a® = a™a*".)

Fir alle a # 1 die Exponentialfunktion f: R — R<q bijektiv ist;

(Bemerken Sie, dass wir die Zielmenge eingeschrankt haben) ( Hinweis: Fir die
Injektivitat muss man die Monotonie benutzen. Fiir die Surjektivitdt, muss
mann irgendwie den Zwischenwertsatz (Korollar [5.5.4) verwenden, zusammen
mit Punkt 6. dieser Ubung; siehe auch Ubung

)

Falls a = e, die Eurlersche Zahl, erhalten wir die wichtige Exponentialfunk-
tion mit Basis e, f(z) = e¢”. Wie ist diese Funktion mit der Funktion, die wir in
Beispiel 2. definiert haben, verbunden? Da sie denselben Namen hat, sollte
sie dieselbe Funktion bezeichnen. Das ist eigentlich der Fall. Wir werden diese Tat-
sache spater in der Vorlesung beweisen (in der Erklarung hier unten, folgt Gleichheit
aus (7.2.5)), die wir nicht beweisen). Im Moment bemerken wir das folgende:
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Ubung 7.2.3 (a) Es sei (b,)nen eine reelle Folge, sodass b, # 0 fiir alle n € N,
und sodass b, — +00. Dann, fiir alle x € R beweisen Sie, dass

(1 + x)bn s eo. (7.2.2)

bn n—-+00
Hinweise:

— Betrachten Sie zuerst den Fall, in dem z > 0, und bemerken Sie, dass

x \ 2\ 2=\
1+ 2 = ((1+ 2 |
<+bn) <<+bn> )

by

Es sei a,, = °». Dann geniigt es zu beweisen, dass fiir eine beliebige
reellwertige Folge (ay,), sodass o, # 0 fir alle n und «,, — 400 gilt:

1o
Y 1= (1 + —) — e. (7.2.3)

075 n—-+00

— Definieren Sie

1 LO‘TLJ 1 Lanj"'l
A, =14+ —— d B,:=11
( " LO‘nJ + 1) un ( " LO‘HJ>

und beweisen Sie, dass A,, — ¢ und B,, — e.

— Schlielen Sie, dass v, — e.
— Fiir den Fall, in dem z < 0, kdnnte es niitzlich sein, den folgenden Gren-
zwert zu beweisen: L\
<1 - —> — et

n
und dann zu schreiben x = —|z|...

(b) Fiir £ — 400 oder x — —o0 beweisen Sie, dass

f(x) = <1 + g) — €% fiir alle a € R. (7.2.4)
T
o
Es gibt eine Verallgemeinerung der Gleichheit (6.2.1) (ohne Beweis), und zwar
lim (1 + f) =y (7.2.5)
n—+00 n —n!

Diese, zusammen mit (7.2.2) fiir die Folge a,, =n, n > 1, beweist das folgende:
Fir alle z € R gilt

¢ lim (1 + f) S5 = exp(a), (7.2.6)
n n=0 n.

n—-+00

also sind die “zwei Exponentialfunktionen” (gliicklich) dieselben.
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Bemerkung 7.2.1

Diese zwei Definitionen haben natiirlich ihre Vorteile und Nachteile. Einer der
Vorteile der “direkten’ Definition von e* (als “Grenzwert” von e, wobei (z,,) die
“spezielle” Folge von rationalen Zahlen, die wir definiert haben, ist, mit z,, = z)
ist, dass die Stetigkeit nicht zu schwer zu beweisen ist. Natiirlich ist diese Definition
weniger elegant, da sie sehr spezifische Konzepte und Auswahlmoglichkeiten verwen-
det: die Darstellung einer reellen Zahl als Dezimalzahl und die Wahl der speziellen
Folge (z,). Wenn in der Mathematik so genaue Entscheidungen getroffen werden,
um ein Objekt zu definieren, wird normalerweise gesagt, dass die Definition nicht
sehr elegant ist (weil es schwierig ist, sie zu verallgemeinern, und man nach einer
“nattirlicheren” Definition suchen méochte).

Die Definition der Exponentialfunktion mit Reihen, die wir in Beispiel 2.
gegeben haben, ist sicher “eleganter”, da die Exponentialfunktion mit komplexen
Exponenten definiert werden kann und nicht nur mit reellen. Die wichtigen und
schonen Eigenschaften der Funktion exp: C — C werden in Zukunft analysiert.
Aber der Nachteil ist, dass die Stetikgeit schwerer zu beweisen ist: man sollte hier
das Konzept von gleichmdfiger Konvergenz von Funktionenreihen einfithren, das
vorerst aulerhalb unseres Rahmens liegt. &

Logarithmusfunktion

Die Exponentialfunktion f: R — Ry mit Basis @ > 0 und @ # 1 (ndmlich
f(z) = a®) ist bijektiv (Ubung9.). Thre Surjektivitat und Injektivitat konnen
so formuliert werden:
Fir alle @ > 0 und a # 1 und jede (feste) y > 0 besitzt die Gleichung

a =Yy

eine eindeutige Losung x € R. Also, fiir alle y > 0 gibt es genau einen Exponenten
x € R, sodass a® = y.

Definition 7.2.2

Gegeben zwei positive reelle Zahlen a # 1 und b, ist der Logarithmus von b
zur Basis a der (einzige) Exponent ¢ € R, sodass a® = b. Wir bezeichnen den
Logarithmus von b zur Basis a mit log, b.

Deshalb ist die folgende Gleichheit @'°%«® = b eine Identitét.

Ubung 7.2.4
Es sei a,b und ¢ beliebige positive reelle Zahlen, mit a # 1. Beweisen Sie, dass

1. log,(b-c) =log, b+ log, c;
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2. log,(b) = clog, b ;
3. fiir b #£ 1, blos e — ge -

4. fur b und ¢ # 1, log,.b - log, a = log,. a, und deshalb

(Bemerken Sie, dass log, b # 0 fiir alle b # 1; warum?)

)

Falls die Basis a die Eulersche Zahl e ist, wird der Logarithmus mit Basis e
auch natiirlicher Logarithmus genannt, und wird einfach mit “log” oder “In”
bezeichnet.

Gegeben eine (feste) positive reelle Zahl a # 1, konnen wir dann die
Logarithmusfunktion zur Basis a definieren, und zwar
log,: R.g — R, log,(x) := log, x. Aus ihrer Definition folgt es sofort, dass log, die
inverse Funktion f~! der Exponentialfunktion f mit Exponent a ist, also

Vz eR, log,(a*) =z <= (flof)(z)=1x

Vy € Ry, a8V =y = (fof Ny =y

Der folgende Satz ist eine einfache Konsequenz der Tatsachen, die wir bis jetzt
diskutiert haben, und des Satzes

Satz 7.2.1
Die Logarithmusfunktion log,: Ryg — R mit Basis a > 0, a # 1, erfillt folgende
FEigenschaften:

1. log, ist streng monoton wachsend falls a > 1 und streng monoton fallend
falls 0 < a < 1;

—oo fallsa >1

z—0, >0 +oo fallsO<a<1

lim log,(z) = {

und

lim log,(z) =

x—>+00

+oo  fallsa > 1
—o00 falls0<a<1

3. log,: Roog — R ist stetig, fir alle a > 0,a # 1.
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Beweis: Der Beweis dieses Satzes ist fiir Sie eine einfache Ubung. O]

Potenzfunktion

Es sei nun « eine feste reelle Zahl. Dann ist x* fiir alle x > 0 wohldefiniert. Natiir-
lich, fiir spezielle Werte von «, kann die Funktion z® eine gréfiere Definitionsmenge
haben, zum Beispiel: falls & € N dann ist x® wohldefiniert fiir alle x € R; falls
a € Zo dann ist 2 fiir alle 2 € R\ {0} wohldefiniert. Falls o =2 € Q, was kann

gesagt werden? Wir bemerken, zum Beispiel, dass /= = 23 fiir alle 2 € R definiert
1 1

ist, ¢/x = x2 fiir x > 0 definiert ist und z73 = 3%/5 fur alle z € R\ {0} definiert ist

(warum ist das so?)

Ubung 7.2.5

Finden Sie die groften Definitionsmengen der Potenzfunktionen z +—» 1‘57 in Ab-
héngigkeit mit den Werten von p € Z und ¢ € Z \ {0}. (Es konnte niitzlich sein, p
und ¢ teilerfremd zu nehmen.) '

Falls o € R\ Q konnen wir nicht hoffen, die Definitionsmenge R der Funktion
% zu erweitern, da z® als Grenzwert von (z*") definiert wird, wobei «, rationalen
Zahlen sind, und wir haben fast keine Kontrolle dariiber, wie diese ganze Menge von
rationalen Zahlen aussehen koénnte.

Es sei dann o € R fest. Die Potenzfunktion f: R,y — R ist definiert als
f(z) := z* Dank der Eigenschaft 5. der Ubung konnen wir sehen, dass sie
streng monoton wachsend fiir alle @« > 0 ist und streng monoton fallend fiir alle
a < 0 ist. Natiirlich, fiir « = 0 erhalten wir die konstante Funktion f(z) = 2" =1
fiir alle x. Wir beschréanken uns also auf den Fall, in dem o # 0.

Ubung 7.2.6
Es sei @« € R\ {0} und f: R.y — R die Potenzfunktion f(z) = z*. Beweisen Sie,
dass

1.

die Potenzfunktion f(z) = z® stetig in Ryq ist

(Hinweis: Beweisen Sie zunéchst, dass, falls @ € N, f stetig ist; dann beweisen
Sie diese Tatsache mit @ € Z, und dann mit o« € Q. Endlich, benutzen
Sie die strenge Monotonie der Exponentialfunktion, um zu beweisen, dass
lim,_,; ¢ = 1, und bemerken Sie, dass fiir die Stetigkeit in einem beliebigen
Punkt xy > 0, wir haben z® = (z/x¢)%z§.)

lim
z—0, >0

o 0 falls o > 0
400 fallsa <0
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und

lim x% =
T—+00

+oo fallsa >0
0 falls @ < 0.

7.3 Einige wichtige Grenzwerte

Wir schlieflen dieses Kapitel mit einigen wichtigen Grenzwerten.

Proposition 7.3.1 1. lir%(l + aaj)% =€, fir alle a € R;
z—

log(1
o lim 08+ D)
z—0 x
v _ 1 v—1
3. lim a =loga und deshalb lim ¢ =1;
z—0 Y z—0 Y
1 *—1
4. lim HL = q, fiir alle o € R
z—0 €T
Beweis: 1. Wir bemerken, dass

8=

(1+az): = <1+(f>

T

Nun ist die Idee Satz zu benutzen. Wir bemerken zunéchst, dass

1 y .
lim — existiert nicht!!
z—0

1 1
In der Tat ist lim — =+oound lim — = —oo (falls Sie diese Tatsache
z—0, >0 ¢ rz—0, z<0 g

nicht schon bewiesen haben, bitte machen Sie jetzt!). Aber in beiden Féllen
konnen wir (7.2.4), zusammen mit Satz[5.3.4}) benutzen und erhalten, dass

1
<1+?> — e firxz —0.

xT

Es sei f(z) := W. Wir beweisen zuerst, dass e/(®) — e fiir # — 0. Dann

benutzen wir die inverse Funktion der Exponential, der Logarithmus, und Satz
um zu schlieBen, dass f(x) = log(ef®) — log(e) = 1. Um zu beweisen,

og(1+2) )%
dass ef(*) — e, geniigt es zu bemerken, dass et = e i) ) =(1 —i—az)%,
und deshalb koénnen wir (7.2.4) benutzen mit o = 1, um zu schliefen, dass

S :(1+x)% — e.
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1 1
3. Es sei y = a® — 1 und deshalb z = log,(y + 1) = Ogl(y—i-)7 wobei die letzte
) oga
Gleichheit eine Konsequenz von Ubung 4. ist. Dann erhalten wir, dass
-1
lim &~ — lim¢loga =loga

z—0 1 y—=0log(y + 1)

wobei die erste Gleichheit aus Satz kommt, und die letzte aus 2. dieser
Proposition.

4. Essei f(z) := (14+x)*—1. Dann log(1+ f(x)) = log ((1+x)a) = alog(l+x).
Deshalb haben wir, dass

(14+z)*—=1  f(z)log(l+x) f(z) log(1 + x)

x z log(l+ x) - log(1 + f(x)) T

a—«a fuirxz—0

wobei, um den Grenzwert zu berechnen, haben wir 2. dieser Proposition
zusammen mit Satz benutzt (beachten Sie, dass f(x) — 0 fur z — 0).
O
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8.1 Differenzierbarkeit: erste Eigenschaften und
Beispiele
Um das Konzept der Ableitung einzufiihren, gehen wir von einem geometrischen

Problem aus. Betrachten wir den Graphen einer Funktion f: I C R — R, wobei [
ein offenes Intervall ist, wie in der Abbildung.

\V/

Yo Xth)

Figure 8.1.1

Wir fixieren einen Punkt Py = (zo, f(x¢)) auf dem Graph von f und nehmen
einen Punkt P, # P, auf dem Graph von f nahe genug an Fy. Wir bezeichnen die
Koordinaten von P, mit (xg + h, f(zo + h)), wobei h # 0. Da Py # P, ist, gibt es
genau eine Gerade durch Fy und P, deren Steigung gegeben ist durch

f(zo+h) — f(x0) 7f($0+h)—f($0).

Io+h—l‘0 h

Es ist auch niitzlich, sich daran zu erinnern, dass diese Steigung genau die Tangente
des Winkels oy, in der Abbildung ist, also dass

f(xo +h) — f(z0)
h

Die Differenzierbarkeit der Funktion f in zy bedeutet genau, dass es eine
“Grenzgerade” gibt, die Tangente genannt wird, deren Steigung der Grenzwert

= tanqy, .
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lim,_,o tan oy, ist, falls der Grenzwert existiert und endlich ist. Genauer gesagt
haben wir:

Definition 8.1.1
Es sei f: I —+ R, wobei I C R ein offenes Intervall ist und xy € I. Dann heifit
f differenzierbar in zy, wenn der Grenzwert

lim f(zo+h) — f(20) ~ lim f(x) — f(z0)

h—0 h =T T — g

existiert und endlich ist. Dieser Grenzwert wird Ableitung von f in zy genannt
und mit f'(zo) bezeichnet.

Es werden auch andere Notationen fir die Ableitung in xy verwendet, zum Beispiel
wird %(mo) oft in anderen Biichern benutzt. Wir kénnen dann eine neue Funktion
definieren, und zwar: es sei J C I die Teilmenge von I, sodass fiir alle ¢y € J die
Ableitung f’(z¢) existiert. Die Ableitungsfunktion (oder kurz Ableitung) ist die
Funktion f": J — R, die zu jedem Punkt z, die Ableitung f’(x¢) zuordnet.

Bemerkung 8.1.1
Wir werden bald sehen, dass J leer sein konnte, d.h. dass es Funktionen existieren,
die zu keinem Punkt differenzierbar sind (siche Beispiel|8.1.2). &

Wir erinnern daran, dass die Gleichung einer (nicht vertikalen) Gerade durch
einen Punkt (zg,yo) mit Steigung a gegeben ist durch

y=1yo+alx —xg).

Daher, dank der Bedeutung der Ableitung in z, ist die folgende Definition sehr
nattrlich:

Definition 8.1.2

Es sei f: I — R, wobei I C R ein offenes Intervall ist und zo € I. Falls f'(z0)
existiert, ist die Tangente an dem Graphen von f in (zo, f(z¢)) die Gerade,
deren Gleichung gegeben ist durch

y = f(xo) + f'(w0)(z — 20) - (8.1.1)

Es sei g: R — R die Funktion g(z) = f(zo) + f'(x0)(x — ), deren Graph genau
die Tangente an dem Graphen von f in (xg, f(z0)) ist. Es ist wichtig zu bemerken,
dass die Differenzierbarkeit von f in zo nicht nur bedeutet, dass f(z) — g(z) — 0,
fir x — x¢ (das bedeutet nur, dass f(xy) = g(xg)): sie bedeutet etwas starker, und

zwar, dass
f(z) —g(x)
r — X

—0 firx— 2.

Dann konnen wir die Differenzierbarkeit so umformulieren:
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Satz 8.1.1
Es sei f: I — R, wobei [ C R ein offenes Intervall ist und xq € I. Dann ist f
differenzierbar in xo genau dann, wenn ein a € R existiert, sodass

lim f(x) = f(z0) — a(z — )

T—rxQ €r — xo

=0.

In diesem Fall ist a genau f'(x).

Bemerkung 8.1.2
Mit diesem Satz und der vorherigen Bemerkung kann geschlossen werden, dass
die Tangente zum Graphen von f in (xq, f(xg)) unter allen Geraden, die durch
(xo, f(xo)) verlaufen, die beste ist, die sich dem Graphen von f anndhert. Tat-
sachlich nehmen wir an, dass f stetig in xq ist (wir werden bald sehen, dass falls
f differenzierbar in z( ist, dann muss sie auch stetig in z( sein). Dann haben die
Geraden dieses Geradenbiindels Gleichung y = f(xy) + b(x — ), und da sie durch
(2o, f(x0)) verlaufen, erfiillen sie f(x) — f(zo) — b(z — z9) — 0 fiir © — xy. Aber
unter ihnen gibt es nur eine, die nicht nur f(x) — f(zo) — b(z — ) — 0, sondern
auch {@=1 (jﬂ)mzb(:”*mo) — 0 fiir © — zg erfillt, und zwar die Gerade mit b = f'(zo).

Warum behandeln wir diese zweite Bedingung als stéirker als die erste? Da
dies die erste Bedingung impliziert (wenn f(z) — f(xo) — b(x — x¢) nicht gegen Null
ging, konnte f(@)—f(z0)—b(z—0)

Tr—xo

auch nicht gegen Null gehen; warum?) &

Figure 8.1.2
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Beweis: Falls f differenzierbar in z( ist, dann wissen wir, dass lim, ., %ﬁ;ﬁzo)

existiert und gleich f’(z¢) ist. Dann nehmen wir a = f’(z() und bemerken, dass

lim f(z) = f(zo) — alz — z) — lim <f(33) — [ (o) _ f'(xo))

T—rx0 €xr — xo T—rxQ € — 1'0

Dann, da der Grenzwerten lim, ,,, %ﬁézo) existiert und gleich f’(zo) ist (und

natiirlich existiert lim, ., f'(x), weil f'(zo) eine Konstante ist), erlaubt uns Satz
m zu schlieflen, dass

(@) = f@o) e N f(@) = fa)
hm< f@m> lim

T—T0 T — Xg

= lim f'(z0) = f'(z0)—f'(20) = 0.

T—x0 T — X T—T0

Die Argumentation in der umgekehrten Richtung ist sehr dhnlich, und zwar: angenom-
men, dass es ein a € R gibt, sodass lim,_,,, f@)=f (ii)m_oa(‘”_zo) = 0, dann schreiben
wir

f(z) = f(2o) :f(x)—f(l’o)_aJra:f(x)—f(ﬂﬁo)—a(f—fo)Jra

und nochmal dank des Satzes erhalten wir, dass

o S = fw) @) = ) —ale =)
T—x0 x — xo T—xo xr — mo
Dann ist f differenzierbar in xg mit Ableitung a. O

Bemerkung 8.1.3

Wie fiir die Stetigkeit (siehe Bemerkung, ist die Differenzierbarkeit eine lokale
FEigenschaft d.h.:

Es seien f,g: I — R zwei Funktionen und a € I, sodass f und ¢ gleich in einer
Umgebung von a sind, oder mit anderen Worten

30 > 0, sodass f(x)=g(z), firalle z € Us(a)-

Dann ist f in a differenzierbar genau dann, wenn ¢ in a differenzierbar ist und gilt
f'(a) = g'(a).

Der Beweis ist fiir Sie eine einfache Ubung,. &
Es ist Zeit, einige Beispiele zu nennen:

Beispiel 8.1.1 1. Die konstante Funktion f: R — R, f(z) = « fir ein a« € R
ist differenzierbar, mit Ableitung f'(x) = 0 fiur alle x € R. Dies ergibt sich
direkt aus der Definition der Ableitung als Grenzwert lim,_,,, %ﬁ:gzo), da in
diesem einfachen Fall, f(x) — f(zo) = 0 fur alle z, zy € R ist.

Die richtigste Uberlegung ist jedoch die geometrische (siehe Bemerkung:
Der Graph der konstanten Funktion ist (schon) eine Gerade, deshalb “heuris-
tisch” sollte die tangente Gerade zum Graph von f in einem beliebigen Punkt
(xo, f(x0)), die dem Graph von f am besten entspricht, der Graph von f selbst
sein, dessen Steigung Null ist.
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2. Ahnlich, es sei f: R — R die Funktion f(z) = yo + b(z — x¢), fiir ein b € R.
Da der Graph eine Gerade ist, ist die tangente Gerade zum Graph von f in
einem beliebigen Punkt (zg, f(x¢)) die Gerade y = yo + b(z — o) selbst, die
Steigung b hat. Mit dem Satzerhalten wir tatsétchlich, dass

lim f(x) = f(xo) — b(x — 20) — i 20 + b(x — o) — yo — b(z — 70)
T—x0 € — xo T—TQ €xr — xo

=0.

3. Essei f: R — R gegeben bei f(z) = 2% und 2y € R. Dann ist f(xg + h) —
f(xo) = (xo + h)? — 2% = 2xoh + h?, und deshalb

_ 2
lim flxo+h) — f(xg) — im 2xoh + h
h—0 h h—0

Dann ist die Ableitungsfunktion f': R — R genau f'(z) = 2z.

:2$0.

4. Potenzfunktionen (mit natiirlichem Exponenten):
Im Allgemeinen sei f(x) = 2™, wobei n € N, n > 1. Dann, mit der Hilfe des
Binomischen Satzes (Satz|1.4.6) erhalten wir, dass

f(xo+h) — f(xo) = (w0 + h)" — 2 = i <Z) hrag ™ — af = z": (Z> hrapF =
k=1

k=0
( )h(ﬂg 1 + h2 Z (n> hk—ng—k _ nh:rg_l + h2 Z <n) hk—ng—k
k=2 k k=2 k

und deshalb
lim f(:to—i-h]i— f (o) = hm (nxo +hz < )hk 2pn— k) =nxy~ L

h—0

Wir haben dann bewiesen, dass f': R — R gegeben ist durch f'(z) = nz"'.
Also haben wir gezeigt, dass

Fir alle n € N ist die Ableitung der Funktion f: R — R, f(z) = 2"
gegeben durch

d
[ R=R, fl(z)= d—x" =nz" ',
%

Wir bemerken, dass falls n = 0, f konstant ist, und diese Formel gibt uns
/" =0, die widerspruchsfrei mit 1. ist.

5. Exponentialfunktionen: Es sei f: R — R die Exponentialfunktion mit
Basis a > 0, f(z) = a”. Wir bemerken, dass

f@) = (o) _a*—a (@ —1)

Tr — X T — X T — X
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Dann, dank der Proposition 3. und des Satzes konnen wir schlieflen,
dass
a® — a" a™(a*=" — 1) a¥—1

lim —— = lim = a" lim
T—=T0 I — xo T—x0 €xr — xo y—0 y

= a" loga.

Also haben wir bewisesn, dass

Es sei f: R — R die Exponentialfunktion, f(x) = a”, wobei a > 0, dann

f"R—>R, fl(z)= ja”” =a"loga.
T

6. Logarithmus: Es sei f: R.y — R die Logarithmusfunktion f(z) = logz.
Wir bemerken, dass

f(2) = f(zo) logw —logm  1og(Z) 1 log(1+ g(a))

T — Zo T — X xo(fo—l) o g9(z)

wobei g(z) = ;- —1. Dann, dank der Proposition|7.3.1|2. und des Satzes

erhalten wir, dass

1 —1 1
i Jo8(@) —log(zo) _ 1. log(l+y) 1

w0 T — Tg T y—0 Y Ty

Also haben wir bewiesen, dass:

Es sei f: Ryg — R die Logarithmusfunktion, f(x) = log(z), dann

d 1
""Rog =R, f(z)=~—log(z) = —.
J':Roo =R, fi(2) = - log(a) = —

Mit Ubung 4. koénnen wir auch schlielen, dass gegeben f: Ryy — R,
f(z) =log, z fir ein a > 0, a # 1, dann ist

1
xloga

F) = o, () =

7. Sinus- und Cosinusfunktionen: Zunéichst erinnern wir uns an folgende
Formeln:
Fir alle «, 5 € R gilt

sinoz—sinﬁ:QCosa;ﬁsina;ﬁ (8.1.2)
cosoz—cosB:—QSinOH_Bsina_ﬁ. (8.1.3)

2 2
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Es sei f: R — R die Sinusfunktion, f(z) = sinz und mit der Hilfe der ersten
Identitdt hier oben bemerken wir, dass

. . T4z 3 rT—T
sin x — sin xg 2COS (—2 0) sin (—2 0)

T — X r — X

Da lim,_, % = 1 und die Cosinusfunktion stetig ist, dank des Satzes|5.3.4
erhalten wir, dass

sin x — sin xg <x+x0>l_ siny
_ im

y—0 Y

lim = lim cos

= COS Xy,
T—T0 xr — X T—T0

wobei natiirlich ist y = #5*. Dann

Es sei f: R — R die Sinusfunktion, f(z) = sin(x), dann

f"R->R, fl(z)= (ZE sin(z) = cos(z) .

Mit der zweiten Formel hier oben kann es bewiesen werden, dass

Es sei f: R — R die Cosinusfunktion, f(z) = cos(z), dann

f"R->R, fl(z)= dci cos(z) = —sin(z) .

Bisher haben wir die Ableitung von Funktionen gefunden, so dass die Defini-
tionsmenge der Ableitung die gleiche ist wie die der Funktion. Dies ist offensichtlich
nicht immer der Fall, wie das folgende Beispiel zeigt:

8. Betragsfunktion: Es sei f: R — R die Betragsfunktion,

T wenn = > 0

f(@) = |x] ={

—x wenn z <0.

Es sei zp > 0. Da (0,+00) C R offen ist, fiir jeden xy € (0, +00) kénnen wir
eine (offene) Umgebung U(z) von x finden, die ganz in (0, +00) liegt. Dann,
in der Definition des Grenzwertes fiir x — xg, Definition kénnen wir
immer annehmen, dass die Umgebungen Us(zg) ganz in (0, +00) liegen. In der
Tat, wenn nicht, konnen wir Us(x) mit Us(zo) NU(xg) ersetzen, die noch eine
offene Umgebung von z ist. Mit dieser Wahl erhalten wir, dass f(z) = z fur
alle x € Us(xg), und deshalb

f(z) = f(zo) — Ly LT o

lim li

=1 fir alle 2 € (0,400).
T—T0 T — X T=To r — X
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Ahnlich fiir jeden zy € (—o0,0) kénnen wir in Definition immer Umge-

bungen Us(zg) von xg wahlen, sodass f(x) = —x fur alle z € Us(xg), und
deshalb
lim M = lim —o = (=) =—1 fir alle 2o € (0,+00).
T—T0 xr — xo T—TQ €xr — xo

Was passiert in 2y = 07 Der Ursprung ist ein Randpunkt der beiden Intervallen
(0,+00) und (—o00,0), und deshalb schneidet jede Umgebung von 0 beide
Intervalle. Deshalb kénnen wir nicht annehmen, dass wir immer Umgebungen
finden kénnen, wo die Funktion f immer x oder —z ist, was impliziert, dass:

Fiir jede Umgebung U von 0 gibt es Punkte x € U, in denen f(;i_)ao =2=1und
Punkte, in denen % = —* = —1. Deshalb kann der Grenzwert lim, o @
nicht existieren! (Warum ist das so? Ubung).
Also koénnen wir schlieflen, dass
Es sei f: R — R die Betragsfunktion, f(z) = |z|, dann
1 falls x > 0
R\{0} =R, fl(x)= .
/ \ 10} /() {—1 falls z < 0
&

Bis jetzt sind alle betrachtenten Funktionen stetig. Was ist dann die Beziehung
zwischen dem Konzept von Stetigkeit und Differenzierbarkeit?

Satz 8.1.2
Es sei f: I — J eine Funktion, die differenzierbar in xo € I ist, wobei I ein
offenes Intervall ist. Dann ist f stetig in xg.

Beweis: Um die Stetigkeit im Punkt xy zu beweisen, benutzen wir die Charakte-
risierung der Stetigkeit gegeben in Satz da zg € I und I offen ist, sind alle
Punkte Haufungspunkte, und deshalb miissen wir nur beweisen, dass lim, ., f(z) =
f(z0) oder, dquivalent gesagt, dass lim, ., (f(7) — f(z9)) = 0 (Ubung: Beweisen
Sie diese Aquivalenz). Wir bemerken, dass

lmy o, (f(2) = f20)) = limgy, W(l’ —xp) =
= lim, %ﬁfjgmo) limg ., (x — x0) = f'(20)-0=0.
Beachten Sie, dass die dritte Gleichheit gilt, weil wir bereits wissen, dass die beiden

Grenzwerte lim, ., %ﬁmo) und lim,_,,,(x — xo) existieren. O
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Beispiel 8.1.2
Die Funktion f: R — R, die definiert ist durch

_J1 fallsz €@
f(x)_{O falls z € R\ Q

ist in keinem Punkt stetig (siche Seite und deshalb in keinem Punkt differen-
zierbar.

Es gibt aber Funktionen, die in jedem Punkt der ihren Definitionsmengen stetig
sind, und in keinem Punkt differenzierbar! Ein solches Beispiel wurde von Weierstraf
gegeben und ist daher als Weierstrafi-Funktion bekannt. Die Konstruktion dieses
Beispiels und die Uberpriifung seiner Eigenschaften erfordern mehr Techniken als
wir zur Verfiigung haben und werden spéater durchgefiihrt. Wir werden hier nur das
Bild (aus Wikipedia) geben: Der Graph der Funktion sieht aus wie ein Fraktal und
zeigt an jedem Punkt das gleiche Problem wie die Betragsfunktion bei x = 0, siehe

Beispiel 8. und Abbildung L)

ok

Figure 8.1.3: Von Eeyore22 - Own work, Public Domain,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php ¢ curid=5075959

Um die Ableitungen von “komplizierteren” Funktionen zu berechnen, miissen
wir zwei Sétze einfithren und beweisen: Der erste veranschaulicht die sogenannte
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“Algebra der Ableitungen” (Wie verhalten sich die Ableitungen von Summen, Pro-
dukten und Quotienten von Funktionen?), wahrend wir im zweiten untersuchen, wie
sich die Ableitung einer Verkniipfung von zwei Funktionen verhélt.

Satz 8.1.3

Es sei I ein offenes Intervall und xq € I. Seien f,g: I — R zwei Funktionen,
die in xy differenzierbar sind mit Ableitungen f'(xo) und ¢'(xo). Dann folgt
daraus, dass

1. f+ g differenzierbar in xy ist mit Ableitung
(f +9)(z0) = f'(w0) + g'(20) ;
2. fir alle a € R, o - f differenzierbar in xqy ist mit Ableitung
(Af) (o) = Af'(xo0) ;
3. f - g differenzierbar in xy ist mit Ableitung

(f - 9)'(z0) = f'(w0)g(x0) + f(0)g' (20) ;

4. falls g(xo) # 0, ]gc differenzierbar in xy ist mit Ableitung

<f>' (20) = F'(z0)g(x0) = f(z0)g' (o)
g

9(wo)?

Beweis: Es sei xg wie oben fest, und Af: I — R die Funktion Af(z) := f(z)— f(xo)
und wir bemerken, dass

f/(xo) = lim

T—=T0  — IO ’

1. Wir bemerken einfach, dass A(f + g) = A(f) + A(g), und deshalb ist

i S 9@ = (f+9)z) _ AU +9) A +A) _
T—T0 T — Zo T2 T — To o T — T
= lim + lim Ay =

T—=To  — xo T—=To L — xo

= f'(wo) + ¢'(w0)

wo wir in der dritten Gleichheit Satz (i) verwendet haben.
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2. Dies lasst sich leicht ableiten, wenn man beobachtet, dass A(af) = aA(f).
Dann kann man wie oben Satz m (ii) benutzen, um die Behauptung zu
schlieBen. Die Details bleiben dem Leser tiberlassen.

3. Wir bemerken zunéchst, dass es nicht wahr ist, dass A(f - g) = A(f)A(g)! In
der Tat haben wir, dass

A(f-g)(x) =(f-g)(x)—(f 9)(w0) =
= f(z)g(x) — f(z0)g(z) + f(20)g9(x) — f(70)g(70) =
= (f(z) — f(z0))g(z) + f(20)(9(x) — g(20)) =

= Af(x)g(z) + f(z0)Ag() .

Dazu bemerken wir, dass g stetig in zg ist (Satz(8.1.2) und deshalb lim,_,,, g(z) =
g(xg), weil 2 ein Haufungspunkt der Menge [ ist (siehe Satz[5.3.1). Dann,

mit der Hilfe von Satz (i) und (iii), gilt
i 9@ = (f-g)(wo) _ . A 9)(@)

T—T0 xr — X T—r20 T — Xo
o Af@gl) + o) Ag(e)
T—x0 xr — xo

= f'(w0)g(z0) + f(w0)g' (20) -

Wir bemerken, dass die Ableitung der Funktion «f, wobei a € R, mit der
Hilfe dieser Berechnung und des Beispieles 1. berechnet werden kann.

4. Wir bemerken zunéchst, dass, falls g(x) # 0, es eine Umgebung U von z, gibt,
in der g(z) # 0 fur alle z € U (warum ist das so?). Dann ist die Funktion %(z)

wohldefiniert in U, und so ist A (é) (z). Wir bemerken, dass fir alle z € U
gilt
1 1 1 glzo) —g(z) ~ Ag(z)
Al - ($) - - - - )
9 gx) glzo)  g(w)g(z0) g(w)g (o)

und deshalb, da g stetig in x¢ ist (Satz|8.1.2), mit der Hilfe von Sétzen m
und schlieffen wir, dass

A A 1 g
Bl 0 P R 70 9@g@) 9@ (8.1.4)

Deshalb ist é(l‘) in z differenzierbar mit Ableitung (%)/ (zg) = —220)
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Um zu beweisen, dass 5 differenzierbar in z( ist und um die Ableitung zu
berechnen, geniigt es zu verwenden, was wir in 3. dieses Satzes bewiesen
haben zusammen mit (8.1.4). In der Tat haben wir, dass

(i)’ («TO) = (f . l),(mo) &und fl(xo) Ly f(l“o) ( g’(zg%)

g g g(z0) " g(w0)

_ f'(0)g(x0) — f(20)g'(20)
9(x0)?

Satz 8.1.4

(Kettenregel) Es seien I und J offene Intervalle und g: I — R, f: J — R
Funktionen mit g(I) C J. Es sei xy € I und nehmen wir an, dass g in xo und f
in g(xg) differenzierbar sind. Dann ist f o g in xqy differenzierbar mit Ableitung
gegeben durch

(f09)(z0) = f(9(20))g (o) -
Beweis: Die anfangliche (falsche!!) Idee ist die folgende: Schreiben wir

i F29)@) = (fog)zo) _ . flg(x)) = flg(20)) 9(z) — g(20)

5 © o SR gn)—glwo) w0

und dann bemerken wir, dass fir + — ¢ = g(z) — g(x¢) und deshalb, dank des
Satzes|5.3.4} sollte der obige Grenzwert genau f'(g(z¢))g' (7o) sein.

Was ist dann das Problem? Das Problem ist, dass, um den Grenzwert einer
Funktion fiir + — xzy zu berechnen, miissen wir zuerst wissen, dass die Funktion
in U\ {xo} definiert ist, wobei U eine Umgebung von zy ist. In diesem Fall wis-
sen wir apriori nicht, ob es eine Umgebung U von x, gibt, sodass die Funktion
(f o g)(x) = (f © g)(x0)

9(x) — g(o)
es sein, dass g ein Haufungspunkt der Menge {z € I | g(z) — g(x¢) = 0} ist (also,
dass xg kein isolierter Punkt der Menge der Nullstelle der Funktion g(x) — g(zo) ist;
siehe die Hypothesen von Satz m)

Dann wird der folgende Trick verwendet: Wir definieren die Funktion

{f(y) — f(g(0))

wohldefiniert in U \ {zo} ist. Mit anderen Worten, konnte

fir y # g(x
y — g(x0) (@)
f'(g(xo)) fiir y = g(zo) -
Wir bemerken, dass F' wohldefiniert in J ist und dass

lim F(y) = f(y) = fg(z0))

y—9g(z0) y—g(z0) Yy — 9(-’”0)

F(y) =

= f'(g(xo)) = F(g(x0)) (8.1.5)
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weil f differenzierbar in g(z) ist (warum gilt die erste Gleichheit?). Dehalb ist F

stetig in y = g(wg). Aus (8.1.5)), aus der Stetigkeit von ¢ in zy (Satz|8.1.2)) und aus
Satz folgt es, dass

lim F(g(z)) = F(g(x0)) = f'(g(x0)) - (8.1.6)

T—x0

Dazu gilt fiir alle x € I, dass

flg(x)) = f(g(x0)) = F(g(x))(g(x) — g(x0)) - (8.1.7)

In der Tat, falls g(z) = g(x¢), sind beide Seiten Null. Falls nicht, dann ist F(g(z))
f(g(x)) — f(g(xo))

g(x) — g(xo)
Endlich, mit der Hilfe von Satz konnen wir schliefen, dass

—~

genau

i JW@) — flg(z0) €I | F(g(x))g(l') —9(z0) _ . F(g(x)) Tim g(x) = 9(xo)

T—x0 xr — xo T—rx0 xr — xo T—T0 T—x0 xr — xo

F(g(z0))d/(

'Z'O) )
wobei in der letzen Gleichheit die Differenzierbarkeit von g in zy benutzt wird. [J

Mit den Sétzen und und mit den Ableitungen, die wir schon in
Beispiel berechnet haben, konnen wir die Ableitungen vieler Funktionen berech-
nen:

Beispiel 8.1.3 « Tangens- und Kotangensfunktion: Es sei tan: R\ D — R
die Tangensfunktion, wobei D = {z € R | v = § + k7w, k € Z}. Aus der
Trigonometrie wissen wir, dass tanz = 22 Deshalb haben wir, dass

cosx”

2 (L - 2 2
A (cosx)? — (—sinz)(sinx) _ (cosx)? + (sinz) 1 | (tanz)?
dx (cosx)? (cosz)?

Also haben wir bewiesen, dass

Es sei tan: R\ D — R die Tangensfunktion. Dann

d 1
! g = — S = 2
(tan): R\ D — R, (tan)(x) = T tan (cos2)? 1+ (tanz)”.

Ahnlich kann es bewiesen werden, dass
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Es sei cot: R\ D' — R die Kotangensfunktion, wobei
D'={zxeR|z=knr, k€Z}. Dann

1
(cot): R\D" - R - R, (cot)'(z)= a cotr = —

2
dx (sin z)? = —1-(eot )"

« Potenzfunktionen (mit reellem Exponenten):

Es sei h: Roy — R die Funktion A(x) = z%, fir ein @ € R. Wir haben schon
bewiesen (siehe Beispiel4.), dass, falls a € N, ist //(z) = az*!. Wir
beweisen, dass diese Tatsache auf reelle Exponenten verallgemeinert wird. In
der Tat kénnen wir = als e'°8®) schreiben (weil der Logarithmus die inverse
Funktion des Exponential ist) und e°¢(*") = e¢*l°s= (Ubung 2.). Dann
definieren wir g: Ry — R, g(z) = alog(z) und f: R — R, f(y) = e¥. Es
ist leicht zu bemerken, dass f o g = h. Mit der Hilfe der Ableitungen der
Logarithmusfunktion und Exponentialfunktion, die wir schon in Beispiel
berechnet haben, und mit Satz kénnen wir dann schlielen, dass

CZ%‘“ =(fog)(z)=f(yg(x))g(z) = ealogx% _ 40

=zt

210

Also haben wir bewiesen, dass

Es sei h: R.y — R die Potenzfunktion h(z) = z* fir ein o € R, dann

d (e} a—1

h':Rso— R, h'(z)= it =ar

&

Ein weiterer wichtiger Satz ist der, mit dem wir die Ableitung der Umkehrfunk-
tion berechnen konnen:

Satz 8.1.5

(Ableitung der Umkehrfunktion)

Es sei I ein offenes Intervall und f: I — J eine bijektive, stetige Funktion.
Nehmen wir an, dass f in xq differenzierbar ist mit Ableitung f'(x¢) # 0. Dann
ist f71: J — I inyo := f(zo) differenzierbar mit Ableitung

1

(f7) (%) = )

(8.1.8)

Beweis: Fiir y — 1o mit y # yo miissen wir beweisen, dass der Grenzwert

i W) = 7 (o)

y=vo Y—"%
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existiert und wie in (8.1.8) gegeben ist. Es sei # = f~'(y). Wir bemerken, dass
wenn y # 3o dann auch x # x, ist (Injektivitdt von f=1). Also haben wir, dass fiir

alle y # yo
ST =) v 1
vw @) T J@ ) (519
Tr — Xo
Es sei G(z) = M, definiert fiir alle  # xy. Dann, nach 7 ist
JAY) T JAR0)
T — Xo

G(f~Yy)) genau w Da f differenzierbar in xq ist und f’(x) # 0, erhal-
ten wir, dass

Dazu impliziert Satz[7.1.4] dass f~! stetig ist und deshalb, falls y — yq, strebt auch
v =f"'(y) = f~ (%) = wo. Mit Satz konnen wir schliefien, dass

1 s
~ lim G(2) = lim G(f(y)) = lim LW =S (W0)

f(xg) =m0 Y=o Y=o Y — Yo

]

Deshalb ist f~! in y, differenzierbar mit Ableitung f,(lmo) = f,(f}l(yo)).

Beispiel 8.1.4

In diesen Beispielen diskutieren wir die trigonometrischen Funktionen, die, ob-
wohl sie nicht invertierbar sind (weil sie periodisch sind), bei entsprechender Ein-
schrankung invertierbar sind, und berechnen die Ableitung der Inversen.

(i) Der Arkussinus: Die Sinusfunktion sin: R — R ist nicht invertiertbar. Aber

wir wollen zeigen, dass die Einschrankung sin: (-7, %) — (—1, 1) invertierbar
ist. Wir zeigen, dass sie in der Tat streng monoton wachsend in (-7, %) ist,

d.h. fiir jede —§ < x <y < § ist sin(x) < sin(y), die die Injektivitat impliziert.
Die Surjektivitat ist eine einfache Ubung fiir Sie.

Wir bemerken zunéchst, dass
sin(y) — sin(z) = 2 cos (%ﬂﬁ sin (y 3 x) .

Aus —5 < <y < § erhalten wir, dass —% < ’%’y < 7 und deshalb ist, fir

solche Werte von = und y, cos (Lgy) > 0. Wir erhalten auch, dass

0 < y—2 < 7 und wir haben in diesem Fall, dass sin (%) > (. Dann konnen

wir schlieflen, dass fiir jede — < x <y < ¥ ist sin(y) — sin(z) > 0.

Die Umkehrfunktion der Sinusfunktion, sin: (-7, %) — (—1, 1) heifit
Arkussinus und wird mit arcsin bezeichnet. Also ist arcsin: (—1,1) —

(=5:3)-
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Wir haben schon bewiesen, dass die Sinusfunktion stetig ist (sieche Beispiel

(iii)) und deshalb, dank des Satzes ist auch arcsin: (—1,1) —
(—2,%) stetig. Da -Lsin(z) = cos(z) > 0 fir alle € (—%, %), konnen wir
schon aus Satz schlussfolgern, dass der Arksinus differenzierbar ist. Dazu,
wenn wir mit f die Sinusfunktion bezeichnen, ist die Ableitung von arcsin =

f~1 genau
1 1 1 1

VW= 50 T cosfaresin)) ~ i st (aresinty) VTP

Wir kénnen diese Ergebnisse so zusammenfassen:

Der Arkussinus arcsin: (—1,1) — (=7, 7) ist in jedem Punkt y € (—1,1)

differenzierbar, mit Ableitung gegeben durch

d in(y) 1
— arcsin(y) = )
dy y 1—9?

(ii) Der Arkuskosinus: Es ist fiir Sie eine Ubung zu beweisen, dass

1. cos: (0,7) — R streng monoton fallend ist und deshalb injektiv;
Hinweis: Benutzen Sie die Formel aus der Trigonometrie:

cos(y) — cos(x) = —2sin (%ﬂ) sin (y ; JJ)

2. cos: (0,7) — (—1,1) bijektiv ist;

3. Die Umkehrabbildung arccos: (—1,1) — (0, ), die Arkuskosinus genannt
wird, ist in jedem Punkt y € (—1, 1) differenzierbar und gilt

4. Aus diesen Formeln erhalten wir, dass

d d
dy arccos(y) + & arcsin(y) =0 fur alle y € (—1,1).

Finden Sie einen geometrischen Grund fiir die obige Gleichheit.
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Mit dieser Ubung haben Sie bewiesen, dass

Der Arkuskosinus arccos: (—1,1) — (0,7) ist in jedem Punkt y € (—1,1)
differenzierbar, mit Ableitung gegeben durch

d arccos(y) !
— ar =
dy Y 1—92

(ii) Der Arkustangens: Es sei tan: R\ D — R die Tangensfunktion, wobei
D={zeR|x=7F+kr, kcZ} Dasieperiodisch ist, ist sie nicht injektiv.
Aber die Einschrankung tan: ( -5 g) — R ist bijektiv und streng monoton
wachsend. Der Beweis dieser zwei Tatsachen ist fiir Sie eine Ubung.

Hinweis: Fiir die strenge Monotonie, benutzen Sie die Formel aus der Trigonome-
trie:
tan(y) — tan(z) = tan(y — m)(l + tan x tan y) .

Dann ist tan: (—g, g) — R invertierbar, und die Umkehrfunktion arctan: R —

(—g, g) heifit Arkustangens. Aus Satz|7.1.4[kénnen wir schon schlielen, dass
der Arkustangens stetig ist. Aber Satz[8TTo[impliziert sofort, dass der Arkus-
tangens in jedem Punkt differenzierbar ist. In der Tat ist die Tangensfunktion
differenzierbar mit Ableitung - tan(z) = 1+ (tan z)?, die immer strikt positiv
ist. Dann ist die Formel der Ableitung von Arkustangens gegeben durch

1 1
1+ (tan(arctan(y)))2  149y2°

— arctan(y)

dy

Deshalb haben wir bewiesen, dass

Der Arkustangens arctan: R — ( — g) ist in jedem Punkt y € R

differenzierbar, mit Ableitung gegeben durch

tan(y) = —
— arctan = .
dy V=1

(iv) Der Arkuskotangens: Es ist fiir Sie eine Ubung zu beweisen, dass

1. Die Kotangensfunktion cot: (0,7) — R bijektiv ist (fiir die Injektivitét,
beweisen Sie, dass der Kotangens streng monoton fallend ist);

2. Die Umkehrabbildung arccot: R — (0, 7), die Arkuskotangens genannt
wird, ist in jedem Punkt y € R differenzierbar und gilt

d (y) 1
— arccot(y) = —— .
dy Y 1+
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3. Aus diesen Formeln erhalten wir, dass

d d
& arctan(y) + & arccot(y) =0 fir alle y € R.

Finden Sie einen geometrischen Grund fiir die obige Gleichheit.

Mit dieser Ubung haben Sie bewiesen, dass

Der Arkuskotangens arccot: R — (0, ) ist in jedem Punkt y € R differen-
zierbar, mit Ableitung gegeben durch

) !
— aIrccoSs = o=,
dy Y 1+ 42

Wir schlieBen dieses Kapitel mit einer natiirlicher Definition:

Definition 8.1.3

Es sei I ein offenes Intervall und f: I — R eine Funktion, die differenzierbar
in I ist. Nehmen wir an, dass f’: I — R wieder differenzierbar in I ist. Dann
heifit [ zweimal differenzierbar und die Funktion

ff =R f(x) = (f) ()

wird zweite Ableitung genannt.

Mit einer induktiven Argumentation kénnen alle hoheren Ableitungen definiert wer-
den, nidmlich: Gegeben n € N, definieren wir f(*) := f. Dann nehmen wir an, dass
f=1: T — R definiert wird und dass sie differenzierbar in I ist. Dann definiert
man

FO = (fm0y

die n-te Ableitung genannt wird.

Gegeben I offenes Intervall und eine Funktion f: I — R, sodass f*): I — R
existiert fiir alle 0 < k£ < n, sagen wir, dass f n-Mal differenzierbar in [ ist.
Falls alle hoheren Ableitungen existieren, dann sagen wir, dass f unendlich oft
differenzierbar ist.

Beispiel 8.1.5
Die Exponentialfunktion f: R — R, f(x) = e” ist unendlich oft differenzierbar, mit
hoheren Ableitungen gegeben durch f(™(x) = e”. &
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Ubung 8.1.1 1. Es sei f: R — R die Potenzfunktion f(z) = 2™ mit n € N.
Beweisen Sie (mit Induktion), dass sie unendlich oft differenzierbar ist mit
héheren Ableitungen gegeben durch

£ () = nn—1)--(n—k+1)a"* fl:lr alle 0 <k <n
0 fir alle k > n.
2. Beweisen Sie, dass die Sinus- und Kosinusfunktion unendlich oft differenzierbar
sind, und finden Sie eine Formel fir ihre hoheren Ableitungen.

3. Es seien f: I — R und g: I — R zwei Funktionen, die unendlich oft dif-
ferenzierbar sind. Beweisen Sie die folgende Formel (die Leibnizsche Regel
genannt wird):

(f-9)™ = Xn: (n> foRgk) (8.1.10)
k=0 k
[ )

Gegeben ein offenes Intervall I, wird die Menge aller Funktionen f: I — R,
die n-Mal differenzierbar sind und sodass die n-te Ableitung stetig ist, mit C"(I,R)
bezeichnet, fir alle n € N. Die Menge der Funktionen, die unendlich oft differen-
zierbar sind, wird mit C*(I,R) bezeichnet. Wir bemerken, dass falls f*) existiert,
impliziert Satz dass f*~1) stetig ist, fiir alle & > 1. Dazu bemerken wir, dass
alle Ableitungen einer Funktion in C*°(1,R) stetig sind. Deshalb sind die Mengen
C™(I,R) in Zusammenhang gebracht:

C°(I,R) 2 C'(I,R) 2 C*(I,R) 2 --- 2 C*(I,R).

8.2 Funktionseigenschaften und Ableitungen

In diesem sehr wichtigen Abschnitt wollen wir einige Funktionseigenschaften,
wie zum Beispiel die Monotonie, die Existenz der (lokalen) Maxima und Minima
mit der Ableitung in Verbindung bringen.

8.2.1 Erste Ableitung, Extrema und Monotonie

In Definition|5.5.1{haben wir schon globale Maxima und Minima einer Funktion
definiert. Wir wiederholen ihre Definition in diesem Zusammenhang und definieren
lokale Maxima und Minima.

Definition 8.2.1
Es sei I C R eine nichtleere Teilmenge von R, f: I — R eine Funktion und
xo € I.
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o Iy ist ein globales Maximum von f in I, falls f(zo) > f(x) fir alle
x €I

o Iy ist ein globales Minimum von f in I, falls f(zo) < f(z) fir alle
x €I

o 1 ist ein lokales Maximum von f, falls eine Umgebung Us(zy) existiert,
sodass f(zg) > f(z) fur alle z € Us(zo) N I;

o 1 ist ein lokales Minimum von f, falls eine Umgebung Us(z() existiert,
sodass f(zo) < f(z) fur alle z € Us(zo) N I;

Lokale bzw. globale Maxima oder Minima werden lokale bzw. globale Ex-
trema genannt.

Wir wollen nun die Ableitung von f (wenn sie existiert) benutzen, um Infor-
mationen iiber die Extrema von f zu erhalten. Eine erste wichtige Bemerkung ist,
dass die Ableitung als Grenzwert fiir + — z( definiert wurde. Dehalb kann uns
die Ableitung nur Informationen geben fir Punkte, die Haufungspunkte fir I sind.
Falls zy ein innerer Punkt von [ ist, dann ist er sicher ein Haufungspunkt und die
Ableitung kann definiert werden. Im néchsten Satz werden wir dann das Verhalten
der Ableitung analysieren, fiir Extrema, die innere Punkte sind.

Satz 8.2.1
(Satz von Fermat) Es sei f: [ — R eine Funktion und nehmen wir an, dass
xo emn Extremum ist. Wenn

(i) xqo ein innerer Punkt von I ist und

(ii) f'(xo) existiert,

dann muss f'(xg) = 0 sein.

Die intuitive geometrische Idee ist die Folgende: Falls xy ein inneres Extremum ist
und falls die Tangente von f in x( existiert, dann muss die Tangente horizontal sein,

sieche Abbildung

Bevor wir den Satz beweisen, machen wir ein paar Bemerkungen.

Bemerkung 8.2.1 < Angenommen, dass f differenzierbar in xq ist und dass xg
ein innerer Punkt ist, ist die Bedingung, dass f’(x¢) = 0, nur eine notwendige
Bedingung. Zum Beispiel, gegeben f: R — R, f(z) = 23, kann es einfach
gesehen werden, dass f differenzierbar in R ist, und dass alle Punkte in R
innere Punkte sind. Dann suchen wir eine Losung von f'(z) = 0 und, da
f'(z) = 322, finden wir f'(z) =0 <= x = 0. Aber 0 ist kein Extremum
von f, weil f(z) > 0 fir 2 > 0 und f(x) < 0 fir x < 0. Diese Funktion hat
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A%

Figure 8.2.1

in der Tat keine Extrema, da sie in R definiert wird, und sie streng monoton
wachsend ist.

Also: falls wir alle Punkte mit Ableitung 0 finden, miissen wir noch irgendwie
verstehen, ob sie Extrema sind oder nicht.

o Der Satz kann nicht benutzt werden fiir Punkte, die keine inneren Punkte
sind, oder fur Punkte, wo die Funktion nicht differenzierbar ist. Diese zwei
Félle miissen ohne Hilfe der Ableitung betrachtet werden.

¢

Fir den Beweis brauchen wir die Formalisierung einiger Konzepte, die wir
schon irgendwie gesehen haben:

Es sei h: I — R eine Funktion und z( ein Haufungspunkt von I. Der links-
seitige Grenzwert (bzw. rechtsseitige Grenzwert) von h fir x+ — x¢ wird mit
lim,_, - h(z) (bzw. lim, St h(z)) bezeichnet und so definiert:

Wir schreiben, dass lim,,_, - h(z) =1 € R (bzw. lim_, + h(z) =1 € R) falls

Ve>0, 30 >0: Vae (xg—0b,x0)NI ist |f(z)—1] <e
(bzw. falls
Ve>0, 30 >0: Ve (rg,ao+0)NI ist |f(z)—1 <€)
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Ahnliche Konzepte kénnen fiir den Fall [ = +o0 oder | = —oo eingefiihrt werden
(Sie konnen versuchen die rigorosen Definitionen zu geben.) Das folgende Lemma
ist leicht zu beweisen, und der Beweis ist fiir Sie eine Ubung;:

Lemma 8.2.2

Es sei h: I — R eine Funktion und xoq ein Hdaufungspunkt von I C R. Dann
existiert lim,_,,, h(z) genau dann, wenn lim, h(z) und lim,, .+ h(z) existieren
und sie gleich sind. In diesem Fall gilt

lim A(zx) = lim h(z) = lim A(x).

T—=Zo T—=Ty x%xé’

Mit Lemma und Satz oder direkt aus den Definitionen der (links-
seitigen /rechtsseitigen) Grenzwerte, ist der Beweis des folgenden Satzes unkom-
pliziert:

Satz 8.2.3
Es sei h,g: I — R zwei Funktionen und xq ein Haufungspunkt von I.

e Nehmen wir an, dass die Grenzwerte lim,_,,, h(z) und lim,_,,, g(x) ex-
istieren. Falls ein 0 > 0 existiert, so dass

h(z) < g(z) fir alle x € (xg—0,20+0), dann ist li_>m h(z) < lim g(x).
T—rT(

T—x0

(x) (bzw.

e Nehmen wir an, dass die Grenzwerte hmm%x& h(x) und limx%xa g
lim,_, h(z) und lim,, .+ g(x)) existieren.
Falls ein § > 0 existiert, so dass

h(z) < g(z) fir alle x € (xg — d,20) dann ist lim h(z) < lim g(x)

(bzw. falls ein § > 0 existiert, sodass

h(z) < g(z) fir alle x € (xg,x0+0) dann ist lim+ h(z) < lim+ g(x).)
x—)zo $—>.T0

Beweis (des Satzes .' Es sei g ein Extremum, das innerer Punkt von I ist,
und wobei die Ableitung existiert. Wir nehmen an, dass z ein lokales oder glob-
ales Maximum ist (der Fall, in dem z, ein lokales oder globales Minimum ist, ist
ganz dhnlich). Wir bemerken zuerst, dass jedes globale Extremum auch ein lokales
Extremum ist, und dass die Behauptung “ f’(z) = 0” eine “lokale Behauptung” ist,
namlich: Um zu verstehen, ob die Ableitung von f in z gleich Null ist, geniigt es,
die Funktion f nur in einer Umgebung von z( zu berticksichtigen. Dann nehmen
wir eine Umgebung U von =z, die erfiillt:
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o f(x) < f(xo) firallexz € U C 1.

Es sei
f(@) = f(wo)

i
pr— tirz e U\ {zo},

9(z) =

wobei U = (zg — 0,9 + 0), fiir ein § > 0. Dann haben wir, dass f(z) — f(z9) <0
in U = (g — d,x0 + 0), aber nattirlich x — xy < 0 fir < z¢ und = — 29 > 0 fiir
T > xg. Deshalb ist

g(x) >0 firx e (xg—0,29) und g(x) <0 fir x € (xg, 20+ 0). (8.2.1)

Aus Satz 8.2.3|und (8.2.1) erhalten wir, dass

lim Jlw) = flao) = lim g(z) >0 und lim Jlw) = Flwo) = lim g(z) <0.
T—zy T — X z—zy z—x T — X z—xd
(8.2.2)
Da wir angenommen haben, dass f in z( differenzierbar ist, muss der Grenzwert
lim,_,,, %ﬁxo) existieren und aus Lemma|8.2.2 muss deshalb gelten, dass
_ _ 822
T—T0 xTr — J}Q z—);ra xr — 1‘0
und —
T—T0 xr — l’o ;E—)zg' Xr — 1‘0
und deshalb erhalten wir, dass f'(x¢) = lim Jl@) = Jo) = 0. O

T—rxQ xr — ;L‘O

Bemerkung 8.2.2

Was ist die geometrische Bedeutung von ? Sie bedeutet, dass falls xq ein
lokales Maximum ist, dann ist die Steigung der Geraden durch P = (z, f(z)) und
Py = (o, f(xg)) groBer oder gleich Null, falls x < z und kleiner oder gleich Null,
falls x > x¢, wobei x in U liegt. Deshalb muss die Steigung der “Grenz-geraden”,
die Tangente in Fy, Null sein. Siehe Abbildung [8.2.2 &

Definition 8.2.2

Es sei f: I — R eine Funktion und xy € [ ein innerer Punkt von I. Nehmen
wir an, dass f differenzierbar in z; ist, und dass f’'(zo) = 0. Dann wird x, ein
kritischer oder stationidrer Punkt von f genannt.

Der Satz von Fermat (Satz[8.2.1) kann so umformuliert werden:

Jedes Extremum, das innerer Punkt ist und in dem f differenzierbar ist, ist ein
kritischer Punkt.
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Figure 8.2.2

Wie schon bemerkt, ist nicht jeder kritische Punkt ein Extremum.

Die Suche nach kritischen Punkten einer Funktion (was einer der grundlegen-
den Schritte fiir die Suche nach ihren Extremen ist) kann kompliziert sein, da die
Gleichung f'(x) = 0 gelost werden muss. Wenn zum Beispiel f(z) ein Polynom in
x von sehr hohem Grad ist, ist f’'(z) auch ein Polynom in x von hohem Grad, und
daher kénnen wir nicht hoffen, eine explizite Losung von f'(x) = 0 zu erhalten.

Der néchste wichtige Satz gibt uns Bedingungen, die, wenn sie durch die Funk-
tion f erfiillt sind, die Existenz eines kritischen Punktes sicherstellen.

Satz 8.2.4
(Satz von Rolle)
Es sei f: [a,b] = R eine Funktion, die die folgenden Bedingungen erfillt:

(i) f:[a,b] — R ist stetig;
(i) f ist differenzierbar in (a,b);
(i) f(a) = f(b).

Dann gibt es ein ¢ € (a,b), sodass f'(c) = 0.

Wenn eine der oben genannten Bedingungen nicht erfiillt ist, ist die Behaup-
tung moglicherweise nicht wahr, siehe die folgenden Abbildungen:
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/) /)
Py A > \
T v T b ) ]
o b Y b o b

Beweis: Da [a, b] kompakt ist, impliziert Korollar dass f ein (globales)
Maximum M = f(x);) und ein (globales) Minimum m = f(x,,) hat. Dann haben
wir zwei Félle:

1. Falls m = M, dann muss f konstant sein, und deshalb ist f'(z) = 0 fir alle
x € (a,b).

2. Falls m < M, dann muss entweder z,, oder x,; ein innerer Punkt sein und in
diesem Fall folgt die Behauptung aus dem Satz von Fermat (Satz|8.2.1)).

]

Dieser wichtige Satz hat grundlegende Konsequenzen, und zwar

Satz 8.2.5
(Satz von Cauchy - Der Mittelwertsatz I) Es seien f, g: [a,b] — R zwei
Funktionen, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

(i) f und g sind stetig in [a,b];
(ii) f und g sind differenzierbar in (a,b).
Dann, eristiert ein ¢ € (a,b), sodass
[£(b) = f(a)lg'(c) = [9(b) — g(a)]f'(c). (8.2.5)

Beweis: Essei h: [a,b] — R die Funktion h(x) := [f(b)—f(a)]g(z)—[g9(b)—g(a)] f(x).
Dann ist h in [a, b] stetig (Satz und in (a, b) differenzierbar (Satz|8.1.3)). Dazu
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liegt eine einfache Berechnung zu schlieBen, dass h(a) = h(b). Der Satz von Rolle
(Satz [8.2.4) erlaubt uns zu schlieBen, dass ein ¢ € (a,b) existiert, in dem h'(c) = 0.

Aber h'(c) ist genau [f(b) — f(a)]g'(c) = [9(b) — g(a)lf"(c). -

Bemerkung 8.2.3
Nehmen wir an, dass ¢'(x) # 0 fir alle € (a,b). Dann muss g(a) # g(b) sein: dies
ist eine Folgerung aus dem Satz von Rolle. In diesem Fall konnen wir Satz SO

umschreiben:

Es seien f, g: [a,b] — R zwei Funktionen, die die folgenden Bedingungen er-
fiillen:

(i) f und g sind stetig in [a, b];

(ii) f und g sind differenzierbar in (a,b);
(iii) ¢'(z) # 0 fiir alle z € (a, b).
Dann existiert ein ¢ € (a, b), sodass

f0) = fla) _ f'(e) (8.2.6)

Nun eine Folgerung des Mittelwertsatzes I:

Satz 8.2.6
(Satz von Lagrange - Mittelwertsatz II)
FEs sei f: [a,b] = R eine Funktion, die die folgenden Bedingungen erfillt:

(i) f:[a,b] — R ist stetig;
(ii) f ist differenzierbar in (a,b).
Dann gibt es ein ¢ € (a,b), sodass

O

Beweis: Es geniigt die Funktion g(z) = z in (8.2.6) zu nehmen, die offensichtlich
die erforderlichen Bedingungen erfiillt. O

Aus der folgenden Abbildung geht hervor, dass der Satz von Lagrange kein anderer
ist als der Satz von Rolle, bei dem eine Drehung eines Winkels o auf den Graphen
von f angewendet wurde, so dass tana = W, siehe diese Abbildung:
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‘g(&) 4 ’g “’5 T ’?(0“3
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Nun werden wir einige Konsequenzen dieser wichtigen Sétze ansehen.
Wir beginnen mit dem folgenden Korollar:

Korollar 8.2.7
Es sei f: (a,b) = R eine Funktion, die differenzierbar in (a,b) ist.

x) > 0 fiir alle x € (a,b) <= f monoton wachsend;

x) <0 fir alle x € (a,b) <= f monoton fallend;

x) <0 fir alle x € (a,b) = f streng monoton fallend;

(
1. f'(=) (a,b)
f'(z) < (a,b)
3. f'(x) > 0 fir alle x € (a,b) = f streng monoton wachsend;
f'(x) (a,b)
5. f'(x) = (a,b)

<= f konstant in (a,b) ist.

x) =0 fiir alle x € (a,b
Beweis: 1. Nehmen wir an, dass f monoton wachsend ist. Dann ist die Funktion
g: (a,b) \ {zo} — R,
x)— f(z
r — X

immer grofler oder gleich Null. Deshalb muss

lim g(z) = lim M

T—T0 T—rxQ xr — :1;0

= f'(wo)
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grofer oder gleich Null sein (Satz|(8.2.3).

Nun nehmen wir an, dass f'(x) > 0 fiur alle z € (a,b). Es sei z,y € (a,b)
mit x < y; wir missen beweisen, dass f(z) < f(y). Die Einschrankung der
Funktion f auf [z,y] erfillt die Hypothesen des Satzes von Lagrange (Satz
, und deshalb kénnen wir ein ¢ € (z,y) finden, sodass

fy) = fz)

flo =10

Da, nach Voraussetzung, f’(¢) > 0 ist, und da y — x > 0, erhalten wir, dass
fly) > f(x). Wir bemerken, dass  und y beliebig sind, und deshalb ist f
monoton wachsend in (a,b).

2. Der Beweis von 2. ist sehr dhnlich, und bleibt dem Leser iiberlassen.

3. Der Beweis dieses Punktes ist eine Adaptierung der d&hnlichen Implikation in
1. (im obigen Beweis impliziert f'(c) > 0, dass f(y) — f(x) > 0).

4. Der Beweis bleibt dem Leser tiberlassen.

5. Eine Richtung ist klar: falls f konstant ist, dann ist f'(z) = 0 fiir alle x € (a, b).
In der anderen Richtung miissen wir nochmal den Satz von Lagrange (Satz
benutzen: Es seien z,y beliebige Punkte in (a,b). Dann erfillt die
Einschrankung von f auf [z,y] die Hypothesen des Satzes von Lagrange im
Intervall [z,y]. In der Tat, da f differenzierbar in (a, b) ist, ist sie auch stetig
in (a,b), und deshalb stetig in [x,y], und natiirlich differenzierbar in (x,y).
Also gibt es ein ¢ € (z,y), sodass

fly) = f=)

flep = "0

Da, nach Voraussetzung, f’(c) = 0 ist fir alle ¢ € (a,b), schliefen wir, dass
f(z) = f(y). Da x und y beliebig sind, haben wir die Behauptung bewiesen.
[]

Bemerkung 8.2.4

Wir haben in 3. gesagt, dass f’'(z) > 0 fur alle = impliziert, dass f streng monoton
wachsend ist. Ist die umgekehrte Richtung war? Also, falls f streng monoton
wachsend ist, ist f/(x) > 0 fiir alle 7 Nein!! Ein Gegenbeispiel ist durch f: R — R,
f(x) = 23, gegeben: diese Funktion ist streng monoton wachsend, aber f’(0) = 0.
Was ist also falsch an einer moglichen Anpassung des Beweises von 1.7 Warum
kann dieser Beweis nicht adaptiert werden? Was nicht wahr ist, ist, dass wenn g(x)
positiv in (a, b)\ {zo} ist, dann ist auch der Grenzwert lim,_,,, g(x) = f'(zo) positiv:
der Grenzwert einer positiven Funktion ist grofier oder gleich Null! &
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Hier ist ein Kriterium zur Bestimmung lokaler Extrema:

Proposition 8.2.8

Es sei f: (a,b) — R differenzierbar und zo € (a,b) mit f'(xg) = 0. Wenn eine
Umgebung U = (xg — 0,9 + §) von xg existiert, so dass f'(x) >0 (bzw. f'(z) <0)
fir alle x € (xg — 0, 20) und f'(x) <0 (bzw. f'(x) > 0) fir alle x € (xg,x¢ + ),
dann ist xy ein lokales Mazimum (bzw. ein lokales Minimum).

Mit anderen Worten: Wenn xy ein Punkt ist, an dem die Ableitung das Vor-
zeichen dndert, dann ist es ein lokales Extremum.

Beweis: Der Beweis ist fiir Sie eine Ubung. O

Ubung 8.2.1

Verallgemeinern Sie die vorherige Proposition:

Es sei f: (a,b) — R eine stetige Funktion, zy € (a,b) und nehmen Sie an, dass
f:(a,b)\ {zo} — R differenzierbar ist. Wenn eine Umgebung U = (zq — 0,z + 9)
von x, existiert, so dass f'(x) > 0 (bzw. f'(z) < 0) fir alle z € (2o — 6, 29) und
f'(z) <0 (bzw. f'(z) > 0) fur alle x € (zg, 29+ 0), dann ist z ein lokales Maximum
(bzw. ein lokales Minimum). [ )

Falle, in denen die Hypothesen in der Ubung auftauchen und nicht die der
Proposition|8.2.8] sind in diesen beiden Abbildungen dargestellt:

>
6
N
OX e — 1L | ™
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8.3 Taylorapproximation und Taylorpolynome

Das Problem, mit dem wir uns hier befassen werden, besteht darin, eine Funk-
tion (ausreichend oft differenzierbar) mit einem Polynom lokal zu approximieren.
Dies bedeutet: Wenn eine Funktion f: I — R gegeben ist, die in zg € I eine
bestimmte Anzahl von Malen differenziert werden kann, suchen wir nach einem
Polynom P(z), so dass in einer Umgebung von z( die Differenz zwischen f und P
ausreichend klein ist. Wir wollen natiirlich diese Konzept formalisieren, und begin-
nen wir dazu mit einer neuen Notation und einem Beispiel.

In diesem Abschnitt wird die folgende Notation sehr niitlzlich sein.

Definition 8.3.1
Es seien f und g zwei Funktionen, f,¢: I — R, mit xqg Haufungspunkt fiir 1.
Es sei g(z) #0in I\ {zo}. Dann sagen wir, dass

f(z)

f(z) =o(g(z)) fur x — xy, wenn lim —= =0.

Ahnlich, falls existiert N > 0, sodass g(x) # 0 fiir alle z > N (bzw. g(x) # 0
fir alle z < N), dann

f(z) =o(g(z)) fur z — +oo, wenn lim —= =0.

Das Symbol “0” ist ein sogenanntes Landau-Symbol, und lautet “klein o”.

Wenn f(x) — 0 und g(z) — 0 fir z — x¢ (bzw. z — +00), bedeutet
f(z) = o(g(x)), dass “f schneller als g gegen Null geht” und daher in Bezug auf ¢
“vernachlassighar” ist.

Wenn f(x) — +oo und g(z) — +oo fir  — zy (bzw. © — +00), bedeutet
f(z) =o(g(x)), dass “g schneller als f gegen +o00” geht. Zum Beispiel,

f(z) =o0(1) fir x — zo bedeutet, dass lim f(x)=0
T—x0
und deshalb, dass f infinitesimal fiir x — x4 ist. Es ist auch einfach zu sehen, dass
(z — 20)* = o((x - ZL’O)h) fir x — x, fur alle k > h,

und dass

1 1
- —0o|— fir x — x, fir alle £ > h.
|z — x| |z — xo|*

Ubung 8.3.1
Beweisen Sie, dass falls f(x) = o((:z: - zo)k) fir x — xp, fiir ein k > 1, dann ist
f(z) = o((:z: — xo)h) fir x — wx, fir alle 0 < h < k. [ )
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Dank des Satzes|8.1.1} wenn [ differenzierbar in zy ist, konnen wir sagen, dass

f(:c) - f(fEO) - f/(ffo)(fﬂ - xo) = O(IE - mo), fiur x — xo.

Wir konnen diese Gleichheit so umformulieren: Es sei 7)(x) das Polynom ersten
Grades

Ty(z) = f(xo) + f'(20)(x — w0) .

Dann ist
f(x) = Ti(z) = o(x —xp), firz— xo.

f(x) = Ti(x)

r — Xo

Also ist es nicht nur wahr, dass f(z)—Ti(x) — 0 fiir x — x, aber —0

fiur  — x, die eine “bessere Bedingung ist”, d.h.

f(z) = Ti(x)

—0 firex -2y = f(z)—Ti(z) >0 firz — 9.
T — X

(Siehe Bemerkung und Ubung |8.3.1). Auf diese Weise kénnen wir die obigen

Konzepte umformulieren:

Lemma 8.3.1

Es sei I ein offenes Intervall und f: I — R eine Funktion, die in xq € I differen-
zierbar ist. Dann gibt es genau ein Polynom ersten Grades Ty (x) = ag+ a1(x — x9),
sodass

f(z) = Ti(x) = o(x — xo) fir x — xg (8.3.1)
und zwar (8.3.1) gilt genau dann, wenn ag = f(xo) und a1 = f'(zo).

Beweis: Der Beweis dieses Lemmas sollte eine Ubung fiir Sie sein, aber der Voll-
stédndigkeit halber schreiben wir seinen Beweis. (Offensichtlich wird Sie niemand
aufhalten, wenn Sie versuchen wollen, das Lemma zu beweisen, bevor Sie diesen
Beweis lesen!)

Beweisen wir zunichst, dass ag muss f(zo) sein. Dank der Ubung (die
Sie an dieser Stelle losen missen) haben wir, dass f(xz) — Ti(z) = o(1) fiir z — xo
also, dass f(x) — T1(x) — 0 fir © — x¢. Da f differenzierbar in z; ist, ist sie stetig

in x (Satz|8.1.2) und deshalb

0= lim (f(z) — Ti(x)) = f(x0) — ao

T—rx0

woraus ableiten wir, dass ay muss f(zg) sein. Die Existenz, Eindeutigkeit und
Definition von a; sind genau der Inhalt von Satz
O

Noch eine Umformulierung des Lemmasm
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Unter allen Polynomen ersten Grades, ist Ty(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x¢) das beste
Polynom, das f(x) in einer Umgebung von xy approximiert.

Die Einfilhrung von Taylor-Polynomen wird durch die folgende Frage mo-
tiviert: Koénnen wir es besser machen? Das heifit, konnen wir ein Polynom Tj(x)
finden, sodass

flz) = Tp(z) = o((x - xo)k) fir x — o, (8.3.2)

wobei ist nun &k > 17

Wir gehen dann heuristisch vor und wollen zuerst die folgende Intuition for-
malisieren: Da wir versuchen, f mit einem Polynom zu approximieren, sollte das
approximierende Polynom die Funktion selbst sein, wenn f selbst ein Polynom ist!
Also, es sei g € R und f ein Polynom n-ten Grades, das immer in dieser Gestalt
geschrieben werden kann (warum?):

f(z) = ag+ a1(z — mp) + az(x — 20)* + - + an(x — 20)". (8.3.3)

Es sei k € N und definieren wir das Polynom

ai(z — )’ falls k <n

-

Il
o

K3

> ai(z — xo)’ falls k > n.
=0

> ai(x — ), falls k <n

0 falls k > n,

und in beiden Féllen gilt f(x) — T} (z) = o((:ﬂ - xo)k) fir  — .

Bemerkung 8.3.1

Warum haben wir nicht direkt 7} (z) = f(z) genommen? Denn mit dieser Definition
ist T}, das Polynom des Mindestgrades, das (8.3.2) erfiillt, und wir werden bald
sehen, dass, wenn f eine beliebige Funktion ist, je hoher k in ist, desto mehr
Bedingungen fiir f erforderlich sein miissen.

Welche Bedeutung haben die Koeffizienten a; fir f? Das heift, wenn f durch
(8.3.3) gegeben ist, kdnnen wir eine neue Interpretation dieser Koeffizienten in Bezug
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auf lokale Informationen der Funktion f finden? Zum Beispiel von ihren Ableitun-
gen? Die Antwort ist “Ja”, und ist hier unten gegeben. Wir bemerken zunéachst,

dass fiur f(z) gegeben duch wir haben
fla) = fOx) = Xh_o an(x — )" — f(x0) = ao
flla) = fO(z) = iy han(e — z0)" = [z =1-a

f'(@) = fO() = Shoy (b = Dan(z — 20)"? = f"(z0) =2-1-ay

Ubung 8.3.2
Beweisen Sie, dass im Allgemeinen gilt

n

fO@) = h(h—1)(h—2)--- (h—k+ Dap(x — )" * (8.3.4)

h=k

und deshalb, dass
F® (o) = klay, . (8.3.5)

(Hinweis: Induktionsbeweis) [ )

Also, kann ein Polynom n-ten Grades f mit Entwicklungspunkt zq als

n (h) Zo L
fay =y I

= N

geschrieben werden und das Polynom T} (z), dessen Grad hochstens k ist, das sich
f(z) in einer Umgebung von x5 am besten annéihert, ist gegeben durch

k)
-3/ h(!xO) (& — xo)" .

Tk(.T) =

Wir haben daher ein Polynom 7} (x) mit Grad héchstens k gefunden, das sich einem
Polynom des Grades n in einer Umgebung von z mit Restiglied f(z) — T)(z) an-
nihert, das eine Funktion o((z—x¢)¥) ist. Die nichste Definition ist daher von dieser
Tatsache inspiriert: Wir definieren unten ein Polynom 7} (z) fiir eine Funktion, die
bestimmte Eigenschaften erfiillt, und verallgemeinern das, was wir gerade gesehen
haben:



8.3. TAYLORAPPROXIMATION UND TAYLORPOLYNOME 265

Definition 8.3.2

Es sei I ein offenes Intervall, f: I — R und xg € I. Nehmen wir an, dass f
n-mal differenzierbar in xq ist, fiir ein n € N. Das n-te Taylorpolynom von f
bei zq ist definiert durch

(x — zo)" .

n (h) Zo
T.(z) = hZ: / h(! )

Wenn zy = 0 wird 7,,(x) auch n-te Mac Laurin-Polynom genannt.

Definition 8.3.3

Es seien I ein offenes Intervall, f,g: I — R zwei Funktionen und zy € I ein
Punkt, in dem f®(z) und g*) () existieren, fiir alle 0 < & < n. Dann haben
f und ¢ eine Beriihrung n-ter Ordnung in x,, falls

f®(20) = g™ (x0) fiiralle0 <k <n.

Die folgende Proposition gibt uns eine charakterisierung des Taylorpolynomes
von f bei zg:

Proposition 8.3.2

Es sei I ein offenes Intervall, o € I und f: I — R eine Funktion, die n-Mal
differenzierbar in xq ist. Dann ist T,,(x) das einzige Polynom, sodass f und T,, eine
Beriihrung n-ter Ordnung in xo haben.

Man konnte auch diese Proposition benutzen, um das n-te Taylorpolynom zu
definieren.

Beweis: Der Beweis ist fiir Sie eine Ubung. O

Wir haben schon C"(I,R) definiert als die Menge der Funktionen, die n-Mal
differenzierbar sind, mit n-te Ableitung stetig. Wir bemerken, dass der “Ableitungs-
operator” - als eine Abbildung von C"(I,R) nach C"~'(I,R) betrachtet werden
kann.

Es sei nun R[z] die Menge der Polynome mit reellen Koeffizienten. Es sei
zo € I ein fester Punkt und definieren wir

Tn: C*(I,R) — Rlx]
die Abbildung, sodass 7,[f]| das n-te Taylorpolynom von f bei z ist, also

n (h) To N
Tulf) = Tu() = 32 L0 (e,

= N

Dann gelten fiir 7,, die folgenden Eigenschaften:
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Proposition 8.3.3
Es seien f,g € C™(I,R). Dann

(i) fiir alle o, 3 € R gilt To(af + Bg) = oT,[f] + BT g);
(1) Taalge (D] = £ (Talf))-

Der Beweis dieser Proposition ist fiir Sie eine Ubung.

Bemerkung 8.3.2
Eigenschaft (i) kann interpretiert werden, indem gesagt wird, dass die Abbildung
T, eine lineare Abbildung zwischen den Vektorraumen C™(I,R) und R[z] ist. &

Nun miissen wir verstehen, wie gut die Approximation der Funktion f in einer
Umgebung von xq ist, wenn wir diese durch ihr Taylorpolynom ersetzen. Natiirlich
gibt uns die Definition des Taylorpolynomes keine Vorstellung davon, wie gut sich
das Polynom T, die Funktion f in einer Umgebung von xy anndhert: wie fiir die
Polynomfunktionen, méchten wir, dass das Restglied

By(x) = f(z) = Th(x)

eine Funktion ist, die o((x — z¢)") fur x — ¢ ist. Der nédchste Satz gibt uns ein
Kriterium, um das Restglied abzumessen:

Satz 8.3.4

(Satz von Taylor)

Es sei I ein offenes Intervall und f: I — R eine Funktion, die n-Mal differen-
zierbar in I ist. Es sei xg € I. Dann

R.(z) = f(z) — T,(x) = o((x — xo)") fiir x — xg (Peano-Restglied)
(8.3.6)

Der Beweis dieses Satzes braucht zunéichst ein Lemma:

Lemma 8.3.5
FEs sei f: [xg,z] = R eine stetige Funktion, die in (xo,z) differenzierbar ist. Es sei
n € Nyg. Dann gibt es fir jedes x € (xo,2) ein & = &(x), sodass

f@) = fleo) _ f'(E)

(z — )" n(§ — zo)n 1’

Beweis: Es sei h: [0, (z — x0)"] — R die Funktion h(y) = z¢ + {/y und
g: 10, (z—x9)"] — R die Funktion foh (bemerken Sie, dass die Definitionsmenge von
h gewahlt wurde, sodass foh Sinn macht; warum?). Dann ist g stetig in [0, (z—x0)"],
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da sie Verkniipfung von stetigen Funktionen ist. Dazu, dank des Satzes|8.1.4} ist ¢
differenzierbar in (0, (z — x¢)™) mit Ableitung ¢'(y) gegeben durch

g(y) = F () (y) = ['(x0 + @%y%ﬂ,

Es sei dann y € (0, (z — z0)") fest und nehmen wir die Funktion ¢ im Intervall [0, y].
Da sie die Hypothesen des Satzes von Lagrange erfillt (Satz[8.2.6), schlieBen wir,
dass ein ¢ € (0,y) existiert, sodass

oder, mit anderen Worten, dass
f(zo + 3/y) — f(@o)

Y
Nun geniigt es zu bemerken, dass x = h(y) = o + {/y impliziert, dass y = (z — )"

und zu setzen & := xo + {/c, um zu schliefen, dass

f@) = flwo) _— F(§)

(x — )" n(§ — wo)"~t

1 .
= f'(zo + %)505_1 :

]

Beweis des Satzes Wir nehmen an, dass z > xg. Der Beweis des Falles x <
xg ist fiir Sie eine Ubung (Sie miissen nur diesen Beweis zu diesem zweiten Fall
adaptieren).

Im Folgenden werden wir verwenden, dass f und 7, eine Berlihrung n-ter
Ordnung in o haben, also, dass f*) (xq) — T.%)(z¢) = 0 fiir alle 0 < k < n.

Wir benutzen Lemma fir die Funktion f — T,: [zg,2] — R (die die
Hypothesen des Lemmas erfiillt). Dann kénnen wir ein x; € (z¢,x) finden, sodass

flz) =Th(x) _ fz) = To(r) = (f(xo) = Talxo)) _ [f'(21) = T, (1)

(x —mo)™ (x — )™ n(zy — o)1

(8.3.7)

Falls n > 1 wiederholen wir dasselbe Verfahren fir die Funktion f'—T77 : [z, x1] — R,
die nochmal die Hypothesen des Lemmas erfilllt, und finden zo € (zo,21),
sodass
f@y) = T(w) _ f(a1) = o) = (f'(wo) = Th(wo)) _ f"(x2) — T} (22)
(x1 — @)1 (x1 — xo)" 1 (n—1)(zy — zo)" 2"
(8.3.8)
Mit der Hilfe von 48.3.7D und (]8.3.8[) kénnen wir schlieflen, dass falls f mindestens

zwei Mal differenzierbar ist, ist

f(z) — Ty(x) _ 1 f"(xe) — TV (x2)
(x — xo)" nn—1) (xg — xo)"2
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Mit der Wiederholung des gleichen Verfahrens (oder genauer gesagt durch Induk-
tion) wird es bewiesen, dass falls f mindestens (n — 1)-Mal differenzierbar ist, dann
existieren z;, i =1,...,n— 1, sodass xg < Tp_1 < Tp_9 < -+ < 27 < x und

PO -Talw) 1 () = T )
(x — xo)" n(n—1)---2 (Tp_1 — T0) ’

(8.3.9)

Es ist nun fiir Sie eine Ubung zu beweisen, dass
T0(w) = £ w) + w0 — 20)

und deshalb erhalten wir aus (8.3.9), dass

flx) =Tu(x) 1 f D (@) = (f" V(o) + 7 (w0) (Tn1 — w0)) .

(x —zo)"  nl (Tp—1 — T0)

(8.3.10)

Bis jetzt haben wir nur benutzt, dass f (n — 1)-Mal differenzierbar in I ist. Nun
benutzen wir, dass f in der Tat n-Mal differenzierbar ist. Wir bemerken zuerst, dass
x; eine Funktion von x ist fiir alled = 1,...,n—1, und dass z;(x) — zo falls  — x
(weil g < z; < x fir allei = 1,...,n — 1). Dazu impliziert die Differenzierbarkeit
von 1 in z, und Satz dass

iy O @) = (PO o) + 50 o) (0 — 0))

Zn—1—+%0 (Infl - xO)

=0.

Deshalb, da x,_1(x) — z¢ fiir z — xg, erlaubt uns Satz zusammen mit dem
obigen Grenzwert und (8.3.10) zu schlieflen, dass

lim fz) = Tu(z) — lim JO D (@n1) = (FO D (o) + [ (20) (21 — 10))
570 (33 _ 1:0)" Tn_1—T0 (xn—l — 1:0)

=0.

(Ubung: Priifen Sie nach, dass die Hypothesen des Satzes erfiillt sind, und
dass er den obigen Grenzwert impliziert.)
Wir haben dann bewiesen, dass

R.(x) = f(x) = T, (z) = o((x — zo)") fir z — xo.
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Der Satz von Taylor gibt uns eine qualitative Schiatzung des Restgliedes. Der
folgende Satz gibt uns eine Schitzung, die quantitativ ist.

Satz 8.3.6
Es sei f: (a,b) — R eine Funktion, die (n 4+ 1)-Mal differenzierbar ist und
xo € (a,b). Dann fir alle x € (a,b), gibt es ein ¢ zwischen xy und x, sodass

£

Bn(@) = 3

(x — 20)"""  (Lagrange-Restglied) (8.3.11)

Beweis: Nehmen wir an, dass zo < z (der andere Fall wird &hnlich betrachtet). Wir
definieren die Funktion F': [z, z] — R als

/")
2

Da f (n+ 1)-Mal differenzierbar ist, aus Satzsind die Ableitungen f®*) stetig
in [xg,z|, fur alle k, sodass 0 < k < n. Diese Tatsache impliziert, dass F' stetig in
[z0, 2] ist. Dazu ist F' differenzierbar in (zo, ).

Es sei nun G: [xg,z] — R eine stetige Funktion, die differenzierbar in (z, x)
ist, und sodass G'(t) # 0 fir alle t € (zg, ). Dann kénnen wir die Umformulierung
des Satzes von Cauchy benutzen (siche ), um zu schlieflen, dass ein ¢ € (g, x)
existiert, sodass

(n)
F@) = )+ FO@—t)+ L2 s d m(t) (x —t)".

F(x) — F(zo) _ F'(c)
G(r) = G(w)  G'(0)

Nun bemerken wir, dass F'(z) genau f(z) ist, und dass F(x¢) genau T,(z) ist, also

F(z) = F(xo) = f(x) = To(2) = Rn(2).

Wir berechnen F’(t): Es ist einfach zu sehen (Ubung fiir Sie), dass F'(t) =
Fn 1) (1)

——~(x —t)" und deshalb, aus den obigen zwei Gleichheiten,

"(c (n+1) (¢ ) — Glzo
Rale) = Fl&) = Floo) = 1D (60) = o)) = L1 - o S22 G
(8.3.12)

Nun geniigt es die Funktion G als G(t) = (z — t)"™' zu definieren. Sie erfiillt
G(z) = 0, G(zg) = (v — 2o)"™ und G'(t) = —(n + 1)(x — ¢)" und deshalb sind
die Voraussetzungen, die wir fiir G angefordert haben, erfiillt. Dann aus (8.3.12)
erhalten wir, dass

—(I _ 3:0)"+1 f(n+1)(c)

f(e) n _ ntl
Rn(x):T(x_C) —(n+1)(z—c)"  (n+1) (= @0)""
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Es ist Zeit, viele Beispiele zu sehen:

Beispiel 8.3.1 1. Essei f(z) = ¢”. Dann ist f unendlich oft differenzierbar, und
deshalb kénnen wir 7,,(z) fiir eine beliebige n € N berechnen.

Da f)(x) = f(z) = e” fiir alle k € N, und daher f®(0) = 1 fiir alle k € N,
ist das n-te Taylorpolynom 7,,(z) = T,[e”] bei xy = 0 gegeben durch

nxk

=>
=0 Kt

Nach dem Satz von Taylor (Satz |8.3.4) erhalten wir, dass fir alle n € N
(warum?) gilt

k
=Y % +o(z") firz—0. (8.3.13)

2. Essei f(x) = sin(z), die auch unendlich oft differenzierbar ist. Wir bemerken,
dass

f(z) =sin(z), f'(x)=cos(x), f'(x)=—sin(z), f&(x)=—cos(z),
fW(x) =sin(z) fO(z)= cos(z)

und deshalb, dass f"*%)(z) = f(z), fiir alle n,k € N. Insbesondere, fiir
zo = 0, gilt f@¥(0) = 0 und f@**1(0) = (—~1)*. Wir haben endlich, dass

n :L,2k+1

Tonlsin(@)] = T (@) = (-1 gy

Da alle geraden Ableitungen bei 0 verschwinden, haben wir, dass T5,2(x) =
Toni1(x) und deshalb gibt uns der Satz von Taylor, dass fiir alle n € N
(warum?)

n .’L’2k+1
sin(z) =Y (=1)"———— +o(@®™?) firz —0. (8.3.14)
D e ]

3. Es ist fiir Sie eine Ubung zu zeigen, dass fiir die Funktion f(z) = cos(z) gilt
f@(0) = (=1)F und f@**Y(0) = 0, und deshalb ist das Taylorpolynom bei
xg = 0 gegeben durch

n 2k

Taeos(w)] = Ton(w) = 3-(-1)* g

k=0

= T2n+1($) .
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Dazu gilt fiir alle n € N, dass

k=0

271

T+ o(x*™*1)  fiir x — 0. (8.3.15)

Bemerken Sie, dass das Taylorpolynom der Funktion Kosinus auch mit der
Hilfe der Propositionm (ii) und mit dem Taylorpolynom der Funktion Sinus

berechnet werden konnte.

. Es sei f: I — R die Funktion f(x)

= log(1 + ), wobei I = (—1,+00). Dann

bemerken wir zunéchst, dass f unendlich oft differenzierbar in [ ist, da sie die
Verkntiipfung von Funktionen ist, die in ihren Definitionsmengen unendlich oft

differenzierbar sind. Dazu ist

1

fo) =

f(z) = -

1
(1+2)%

1

f(S)(x) = 2(1 +SC)3’

Durch Induktion kann es dann bewiesen werden, dass fiir alle k£ > 1 gilt

fO () = (=) (k- 1)!

(1

und natiirlich ist f(0)

+ )k

und deshalb  f®)(0) = (=1)"*1(k — 1)!

= log(1) = 0. Wir schlieflen, dass fir alle n € N

n k
Tollog(1 + )] Z ka
k=1
und dass
log(1+z) = Z ’““ +o(z") firz —0. (8.3.16)

Mit der Hilfe von Proposition m (ii) kénnen wir das Taylorpolynom der

Funktion g(z) =
ist

T[] =T[4 log(a)]

bei xy = 0 berechnen. In der Tat, da g(z) =
= %(7714-1

n+1
Z(—l)k+1$k71 _
k=1

4 Jog(x),

log(x)]) = (’f(_l),m g;{)

k=0
n

Z(—l)kl’k

k=0

Mit demselben Verfahren kénnen Sie die folgende Ubung 16sen:
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Ubung 8.3.3
Finden Sie das Taylorpolynom der Funktionen f(z) = ﬁ bei zy = 0, fur alle
h € N. [ )

Die folgende Proposition (ohne Beweis) kann benutzt werden, um viele
Taylorpolynome zu berechnen und ist eine Verallgemeinerung des Lemmas 8.3}

Proposition 8.3.7

Es sei f: (a,b) = R eine Funktion, die n-Mal differenzierbar in (a,b) ist. Dann ist
das n-te Taylorpolynom von f bei xy das einzige Polynom T (x), das hichstens Grad
n hat, das die folgende Gleichheit erfiillt:

f(x) =T(z) + o((x — x0)") fiir x — wy. (8.3.17)
Bevor wir mehr Beispiele sehen, sollten Sie die folgende Ubung 16sen:

Ubung 8.3.4
Priifen Sie nach, dass das Landau-Symbol “o” fiir z — 0 die folgenden Eigenschaften
erfullt: Fir alle n,m € N

1. o(z™) + o(z"™) = o(x™);
2. o(z™) 4+ o(2™) = o(z™) fiir alle m > n;

3. a-o(z") =o(a-z") =o(z"), wobei a € R\ {0};

7. ofo(z")) = o(z");
8. o(z" 4+ o(a™)) = o(z™).

Diese Ubung kann adaptiert werden, um die dhnlichen Eigenschaften fiir das Landau-
Symbol o((x — x0)") zu erhalten, fiir z — . [ )

Mit der Hilfe von Proposition und Ubung kann die folgende sehr
nitzliche Proposition bewiesen werden, die uns einfach erlaubt zu erhalten, was
das Taylorpolynom von f o g in Bezug auf die Taylorpolynome von f und g ist.
Nunéchst bemerken wir, dass gegeben zwei offene Intervalle I und J und zwei n-
Mal differenzierbare Funktionen ¢g: I — R und f: J — R, sodass ¢g(I) C J, dann
ist f o g n-Mal differenzierbar. Dies ist eine Folgerung aus dem Satz und aus

der Leibnizschen Regel (8.1.10).
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Proposition 8.3.8

Es seien I und J zwei offene Intervalle und g: I — R und f: J — R zwei n-
differenzierbare Funktionen, sodass g(I) C J. FEs sei T,[f](y) das Taylorpolynom
von f bei yo € J und T,[g](x) das Taylorpolynom von g bei xqy, wobei yo = g(xo).
Dann ist das n-te Polynom von f o g bei o gegeben durch

Tolf o gl(x) = [Tl f1(Talg)(=))]
wobei, gegeben ein Polynom P, [P, die Summe der Polynomglieder bis zum Grad
n bezeichnet.

Also, kiirzer gesagt, ist das Taylorpolynom einer Verkniipfung die Trunkierung
(bis zum Grad n) der Verkniipfung der Taylorpolynome.

Beispiel 8.3.2 1. Wir mochten beweisen, dass

4
(sinz)? = 2% — % +o(2%)  firz — 0. (8.3.18)

Wir wissen schon, dass g(x) = sin(x) =z — % +o(z%). Essei f(y) = y? und
bemerken wir, dass das n-te Taylorpolynom von f genau f ist, fiir alle n > 2.
Dann ist (f o g)(x) genau (sinz)? und deshalb erhalten wir, dass

(sinz)? = <:E —5 T 0(134)) =2+ e (o(xh))?* — 3t 2z o(z") — ?O(‘#) :

Nun bemerken wir, dass ;’j—; = o(2%), (o(z*))? = o(z®), 2z o(2*) = o(z®) und

—%o(m‘*) = o(z") (siehe Ubung ) und deshalb ist

1,6

3+ (o(z"))* + 2z o(2*) — %0(3@4) = o(2") 4+ o(z®) + o(2°) + o(z") = o(z”).

w

(Magie oder Mathe?)
Also koénnen wir schliefen, dass (8.3.18) gilt.

2. Wir mochten Zeigen, dass

1 R
1+er 2

+o(z?) firaz —0. (8.3.19)

=18

Wir nehmen zunéchst die Funktion g(x) = €, fur die wissen wir schon, dass

e = 1+x+ %2 + o(z?) fir z — 0. Es sei dann f(y) = ﬁ und einfach
1

erhalten wir, dass (f o g)(z) = 17=. Wichtig ist es nun zu bemerken, dass fiir
xg = 0 ist e* = 1. Deshalb miissen wir die Entwicklung des Taylorpolynom
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der Funktion f(y) = ﬁ fir yo = 1. Gegeben das Taylorpolynom von f(y)

bei yo = 0, namlich (siehe Beispiel 4.)

=1-—y+y*+o(y?) firy—0
Ty y+y +oy) y
kénnen wir die Entwicklung von f bei y = 1 so erhalten: Schreiben

I
l+y 2+ (y—1)

1
)
und deshalb (erkldren Sie sich den Grund, warum diese Implikation gilt)
1 1 y—1 y—1 )2 N o
S - -1 f 1.
1+y 2[ ( 2 )+( g ) | Tolly=17) firy=

Also erhalten wir fir x — 0

1
2

1+e®

8.3.1 Verwendung von Taylorpolynomen bei der Berechnung
von Grenzwerten

Eine niitzliche Anwendung des Satzes von Taylor (Satz [8.3.4) ist durch das
folgende Korollar gegeben:

Korollar 8.3.9

Es sei I ein offenes Intervall und f,g: I — R zwei n-Mal differenzierbare Funk-
tionen. Es sei xg € I und nehmen wir an, dass

f®(zg) = g® (o) =0 firallek=0,1,...,n—1 (8.3.20)

und dass g™ (xq) # 0 gilt. Dann

@) )
=0 g(gg) g(”)(gjo) '
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Beweis: Es seien T,[f] und T,[g] die n-ten Taylorpolynome fiir f und g bei zy. Dann
impliziert (8.3.20)), dass

™ (g ™ (g
P gy und - Tolglw) = 2 0 g

Talf1(x) =

und impliziert Satz [8.3.4] dass

_ f(n) (z0)

n!

B g(n)(l’o)
ol

f(z) (r—z0)"+0((2—20)") und g(x) (z—20)"+o((z—20)") -

Deshalb kénnen wir schlieflen, dass

™ (z,
li f@) li ! n(! )(x — )" + o((z — x0)")
g~ g a)

2@ = a0)" +of(w = a0)")

f™(@0) oz =20)")  f0)(y)

B S € ER ™ R i )
n! (x — o)™ n!

Die Grenzwerten, die wir bisher berechnen konnen, sind relativ gering: Abge-
sehen von denen, die sich aus der Stetigkeit ergeben, haben wir nur wenige wichtige
Grenzwerten gezeigt, zum Beispiel die von Proposition [7.3.1| oder, dass smmﬂ — 1
fiir  — 0. Aber, wie konnten wir den folgenden Grenzwert berechnen?

(sinz)? — sin(z?)

iy
Dieser Grenzwert ist der Gestalt “%”. Dehalb sollte wir verstehen, “wie schnell”
(sinx)? — sin(z?) — 0 geht. Wir kénnen diese Frage so umformulieren: gibt es ein
n, sodass (sin z)? — sin(2?) so schnell wie 2" gegen Null geht? Die Antwort ist ja, n
muss 4 sein, und wir benutzen den Satz von Taylor, um diese “Geschwindigkeit” zu
verstehen.

In der Tat, ist (sina)? = 22 — & + o(2®) (siehe (8.3.18)) und es ist einfach zu

22

sehen (Ubung fiir Sie), dass sin(z?) = 22 — £ + o(z®).
Deshalb ist (sinz)? — sin(x?) = —% + o(z®) fiir  — 0, und wir haben
lim (sinz)? — sin(z?) — lim —% + o(z?) _ 1

z—0 4 z—0 r? 3 .
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Warum gilt die letzte Gleichheit? Man sollte beweisen, dass lim,,_,q %ﬁs) = 0. Dasist

in der Tat so, weil o(z°) per definitionem eine Funktion g(z) ist, sodass lim,_o % =
0, also

lim M = lim 79(1’) -

x—0 {E4 x—0 ;1;'5 =0.
Ubung 8.3.5
Im Allgemeinen beweisen Sie, dass
lim o(z") =0 firallem<n.
z—0 g™
[ )
Und jetzt kénnen Sie Spafl haben...
Ubung 8.3.6
Mit der Hilfe der Taylorpolynome beweisen Sie die folgenden Gleichheiten:
1.
.1 —cosz + log(cos ) 1
lim =—=
z—0 .1'4 8
2.
) 1 1
lim ( — —) =—=
e—0 \xtanz 2?2 3
3.
! (colsx B 1) 1
lim =
z—0 2 2
[ )

8.3.2 Ein Blick auf die Taylorreihen

Wir haben bereits das Beispiel einer Funktion gesehen, die durch eine Funk-
tionenreihe definiert ist (sieche Beispiel 2.) und zwar

:L.TL

exp(z) = > —.

neN n!
Wir haben danach bemerkt, dass in der Tat exp(z) = e” fiir alle z € R gilt (siehe
(7.2.6)). Wir bemerken dazu, dass das n-te Taylorpolynom bei zq = 0 fiur die
Funktion e” gegeben ist durch T,,(z) = Y1, %I.C (siehe Beispiel|8.3.11.). Also ist im
Fall der Exponentialfunktion

k
x
lim T,(z) =) —~=¢" firalezeR. (8.3.21)
n—-+00 kN k'
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Definition 8.3.4
Es sei I ein offenes Intervall und f: I — R eine Funktion, die unendlich oft
differenzierbar ist. Die Taylorreihe von f um zq ist die Reihe

+o0 f(n) (xo)
n!

(x — x0)".

n=0

Deshalb ist die Behauptung in , dass die Taylorreihe der Exponential-
funktion genau di Funktion ist, fiir alle x € R! Ist es immer der Fall? Natiirlich ist
die Antwort “Nein”. Beginnen wir mit dem folgenden Beispiel:

Es sei f: R — R die Funktion

e falls o #0

0 falls z = 0.
des Ubungsblattes 10, Hausaufgabe 2.2. Dann ist f unendlich oft differenzierbar
mit Ableitungen f(z), die f((0) = 0 fiir alle n € N erfiillen (warum ist das
so? Also, warum ist f unendlich oft differenzierbar?). Dann ist selbstverstandlich
die Taylorreihe um zy = 0 gegeben durch 31200 - 2™ = 0, aber die Funktion f ist
nicht Null fiir z # 0. Also ist dies ein Beispiel einer Funktion, deren Taylorreihe
um zo ungleich die Funktion ist, fiir alle x # x (nattirlich gilt es immer, dass die
Taylorreihe in Punkt xy die Funktion f in z( ist, warum?).

Es gibt auch Beispiele von Funktionen, die unendlich oft differenzierbar in I
sind, aber deren Taylorreihen um einen Punkt xg € I nur in einer Umgebung von
zo gegen f(x) konvergieren. Ein Beispiel ist durch die Funktion g: R\ {1} — R,
g(z) = 1= gegeben. In der Tat, aus Beispiel 4. und Proposition w (oder
nach direkter Berechnung) haben wir, dass

1 =k
7;{1—95 _kzz%)x'

Wir sollten in der Tat eine solche Formel erwarten, da wir bereits wissen, dass die
Summe der geometrischen Reihen 3120 2% genau g(z) ist. Aber die Reihe 3129 2"
konvergiert nur fiir |z| < 1! Deshalb macht es nur Sinn zu sagen, dass

“+oo

L _ > 2™ firalle |z < 1.
l -z n=0

Was ist die allgemeine Theorie der Taylorreihen? Wie im Titel erwédhnt, wollen wir

nur eine Vorstellung davon geben, was los ist, und wir verschieben die genauere Un-

tersuchung dieser Art von Reihen auf die Vorlesung “Analysis I1”. Diese Bemerkun-

gen sind jedoch sehr natiirlich:
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Bemerkung 8.3.3 < Damit eine Taylorreihe gegen die entsprechende Funktion
in einer Umgebung U von zy konvergiert, miissen wir haben, dass

R.(x) = f(x) = T,(z) -0 n— +oo, firallexeU.

« Wie konnen wir verstehen, wenn R, (z) gegen Null konvergiert? In Satz
haben wir eine niitzliche “quantitative” Formel fiir das Restglied (das in diesem
Fall “Lagrange Restglied” heifit) gegeben und zwar

JRIO

Fn() = (n+1)!

(x _ xo)n-i-l

fiir ein ¢ zwischen x und zy. Deshalb sei es U eine Umgebung von zy und
Cri1 € R, sodass
1" (e)] < Cpyy  fiir alle c € U

und nehmen wir an, dass

Cn-‘rl’m - xo‘n—i-l
(n+1)!

— 0 firn — 400, firallex cU. (8.3.22)

Dann erhalten wir, dass

Cn+1’95 - l’o’”“

[f (@) =Tu(2)| = [Ru(2)] < n+ 1)

— 0 firn— +oco, firallex eU.

Deshalb konvergiert T,,(z) gegen f(x) in U.

o Unter welchen Bedingungen gilt ? Wir geben ein einfaches Beispiel. Es
sei U eine Umgebung von xg und nehmen wir an, dass existieren o, C' € R+,
sodass

1f™M(z)] < aC™ firallen € Nund z € U. (8.3.23)

Dann gilt (8.3.22). In der Tat gilt, dass

— 0 firn — 4oo, firallez e U.

Cn+1|x o x0|n+1
<
[Fn(2)] < @ (n+1)!

(Warum konvergiert die Folge auf der rechten Seite gegen Null?). Wir kénnen
die obige Argumentation so zusammenfassen:
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Lemma 8.3.10
Es sei I ein offenes Intervall und f: I — R eine Funktion, die unendlich oft

differenzierbar ist. Es seien xo € I und U eine Umgebung von g, sodass
a, C' € Ry existieren, mit

’f(n)(l’)! <aC" firaleneNundx e U.

Dann gilt
Too £(n)
fl@)=>" / ('xo) (x —xo)"  fiir allex € U .
n=0 n.

%

Die Theorie der Taylorreihen ist sehr reichhaltig, aber wir horen hier fiir den
Moment auf.
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8.4 Konvexitat und zweite Ableitung

In diesem Abschnitt fiihren wir das Konzept von Konvexitéit einer Funktion ein,
das mit der Konvexivitit einer Menge zusammenhéngt: Eine Menge D C R" wird
als konvex bezeichnet, wenn bei zwei beliebigen Punkten zg, z; € D das Segment,
das sie verbindet, ganz in der Menge D enthalten ist. Mit Symbolen kénnen wir
dann diese Bedingung beschreiben:

Vzo,21 €D, {2 €R"|z=(1—1t)z+tz,t€[0,1]} CD.

Bemerken Sie, dass die Menge der Punkte z € R™ mit z = tzy + (1 — t)z fir ein
t € [0, 1] genau die Punkte der Strecke zwischen zy und z; bezeichnet, und ¢ kann als
ein Parameter betrachtet werden. Die Beschreibung dieser Punkte als tzo+ (1 —1¢)z;
fir ein ¢ € [0, 1] heifit Konvezkombination von z, und z1

Definition 8.4.1
Es sei I ein Intervall und f: I — R eine Funktion. Sie heifit konvex, falls fiir
alle zg # x1 € I gilt

F((1 = )wo + tz1) < (1 — ) f(wo) + tf(z1) - (8.4.1)

Sie heiffit konkav, falls das umgekehrte Ungleichheitszeichen gilt.
Eine Funktion heifit strikt konvex (bzw. strikt konkav), falls Gleichheit

in (8.4.1) nur gilt, falls ¢ =0 und ¢ = 1.

Diese Bedingung besagt geometrisch, dass jeder Punkt (x,y) in der Strecke zwischen
zo = (20, [ (20)) und 21 = (21, f(21)), der als

(1—=t)zg+tz1 = ((1 — t)wo + tay, (1 —1t)f(xo) +tf(z1)) firein ¢t € [0,1]

beschrieben werden kann, immer iiber dem Punkt ((1—¢)xq+tzy, f((1—t)xo+tzy))
des Graphes von f steht, siehe Abbildung [8.4.1]

Wir méchten beobachten, dass eine konvexe Funktion (bzw. konkav), die nicht
streng konvex ist (bzw. nicht streng konkav ist), Teile ihres Graphen aufweist, die
mit Segmenten iibereinstimmen, sieche Abbﬂdung

In diesem Abschnitt wollen wir eine Beziehung finden zwischen der Konvex-
itdt (bzw. Konkavitét) einer Funktion und ihrer zweiten Ableitung. Wir beweisen
zunéichst das folgende:

IPriziser gesagt, es sei v: [0,1] — R™ die Abbildung ~(t) = (1 — t)z¢ + tz1; dann ist das Bild
von « genau die Strecke zwischen zp und z; in R. Da dieses Segment eine Kurve ist, die als ¢
variiert beschrieben wird, nennen wir ¢ den “Parameter” (der die Kurve beschreibt), der kann
als “Zeit” gedacht werden.
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Lemma 8.4.1 )
Es seig: (I x I)\ {(z,2), x € I} die Abbildung g(z,z") := M
r—x
Die Funktion f ist konver genau dann, wenn
g9(xo, ) < g(zo,21) < g(x,21)  fiir alle xg < x < 7. (8.4.2)

Die geometrische Bedeutung dieses Lemmas ist in Abbildung|8.4.3|erklart.

\

\/ﬂ

Figure 8.4.3

Beweis: Esseix := (1—t)zo+tx;, dann muss gelten 0 < t < 1 (weil wir angenommen
haben, dass 7o < x < x1). Wir bemerken, dass x — zq = t(z1 — o) > 0. Deshalb ist

fkonvex <= f(x) < (1—1t)f(xo)+tf(x1)
= [(@) = flzo) < Uf(z1) — f(20))
f(z) = flzo) _ t(f(z1) — f(20))

= <
x—x9 —  t(rg —mo)

— g(xg,x) < g(xo,21) -

Der Beweis der Ungleichheit g(zg,z1) < g(z,z;) ist dhnlich und ist dem Leser
iberlassen. O
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Wir sind nun bereit den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 8.4.2
Es sei I ein offenes Intervall und f: I — R zwei Mal differenzierbar. Dann
sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(i) f ist konvex in I;

(ii) f' ist monoton wachsend in I;

(iii) f >0 in 1.

Die Aussage und ihr Beweis konnen angepasst werden, um zu sagen, dass diese drei
Bedingungen dquivalent sind:

(i) f ist konkav in I;
(ii) f’ist monoton fallend in I;
(iii) f” <0in 1.

Beweis: (i) = (ii): Es sei f konvex. Aus Lemmawissen wir, dass gegeben
Ty < x7 fest, fiir alle z € (wg,11), (8.4.2) gilt. Wir bemerken nun, dass f'(zg) =
lim, ., g(z, xy) (bemerken Sie, dass g(z,2') = g(2/, x) fur alle  # 2’) und f'(z1) =
lim, 4, g(x, ). Dann

9(x,10) < g(z0,21) = [f'(70) = Am g9(z, z0) < g(wo, 1)
und
g(wo,71) < g(x,21) = f'(1) = lim g(x,21) = g(wo, 71) .

Deshalb erhalten wir, dass f'(z) < f'(z1); da 2o < z1 beliebig sind, schlieBen wir,
dass f’ monoton wachsend it.

(i1) = (i): Es sei f" monoton wachsend und xy < z; fest. Wir definieren
go(z) := g(zo,x) fur x € (zg,21). Dann ist

f'(@)(@ —z0) — (f(z) — f(0)) 1 [f’(a:) _ f(z) = f(x0)

(x — x0)? - T — T

go(x) =

Nun bemerken wir, dass die Einschrankung der Funktion f auf [z, 2| die Hypothesen
des Satzes von Lagrange (Satz erfilllt. Deshalb existiert & €€ (zg, z) sodass
f(x) = f(xo)
Tr — Xo
wachsend, erhalten wir, dass

L [y J) - f(xo)} 1

= f'(§). Da zg < £ < z ist und f’ ist nach Voraussetzung monoton

[f'(z) = f(©)] = 0.

T — Xo T — X Tr — Xo
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Deshalb ist gj(z) > 0, die impliziert, dass go(z) monoton wachsend ist (Korollar
8.2.7). Also kénnen wir schlieflen, dass

9(wo, ) = go(r) < go(x1) = g(w0, 1) -

Ahnlich kann man beweisen, dass g(zo, 1) < g(z,7;) gilt. Nun erlaubt uns Lemma
MZu schlieffen, dass f konvex ist.
Die Aquivalenz zwischen (i) und (ii7) ist durch Korollar gegeben. [

Ubung 8.4.1
Beweisen Sie, dass gegeben eine zwei Mal differenzierbare Funktion f: I — R, wobei
I ein offenes Intervall ist, dann gilt:

L. f"(x) >0 furallex € I = f strikt konvex;
2. f'(z)<Ofirallex e I = f strikt konkav.

Gelten die umgekehrten Implikationen? a
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8.5 Zusitzliche Ubungen

Ubung 8.5.1
Es sei f: R — R eine stetige Funktion, so dass f(1) > 0 und

flx+y) = f(@)f(y)

fir alle z,y € R gilt.
Zeigen Sie:

(a) Fir alle n € Z gilt f(n) = f(1)".

(b) Fiir alle p € Q gilt f(p) = f(1)P.
(c) Fir alle z € R gilt f(z) = f(1)*.

Ubung 8.5.2 (a) Es seien A € Rxg und t € [0,1]. Zeigen Sie, dass
tA\" A\"
(Y oY e
n n
fir alle n € Z>; gilt. Schlieen Sie daraus, dass
e —ter <1t

gilt.

(b) Esseien A, Ay € R und ¢,y € [0,1] mit t; +t5 = 1. Zeigen Sie, dass

6t1>\1+t2>\2 < tle)q + t2€>\2

gilt.

285

(c¢) Esseien A, \g, ..., A\, € Rund ty,ty,...,t, € [0,1] mit t; +to+...+t, =1.

Zeigen Sie, dass
€t1>\1+t2>\2+m+tn/\n < tle)q + t2€/\2 4L+ tnez\n

gilt. Schlieflen Sie daraus, dass

<21+22+...+Zn

/21 R2..." Zn
n

far 21,22y ..,%n € R>0 gllt
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Ubung 8.5.3
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

(a) lim zlog(1l+1/x).

1+ocx) (o, t € R).

i
I_)()( 1+3:>
(

2Z+2 )
) lim >
z—0
qmE — pne

(f) lim

z—0 sin(kx)

(o) tim () ~lo(a)

() lim 22

T—00 x

Ubung 8.5.4
Es sei P(z) = a,2" + ap_12" ' 4+ ... + a1 + ag ein Polynom.

(i) Zeigen Sie, dass

fiir a € R gilt.

(ii) Die Vielfachheit einer Nullstelle a von P ist definiert als der hochste Exponent
k, fiir den sich P ohne Rest durch (x — a)* dividieren lésst.

Zeigen Sie, dass eine Nullstelle a von P genau dann Vielfachheit k£ hat, wenn
P(a) =0, Pl(a) =0,..., P(kfl)(a) =0, p(k)(a) 40

gilt.
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Ubung 8.5.5

Berechnen Sie die Abteilung der folgenden Funktionen:

(a) sec(x)

(b) cosec(x)

(¢c) sinh(z) := ¢ _26 (Hyperbelsinus)

(d) cosh(z) := c +2€ (Hyperbelkosinus)
inh

(e) tanh(z) := (S::)I;h((?) (Hyperbeltangens)
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(f) arsinh(z) := sinh'(2) = log(z + Va2 +1) mit x € R (Areasinus hyperboli-

cus)

(g) arcosh(z) := cosh™!(x) = log(x + Va2 — 1) fiir x > 1 (Areakosinus hyper-

bolicus)
1 1
(h) artanh(z) := tanh™'(z) = 51082(1 4_—3:
cus)
N Ve

(j) (sinh(z))*

X

(k) arctan(l - $2) (lx] #1)

(1) log(tan(x))

(m) arcsin(l —i—l\/E) (x >0)

(n) we™> (z #0)

(O) 2(arccos(3x)) (’Z” < 1/3)

) fir |z| > 1 (Areatangens hyperboli-
T
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Ubung 8.5.6
Bestimmen Sie alle Werte o € R, fiir welche die folgende Funktion

o) = {x‘%in(i) x>0

0 <0

differenzierbar in x = 0 ist. Fiir welchen dieser Werte « ist die Abteilungsfunktion

I stetig? a
Ubung 8.5.7
Betrachten Sie die Abbildung
f:R—=R
—1/x?
. e falls x # 0
0 falls . = 0.

Zeigen Sie, dass f*)(0) = 0 fiir alle k € N gilt.

Ubung 8.5.8 (a) Berechnen Sie die Abteilung der Funktion
f(x) =% (x> 0)

mit Hilfe der Gleichung
y = s (y >0).

(b) Es seien f,g : I — R differenzierbare Funktionen, so dass ¢ eine positive
Funktion ist. Verallgemeinern Sie die vorherige Teilaufgabe und bestimmen
Sie eine Formel fiir die Ableitung der Funktion

h:I—R
z = [g(2)) '@
(¢) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion
hz) = (1/2)* (x> 0).
[ )

Ubung 8.5.9
Zeigen Sie, dass wenn eine Funktion f : I — R differenzierbar in x¢ € [ ist und

f(zo) # 0 gilt, dann
d _ ['(xo)

%<10g|f($)|) . f(xO)
gilt. '
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Ubung 8.5.10

Eine Funktion f : R — R heifit gerade, wenn fur alle x € R
f(=x) = f(z)

gilt, und sie heifit ungerade, wenn fiir alle z € R
f(=x) = —f(z)

gilt. Die Funktion f heifit periodisch mit der Periode T, wenn T # 0 und
f(x) = f(z+7T) fur alle x € R.
Sei f : R — R eine tberall differenzierbare Funktion. Zeigen Sie:
(a) Wenn f gerade ist, ist f’ ungerade.
(b) Wenn f ungerade ist, ist f’ gerade.
(¢) Wenn f periodisch mit der Periode T ist , ist f" periodisch mit der Periode T

)

Ubung 8.5.11
Bestimmen Sie die lokalen und globalen Extrema jeder der folgenden Funktionen:

(a) filz) =2 —32*+3z—4 firzel0,2].
(b) fa(x) = 3:c+31: fir z € (0,3].

(¢) f3(x) = 2?(x —5) fir x €[0,4].

(d) falz) =

fur x € [-4, 3].

Va?+1

2

(e) fs(x) = Near fir z € R (mit a #0).

)

Ubung 8.5.12
Es sei s eine positive reelle Zahl. Bestimmen Sie zwei positive Zahlen deren Summe
s ist und deren Produkt so grof wie moglich ist. Begriinden Sie Ihre Antwort.

)

Ubung 8.5.13
Zeigen Sie die folgende Version des Satzes von Rolle:
Es sei f :[a,00) — R eine Funktion, die die folgenden Bedingungen erfiillt:
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(i) f:[a,00) — R ist stetig;
(ii) f ist differenzierbar in (a, c0);

() Jim f(2) = f(a).
Dann gibt es ein ¢ € (a,00), so dass f'(c¢) = 0 gilt.

[ )

Ubung 8.5.14

Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion, die zweimal differenzierbare in (a, b) ist.
Nehmen Sie an, dass es ¢ € (a,b) gibt, so dass f(a) = f(c) = f(b) gilt. Zeigen Sie,
dass es £ € (a,b) existiert, so dass

'€ =0
gilt. '

Ubung 8.5.15

Es sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion. Zeigen Sie, dass wenn alle
Funktionswerte von (f - f') in (a,b) das gleiche Vorzeichen haben, dann haben alle
Funktionswerte von f in (a,b) das gleiche Vorzeichen. [ )

Ubung 8.5.16
Wenden Sie den Satz von Lagrange auf die Funktion

f:[,2] =R,
T Jx

an, um die Schatzung
13 4
— <V2<
12 V2 3
Zu zeigen .

[ )

Ubung 8.5.17
Es sei f: (a,b) — R eine differenzierbare Funktion. Nehmen Sie an, dass es L > 0
existiert, so dass

[f'(@) < L

fir alle € (a,b) gilt. Zeigen Sie, dass f Lipschitz stetig mit Lipschitz-Konstante L
ist. '
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Ubung 8.5.18
Beweisen Sie, dass die Ungleichung
log(z) <z —1
fiir alle x € Ry gilt. Schlieflen Sie daraus, dass die Ungleichung
log(x) < n(z'/" — 1)

fir alle x € Ryp und n € N gilt.

[ )
Ubung 8.5.19
Es sei p > 1. Zeigen Sie, dass
o 4y < (z+y) <277 (2 + ")
fir alle x,y > 0 gilt. [

Ubung 8.5.20
Erinnern Sie sich an die folgende Aussage:
“Eine differenzierbare Funktion f : (a,b) — R ist konstant genau dann, wenn

f'(x)=0

fir alle x € (a,b) gilt”.
Zeigen Sie mit Hilfe dieser Aussage die folgenden Gleichungen:

(a) arctan(z) 4 arctan(l) =%, firz > 0.

(b) arctan(z) + arctan(1) = =%, fir z < 0.

(c) arctan(if—ﬁ) = 7 +arctan(z), firz <1.

(d) arctan(z) = arcsin(ﬁ), fir x e R.

(e) arcsin(x) = arctan(@), fur z € (—1,1).

T

(f) arccos(r) = § — arctan(\/ﬁ), firz € (—1,1).

Ubung 8.5.21
Zeigen Sie:
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1 1
log(cos(x)) = —51'2 - Ex4 + o(z*) fiir x — 0

. 1 1
esm(x) =142+ 51-2 — §1‘4 —+ 0(1‘4) firxz — 0

Ubung 8.5.22
Berechnen Sie die Grenzwerte der folgenden Folgen:

n—o00 4n,

2n —1
o lim n2<(1+61/”)*1— 1 >,

.o vn?2 -1
e lim

n=oe log({/n)’
Wl/n—1
e lim

n=o log({/n)
e lim (2n(n —-1) - n3 log (1 + sin (721)))

n—oo

Ubung 8.5.23 « Zeigen Sie, dass
1\" (o |
(1+7> —1=>) —<2
n

fiir alle n > 2 gilt. Schlielen Sie daraus, dass

e<4.
e Es sei
n (Ek
R, =" — —
() :=e 2
das n-te Peano-Restglied von e* in 2y = 0.
Zeigen Sie, dass
41:In+1
R, <
[ Fnl@)] < (n+1)!

fiir alle x € R gilt.
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e Finden Sie eine natiirliche Zahl n, so dass

3
—_

e—zk!‘§104.

gilt. Berechnen Sie die ersten vier Stellen der Dezimalbruchentwicklung von
e.

» Zeigen Sie, dass e eine irrationale Zahl ist.

Hinweis: Bemerken Sie, dass
0<nlR,(1)| <1
fiir n > 3 gilt und

| " onl
%—Z% (mit a,b €N, n > b,a > 0)
k=0 """

eine ganze Zahl ist.

[ )

1

Ubung 8.5.24 « Bestimmen Sie die Taylorreihe der Funktionen f(z) = W
—x

um xo = 0, fiir alle £ € N.

o Finden Sie eine Funktion, deren Taylorreihe um zy = 0 ist
i k" .
k=0

o+ Esseid € N. Zeigen Sie, dass es ein Polynom P(z) = agz®+aq_ 127 4. . .+ag
von Grad d existiert, so dass

o0
Z klam
k=0
die Taylorreihe um zy = 0 von
P(z)  agr®4 a1zt + . +ag
(1 —z)d+t (1 —a)d+t

ist. Hinweis: Untersuchen Sie die Taylorreihe von um zg = 0 und

(1 — x)d+
argumentieren Sie mittels Induktion.

)
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Ubung 8.5.25
Die Fibonacci-Folge f1, fo, f3, ... ist durch das rekursive Bildungsgesetz

fon=foc1+ fno firn>3
mit den Anfangswerten
hi=f=1
definiert.

o Zeigen Sie, dass die Taylorreihe von F(x) um zo = 0 gleich

1—o—a2

(o]
> fapaa"
n=0

ist.
Hinweis: Berechnen Sie die n-te Ableitung von (1 —x —2?)F(z) in z = 0 mit
der Hilfe der Leibnizregel.

o Esseien a und b zwei verschiedene reelle Zahlen, die ungleich Null sind. Zeigen

Sie, dass die Taylorreihe von G(z) = um o = 0 gegeben ist

(a—z)(b—x)

1 1 1 n
Z b— a<an+1 B bn+1>x :

n=0

fr = ;5((1 +2\/5>" - (1 —2\/5>n>

o Zeigen Sie, dass

fiir alle n € N gilt.
[ )

Ubung 8.5.26 « Es sei I cin offenes Interval und f eine n-mal differenzierbare
Funktion. Es sei xg € I und nehmen wir an, dass

fF(z0) =0 fir alle k =0,1,...,n — 1.

Zeigen Sie, dass die Funktion

F:IT—-R
& falls x # xo,
T — (‘Z — Zo)"
1" (o) falls x = xq
n!

stetig ist.
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» Geben Sie ein Beispiel einer differenzierbaren Funktion f: (—1,1) — R an, so
dass f(0) = 0 gilt aber die Funktion

F:(-1,1)=»R

S~

(z \
N . falls « #£ 0,

f/(0) falls z=0

nicht differenzierbar in z = 0 ist.

[ )
Ubung 8.5.27 « Essei 2, %x" die Taylorreihe von der Funktion
F:R—>R
* falls « # 0,
et —1
1 falls =0

um z = 0. Die Koeffizienten B,, heiflen Bernoulli-Zahlen .

Zeigen Sie, dass die Bernoulli-Zahlen B,, die Gleichung
Ul 1
(" =0
n=0 n

fir m > 1 erfilllen. Hinweis: Berechnen Sie die m + 1-te Ableitung von
F(x)(e® — 1) in = 0 mit der Hilfe der Leibnizregel.

o Bestimmen Sie die Bernoulli Zahlen By, By, Bo, B3, By .
[ )

Ubung 8.5.28
Es sei I ein offenes Interval und f : I — R zwei mal differenzierbar. Es sei xq € I
und nehmen wir an, dass f’(x¢) = 0 gilt. Zeigen Sie:

o Wenn f"(zy) > 0, ist 2, ein lokales Minimum von f .

o Wenn f"(xy) <0, ist 2 ein lokales Maximum von f .
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9.1 Definitionen und erste Eigenschaften

Im folgenden werden wir sagen, dass f: [a,b] — R eine beschrankte Funktion
ist, falls das Bild f([a,b]) eine beschrinkte Teilmenge von R ist. Zum Beispiel, ist
jede stetige Funktion f: [a,b] — R automatisch beschriankt (warum?).

Definition 9.1.1
Es sei [a, b] ein kompaktes Intervall. Eine Zerlegung Z von [a, b] ist eine Menge
Z ={z0,21,...,2n} von reellen Zahlen, so dass

a=20< 271 <2< < 2Zp1<2,=0.

Es sei f: [a,b] — R eine beschriankte Funktion. Dann heifit

U(Z.§) = % inf ([ zn]) - (2o — )

die Untersumme von [ beziiglich der Zerlegung Z und

OZ,1) i= S sup f(low, 1) - (v1 = )

heiffit die Obersumme von f beziiglich der Zerlegung ~.

m»{kn@)
/ 9 |

T,

y( \

Zo %3 Zo %3
/\AV\JYU&\LW\W\(/ LQ&(&JA 0bert tummnd LQW%M/Q/\

Z - %%o‘%«,%z,%;j % 55%01%4‘Q2,%gj

Figure 9.1.1
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Beispiel 9.1.1
Wir betrachten die Funktion

f:00,1] — R
A
Fir n € N sei Z, := {0, %, ce "T_l, 1} die Zerlegung von [0, 1] in n Intervalle der
Léange % Dann folgt , dass
n-1 1 n—1
Uz, - kLl kY ipf f([E kXL — _ k =
Zuh) = SCE-DmAGED) = 52 —
=1 =k ~—~—
n n :(nfl)n
2
wobei die letzte Gleichheit aus (1.3.1) folgt, sowie
"okl ok k k+1 1= ntl
OZn, f) = X (L =5y sup f([E,EE]) = S DY (k+1) =
k=0 ne = 2n
-1 _k+1 | S —
_ & k:n(n+1)
2 k=5
)

Es sei Z eine Zerlegung von [a,b]. Wenn man Z' aus Z durch Zufiigen von
Punkten in [a,b] erhélt, das heifit, wenn Z C Z’, dann nennen wir Z’ eine Ver-
feinerung der Zerlegung Z.

Es seien beispielsweise Z und Z' zwei Zerlegungen von [a, b], dann ist Z U Z’
eine Verfeinerung sowohl von Z als auch von Z’. Wir fassen im folgenden Lemma
einige grundlegende Eigenschaften von Untersummen und Obersummen zusammen.

Lemma 9.1.1
FEs sei f: [a,b] = R eine beschrinkte Funktion.

1. Wenn Z' eine Verfeinerung einer Zerlequng Z ist, dann gilt

UZ,fY<UZ,f) und OZ' f)<O(Zf).
2. Es seien Z,7' zwei Zerlegungen von [a,b], dann gilt
u(z',f) < 0z, f).
3. Es st

sup{U(Z, )| Z Zerlegung von [a,b]} < inf{O(Z, f)|Z Zerlegung von [a,b]}.
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Proof. Es sei f: [a,b] — R eine beschriankte Funktion.

1. Es sei nun Z’ eine Verfeinerung einer Zerlegung Z. Wenn 72’ = Z U {w}, d.h.
wenn wir Z' durch Hinzuftigen von einem Punkt erhalten, dann werden Sie in
Ubungsblatt 12 zeigen, dass

Uz f)<U(Z,f) uwd O(Z,f)<0(Z )
Der allgemeine Fall folgt nun indem wir dieses Argument iterieren.

2. Nehmen wir zuerst an, dass Z = Z’. Nachdem fir eine beliebige beschriankte
nichtleere Teilmenge M C R gilt, dass inf(M) < sup(M), folgt sofort aus den
Definitionen, dass U(Z, f) < O(Z, f).

Es seien nun Z, Z' zwei beliebige Zerlegungen von [a, b]. Dann folgt, dass
Uz, f) U(ZUZ' f) nach l.

O(ZuZ'f) furjede Zerlegung Y gilt U(Y, ) < O(Y, f)

0(Z, f) nach 1.

IAIAIA

3. Diese Aussage folgt aus 2. und aus der Definition von Supremum und Infimum.
O

Wir fithren nun die wichtigste Definition dieses Kapitels.

Definition 9.1.2
Eine beschrénkte Funktion f: [a,b] — R heift Riemann-integrierbar, wenn

sup{U(Z, f) | Z Zerlegung von [a,b]} = inf{O(Z, f)|Z Zerlegung von [a,b].}

Wenn f Riemann-integrierbar ist, dann heif3t

}f(x) de = inf{O(Z, f)|Z Zerlegung von [a,b|}

das Riemann-Integral iiber f von a nach b.

Fiir ganz “schéne” Funktionen représentiert das Riemann-Integral den Flachen-
inhalt zwischen der Abszissenachse und dem Graph der Funktion f, zwischen a und
b. Beachten Sie, dass diese Region nicht immer eine “Fldche” in dem Sinne ist, wie
wir denken: Nehmen Sie zum Beispiel die Funktion

fx) =

0 furz e
1 firzeR\Q
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Wir werden bald sehen, dass diese Funktion eigentlich nicht Riemann-integrierbar
ist.

Wir sagen in Zukunft oft auch “integrierbar” anstatt “Riemann-integrierbar”
und “Integral” anstatt ‘Riemann-Integral. Wenn f Riemann-integrierbar ist, dann
sagen wir auch, dass 7 f(z)dz existiert.

Beispiel 9.1.2

Es sei f: [a,b] — R eine konstante Funktion, das heiit es gibt ein ¢ € R, so dass
f(z) = c fir alle x € [a,b]. Dann gilt fir jede Zerlegung Z = {zo, ..., 2,} von |a, b],
dass

UlZ f) = ;LX:(ZI@H—Zk)inff([Zk,Zk+1]) = ZZ:(Zk-i-l_Zk)‘C = c(zn—20) = c(b—a).

=cC

Genauso zeigt man auch, dass O(Z, f) = ¢(b — a). Wir haben also gezeigt, dass f
Riemann-integrierbar ist, und dass

/abf(x)dx = ¢(b—a).

&
Beispiel 9.1.3
Wir betrachten die Funktion
f:0,1] — R
0, wennz e QnNJ0,1]
v { 1, andernfalls.
Es sei Z ={z1,...,2,} eine Zerlegung von [a, b]. Dann gilt
n—1 n—1
Uz, f) = kZO(ZkH —z) inf f([zk, 2ea]) = kZO(ZkH —2z):0 =0
— N—_— — —
=0, weil [z, 2 +1]
rationale Zahlen enthalt
n—1 n—1
Oz, f) = kE_ZO(ZkH —z) sup f([zh, 21]) = g_:o(zkﬂ —z)-1 = 1.1
B =1, weil [z, 2 41] B
irrationale Zahlen enthilt
Die Funktion f ist also nicht Riemann-integrierbar. E| &

Der folgende Satz erlaubt es, die Integrabilitat einer Funktion zu zeigen, ohne
direkt mit Infimum und Supremum zu arbeiten.

"'Wenn wir schreiben “Riemann-integrierbar”, dann stellt sich die Frage, ob es denn noch andere
Definitionen von “Integrierbarkeit” gibt, auler der Riemann-Integrierbarkeit. Dies ist in der
Tat der Fall, in Analysis IIT werden wir das Lebesgue-Integral kennenlernen, welches noch mal
viel allgemeiner (und auch deutlich komplizierter) ist.

2In Analysis III werden wir sehen, dass f Lebesgue-integrierbar ist mit Lebesgue-Integral 1.
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Satz 9.1.2
FEine beschrankte Funktion f: [a,b] — R ist genau dann integrierbar, wenn es
eine Folge von Zerleqgungen (Z,)nen von [a,b] gibt, so dass

Zudem, wenn es eine solche Folge von Zerlequngen gibt, dann gilt

f@)dz = limO(Z,,f).

Q—

Beweis: Essei f: [a,b] — R eine beschrénkte Funktion. Wir nehmen zuerst an, dass
f: [a,b] — R integrierbar ist. Wir setzen I := f;’ f(z)dz. Es ist eine Folgerung aus
der Definitionen von Infimum und Supremum, dass Folgen von Zerlegungen (Z,,)nen
und (7], )nen existieren, mit

lim U(Z,, f) = I = lim O(Z,, f).

n—00 n—00
(Ubung fiir Sie.) Dann gilt

I = lim U(Zy, f) lim U(Z, U Z},, f) nach Lemma 1.
lim O(Z, U Z,,, f) nach Lemma9.1.1] 2.
T}LIEOO(ZTQ, f) nach Lemma 1.

= I

VANVANRPAN

Nachdem der erste Ausdruck gleich dem letzten Ausdruck ist, miissen alle Ungle-
ichheiten also schon Gleichheiten sein. Die Folge von Zerlegungen (Z,, U Z!),en hat
also die gewiinschte Eigenschaft.

Nehmen wir nun an, es gibt eine Folge von Zerlegungen Z,, von [a, b], so dass

n—oo

Dann gilt
JLIQOU(ZH, f) sup{U(Z, f)| Z Zerlegung von [a,b]} Definition von Supremum
inf{O(Z, )| Z Zerlegung von [a,b]} weil U(Z, f) < O(Z, f)
lim O(Z,,, f) Definition von Infimum.

VANVANRPAN

Wir haben angenommen, dass der erste Ausdruck gleich dem letzten Ausdruck ist.
Wir sehen also wiederum, dass alle Ungleichheiten schon Gleichheiten sind. Ins-
besondere ist f integrierbar. Ol

Fir spater halten wir auch schon folgendes Korollar zu Satz fest.
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Korollar 9.1.3
(Riemannsches Integrabilitatskriterium)

Es sei f: [a,b] = R eine beschrinkte Funktion. Die Funktion f ist genau
dann integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z von [a,b] gibt, so
dass

0Z, f)-UZf) < e

Beweis: Es sei f: [a,b] — R eine beschriankte Funktion. Wir nehmen zuerst an,
dass f: [a,b] — R integrierbar ist. Wir setzen I = [° f(z)dz. Dann gibt es nach
Satzeine Zerlegung Z mit I — U(Z, f) < § und mit O(Z, f) — I < §. Daraus
folgt die Ungleichung O(Z, f) —U(Z, f) < e.

Umgekehrt, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z vom Intervall [a, b]
gibt, so dass O(Z, f) — U(Z, f) < €, dann gibt es insbesondere zu jedem n € N eine
Zerlegung Z,, von [a,b], so dass O(Z,, f)=U(Zn, ) < . DaO(Zy, f)—U(Zn, f) = 0
(Lemma 2. oder einfach aus der Definitionen von O(Z, f) und U(Z, f)), folgt
aus dem Einschniirungssatz, dass

lim (O(Zy, f) — U(Za, 1)) = 0. (9.1.1)

Wir bemerken dazu, dass die Folgen (O(Z,, f)), und (U(Z,, f))» beschriankt sind
(warum ist es so?). Deshalb impliziert der Satz von Bolzano-Weierstrafl (Satz,
dass eine Teilfolge (ny), von Indizen gibt, sodass beide Teilfolgen (O(Z,,, f))r und
(U(Zn,, f))r konvergieren (nochmal, warum?). Da gilt, konnen wir dann
schlieffen, dass

lim U(Z,,,f) = lim O(Z,,, f).
k—o0 k—oo
Also ist f nach Satz integrierbar. O

Im Folgenden werden wir aber erst einmal nur Satz anwenden.
Beispiel 9.1.4

1. Wir betrachten wiederum die Funktion

f:00,1] — R
T = T
zusammen mit der Folge von Zerlegungen Z,, := {0, +,..., 2% 1}, n € N. Auf

Seitehatten wir berechnet, dass U(Z,, f) = %=+ und O(Z,, f) = %L, Es
folgt dann, dass

. .on—1 1 oon+1 .
A Uz f) = Jm =5 = 5 = = 0. f),
_n—1 _ndl

2n 2n

Es folgt also aus Satz ‘ dass [, f(x)dr = 3.



304 KAPITEL 9. DAS RIEMANNSCHE INTEGRAL

2. Wir betrachten die Funktion

f:[-1,1 —- R

0, wenn x # 0,
Tr 1
3, wenn z = 0.

zusammen mit der Folge von Zerlegungen Z, := {—1, —5-, ;1 1}, siehe Abbil-

T 2n0 2n0
dung(9.1.2
/]
4L 5)
SO Gy
| . 11 //{ ; N
| T I | 4
— i |
1 n | 2 /1
Oberesumme, = A (i _(J} 1NG
3 an 241
Figure 9.1.2
Dann gilt
U(Zy, f) = (1),

O(Zn, f) = 5 (3,—(=5,) = 5
Die Grenzwerte dieser Folgen von Untersummen und Obersummen sind jeweils
0. Es folgt also aus Satz dass ['} f(z)dx = 0.

[ )
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Satz 9.1.4
Es seien f,g: [a,b] — R Riemann-integrierbare Funktionen und A € R. Dann
sind auch die Funktionen f + g und \ - f integrierbar und es gilt

S —o

f@) +g@)de = [ fade+ [ ()da
A

[A-f@)dz =

Fiir den Beweis dieses Satzes brauchen wir zuerst das folgende:

Lemma 9.1.5
Fiir jede Zerlequng Z von [a,b] gilt, dass

Uz, f)+U(Zg) < UZ f+yg)
sowie
OZ, f+g) < OZ,f)+0(Z,g).

Beweis des Lemmas[9.1.5} Wir beweisen die Aussage fiir die Untersummen. Die
Aussage fiir die Obersummen wird dann ganz analog bewiesen. Es folgt sofort aus
den Definitionen, dass es geniigt zu zeigen, dass fir jedes Intervall [c, d] folgende
Ungleichung gilt:

inf (f(e.d)) +inf (gfe.d)) < inf ((f +)([e.d)).

Wir miissen also zeigen, dass

inf(f([c,d])>+inf(g([c,d])> < (f+g)@ firalezeled

Es gilt aber in der Tat fiir ein beliebiges = € [¢, d], dass

(f+9)@) = f(@)+gla) > int (f(le.d)) +int (g(le.)).
Wir haben dann die Behauptung des Lemmas bewiesen. Ol

Beweis des Satzes[9.1.]} Es seien f,g: [a,b] — R integrierbare Funktionen. Wir
missen zeigen, dass f + ¢ integrierbar ist mit

/abf(x)+g(x)dx:/abf(x)der/abg(x)dx,

Nach Satz existieren Folgen von Zerlegungen (X,,)neny und (Y;,)nen von [a, b],

so dass
lim U(X,, f) = limO(X,, f) = ["f(z)dz, und

n—oo n—oo

ImU(Yag) = ImO(ag) = ['g)da
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und deshalb, nochmal nach Satz[9.1.2| geniigt es nun zu zeigen, dass
b b
Jim UX,UY,f+g) = lm O(X,UY,, f+g) = [ f@)de+ [ gla)ds

Es folgt nun, dass

[P f(@)de + [P g(z)de = im U(X,,, f) + lim U(Yy, g)
< lim U(X, UY,, f) + lim U(X, UY,,g) nach Lemmal[0.1.1] 1.
< ImU(X,UY,, f+ g) nach Lemma[0.1.5]
< lm O(X,UY,, f+9) nach Lemma[0.1.] 2.
< lim O(X, UY,, f) + lim O(X, UY,,g) nach Lemma[9.1.5]
< lim O(X,, f) + nh_>H<}oO(Y”’ q9) nach Lemmal0.1.1] 1.
= zf(x)dx + £g(x)dx

Dies ist jedoch nur méglich, wenn alle Ungleichheiten schon Gleichheiten sind. Wir
haben damit also die Behauptung bewiesen.

Es sei nun A € R. Die Aussage fiir Af zeigt man fast genauso. Dies ist fiir Sie
eine Ubung. Ol

Korollar 9.1.6

Es sei f: [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion und es sei g: [a,b] —
R eine Funktion, welche sich von f nur in endlich vielen Punkten unterscheidet.
Dann ist g ebenfalls Riemann-integrierbar und es gilt

/abg(x)d:z: = /ab f(z)dz

Beweis: Wir definieren h(z) := g(x) — f(z). Bis auf endlich viele Ausnahmen gilt
dann h(z) = 0 fir € [a,b]. Ahnlich wie im Beispiel auf Seite [304| kann man
zeigen, dass h Riemann-integrierbar ist mit f h(z)dz = 0. Das Korollar folgt nun

aus Satz nachdem g=f+h. O]
Die folgende Eigenschaft wird sehr oft in diesem Kapitel benutzt:

Lemma 9.1.7
(Monotonieeigenschaft des Integrals) Es seien f,g: [a,b] = R zwei Riemann-
integrierbare Funktionen, so dass f(x) < g(x) fir alle x € [a,b]. Dann ist

/abf(ac)d:c < /abg(:v)dx.
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Beweis: Die Aussage folgt leicht aus den Definitionen, nachdem fiir jedes Intervall
le,d] in [a, b] gilt, dass

inf (f([e,d))) < inf (g(le,d)))-
Die Details sind fiir Sie eine Ubung,. O]

Lemma 9.1.8
Es seia<b<cund f: |a,c] - R eine beschrinkte Funktion. Dann gilt

/acf(ac)dx = /abf(m)dx—l-/bcf(:r)dx

wenn die beiden Integrale auf der rechten Seite existieren.

Beweis: Nach Satz existieren Folgen von Zerlegungen (Y;,),eny von [a,b] und
(Zy)nen von [b, c] gibt, so dass

UV f) = ImO(Y.f) = ff()ds
ImU(Zyf) = ImO(Zyf) = | fla)de

Fiir eine beliebige Zerlegung Y von [a, b] und eine beliebige Zerlegung Z von [b, ¢]
ist Y U Z eine Zerlegung von [a, ¢]. Es folgt sofort aus den Definitionen, dass

Uy, NH+UZ f) = UYUZY)
(+) O.f)+0(Z. ) = OV UZF)

Es folgt also, dass

S —o

f(x)dx—i—fcf(x)dx = ImU(®Y,, f) + lim U(Z,, f)

’ lim U(Y, U Z,, f) nach (x)
(
(

IN

1lim O(Y, U Zy, f)
lim O(Y,, f) + lim O(Z,, f) nach (x)

[ Fado + f (o)

Alle Ungleichheiten miissen also Gleichheiten sein und es folgt aus Satz dass

/acf(x)d;c - /abf(z)daz—k/bcf(a:)dx
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Es sei I ein Intervall und es sei f: I — R eine Funktion. Fir b < a in [
definieren wir dann

Fur a € I definieren wir zudem

Mit dieser Konvention erhalten wir nun folgendes Korollar zu Lemma

Korollar 9.1.9
Es sei I ein Intervall und es sei f: I — R eine beschrankte Funktion. Fiir
beliebige a,b,c € I gilt, dass

/acf(x)dx - /abf(x)dg;+/bcf(x)dx,

wenn alle drei Integrale existieren.

Bemerkung 9.1.1

Man kann die Aussage noch etwas verbessern: wenn zwei der drei Integrale ex-
istieren, dann existiert auch das dritte. Um dies zu beweisen miifite man dann
auch die Aussage von Lemma leicht abandern. Dies verbleibt als freiwillige
Ubungsaufgabe. &

Proof. Das Korollar folgt leicht durch “richtiges Anordnen von a, b, ¢” und Lemma
Beispielsweise, wenn b < ¢ < a, dann folgt aus Lemma [9.1.8] dass

>

flayde = ] f(@)de+ ] f(x)dz,

>0

Mithilfe der Konvention erhalten wir, dass

i@ = ] f@)iz -] fw)a,
also ist
Z‘ f(x)de = } f(x)dm—i—z Fx)de.

Die anderen Félle werden ganz analog bewiesen. Ol
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9.2 Integrabilitatskriterien

In diesem Abschnitt wollen wir verschiedene Integrabilitédtskriterien beweisen.
Beispielsweise wollen wir zeigen, dass stetige Funktionen immer integrierbar sind.
Wir werden dabei mit dem Riemannschen Integrabilitatskriterium, d.h. mit Korol-
lar E arbeiten. Zur Erinnerung, dieses besagt, dass eine beschrinkte Funktion
f: [a,b] = R genau dann integrierbar ist, wenn es zu jedem e > 0 eine Zerlegung Z
von |a, b] gibt, so dass

0Z,f)-UZf) < e

Bevor wir uns der Formulierung und den Beweisen von verschiedenen Integrabilitéts-
kriterien zuwenden, ist es also hilfreich die Differenzen O(Z, f) — U(Z, f) zwischen
Obersummen und Untersummen etwas umzuschreiben. Esseialso Z = {29, 21,..., 20}
eine Zerlegung von [a, b]. Dann kénnen wir O(Z, ) — U(Z, f) auch folgendermafen
umschreiben:

O(Z,f) = U(Z, f) < (b — a)ymax {d(f, [z, z111]) [ i = 0,...,n =1}, (9.2.1)

In der Tat haben wir

OZ,1)~U(Z,f) = 'S (snn = ) sup [zt zuna]) = 3 (s = 22)inf £ (55 3]
= E:(Zm - Zz’)(SUP f(lzi, zia]) — inff([z,-,ziﬂ]))

1=

= ZO(ZiH — %) sup {|f(90) = f(@)] ‘1’755/ = [%%’H]}-
Fiir ein Teilintervall [r, s] von [a, b] bezeichnen wir jetzt

d(f,[r,s) = sup{|f(z) = f(&)| |z, € [r, 5]}

als die maximale Differenz auf dem Teilinterval [r, s]. Mit dieser Notation gilt dann
also, dass

n—1

O(Z,f)—U(Z,f) = ZO(Zz‘H—Zi)d(fa [ziazi+1])'

Insbesondere gilt also, dass

n—1

oz, f)-UZ[f) = Z (zi+1 — 20)d(f, [z, zi1])

=0
n—1

< Y (241 — z;) max {d(f, [2iy Zit1]) ‘ i=0,...,n— 1}

=0

- (b—a)max{d(f, [zi,ziﬂ})‘izo,...,n— 1}.

Der wichtigste Satz dieses Abschnitts besagt, dass jede stetige Funktion inte-
grierbar ist in jedem kompakten Intervall. Um diesen Satz zu beweisen, brauchen
wir noch ein wichtiges Konzept, und zwar das Konzept von gleichméssiger Stetigkeit.
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9.2.1 GleichmadBige Stetigkeit

Die Definition von “gleichméfBig stetig” ist auf den ersten, und oft auch auf
den zweiten Blick verwirrend. Es sei f: D C R — R eine Funktion, die stetig in
D ist. Es sei, wie immer, Us(xg) eine offene Umgebung von xy, fiir ein § > 0. Wir
wissen, schon, dass f stetig in D ist genau dann, wenn

Vzg € D, Ve>0, 30 =0(zg,€), sodass Va € Us(xo)ND gilt |f(z)—f(xo)| <e.

Wir bemerken nochmal, dass 0 von € und (natiirlich) von xy anhdngt. Bemerken
Sie, dass wir in der urspriinglichen Definition der Stetigkeit nicht geschrieben haben,
dass ¢ von xy abhéngt. Aber wir haben zuerst die Definition der Stetigkeit von f in
einem Punkt xy gegeben (und danach gesagt, dass f stetig in D ist, falls sie stetig
in jedem Punkt zy € D ist). Deshalb hangt 6 auch von z( ab.

Vereinfacht ausgedriickt, eine Funktion f ist gleichméfig stetig, wenn “es zu
jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, das nur von € abhingt; also ein 9, welches fiir alle x,
passt”. Prazier gesagt haben wir die folgende:

Definition 9.2.1
Eine Funktion f: D — R ist gleichmafig stetig in D, wenn

Ve >0, 30 =d(e) > 0 sodass Voo € D, Vo € Us(xo)ND, gilt |f(z)—f(x)| <e€.
(9.2.2)

Es gibt sehr viele “schone Funktionen” die stetig in jedem Punkt der Defini-
tionsmenge D sind (zum Beispiel Funktionen, die C*°(D,R) sind), aber die nicht
gleichmafBig stetig sind. Zum Beispiel

Ubung 9.2.1
Beweisen Sie, dass die folgenden Funktionen nicht gleichmafig stetig in D sind:

L. f:D=(0,+00) = R, f(z) = 1.
2. f: D=(0,+00) = R, f(z) =22
[ )

Diese Funktionen sind zwar “wunderschon” (C*°(D,R)), aber nicht gleich-
méaBig stetig. Also, was ist daran falsch? Abbildung sollte versuchen, Thnen
eine Erklarung zu geben: Sobald fiir jedes € > 0 ein § gefunden wurde, das fiir
den Punkt zy funktioniert, bemerken wir, wie fiir die linke Funktion 6(z) — 0 fiir
o — 0, wihrend fir die rechte Funktion, d(x¢) — 0 fir 2o — oo. Also konnen
wir ein solches § nicht “minimieren”. In der Tat, um die gleichméaflige Stetigkeit
einer Funktion zu zeigen, wére es genug zu beweisen, dass fiir alle feste ¢ > 0,
inf{d(e, z0), o € D} =: d(e) strikt positiv ist (warum gilt diese Bemerkung?).

Was sind dann schéne Kategorien von Funktionen, die automatisch gleichméafig
stetig sind? Das wird in der folgenden Ubung erklirt:
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Figure 9.2.1

Ubung 9.2.2 1. Beweisen Sie, dass jede lipschitzstetige Funktion (siche Beispiel
5.2.1| (iv)) gleichméBig stetig ist, wobei f: D — R lipschitzstetig ist (mit
Konstanten L), falls fir alle z1,z9 € D gilt

|f(z1) = fla2)| < Llzy — xof.
2. Es sei D ein offenes Intervall und f: D — R eine differenzierbare Funktion.
Beweisen Sie, dass falls

If'(z)] <k€eRyy firalexe D,

dann ist f lipschitzstetig und deshalb (durch 1. dieser Ubung) gleichmaBig
stetig.
3. Essei f € C1(0,+00) mit lim, ,o f/(z) =1 € R und lim,_, o, f'(x) =1I' € R.

Zeigen Sie, dass f lipschitzstetig in (0, +00) ist, und deshalb gleichméfig stetig.
[ )

Néachster Satz gibt uns eine andere wichtige Kategorie von Funktionen, die
gleichméfg sind. Hier spielt die Hauptrolle die Kompaktheit der Definitionsmenge.
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Satz 9.2.1
(Satz von Heine-Cantor) Es sei f: [a,b] — R eine Funktion. Wenn f stetig
ist, dann ist f auch gleichmdf$ig stetig.

Proof. Wir werden den Satz mit einem Widerspruchsbeweis beweisen. Nehmen wir
also an, dass f nicht gleichméafig stetig ist. Was ist die Verneinung von (9.2.2)?
Dies ist:

de > 0, sodass Vd >0, Jz € [a,b] und y € [a,b] mit |z—y| < und |f(z)—f(y)| > €.

Sei also solch ein € > 0 gewédhlt. Fiir jedes § = %, n € N erhalten wir also x,,,y, €
[a, b], so dass

fr =gl <+ und [f(w) — fly)| 2 €

Da die Folge (z,,) in [a, b] liegt, die kompakt ist (da es beschréankt und abgeschlossen
ist), existiert eine Teilfolge (z,, )ren, Welche gegen ¢ € [a,b] konvergiert. Nachdem
0 < |z, —uyn| < % fir alle n € N folgt, dass auch lim;_,oc ¥n, = c¢. In der Tat,
impliziert der Einschniirungssatz, dass |z, — y,| — 0 geht. Wir kénnen nun nicht
aber sagen, dass lim, . %, = lim, 1o yn, da diese Grenzwerte nicht existieren
kénnten! Aber wir wissen, dass limy_,o 25, existiert und ist gleich c. Deshalb, da
auch |z,, — y,,| = 0 fiir & — +o00, haben wir, dass limy_,o y,, = c.

Da f stetig ist, folgt aus Satz[5.2.1| dass

tin (£ () = f) = f (Jim @) = £ (Jim o) = £ = £(0) = 0.

k—o00

Dies ist aber im Widerspruch zu der Aussage, dass |f(z,,) — f(yn,)| > € fiir alle
k. O

Nach dieser langen Vorbemerkung konnen wir jetzt endlich den wichtigsten
Satz dieses Abschnittes beweisen:

Satz 9.2.2
Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis: Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Nach dem Riemannschen Inte-
grabilitatskriterium (Korollar[9.1.3) und nach der Ungleichung (9.2.1) geniigt es zu
zeigen, dass es zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z = {z, ..., z,} gibt, so dass

(b—a)max{d(f,[zi,ziﬂ])‘i:O,...,n—1} < €

oder, so dass die dquivalente Ungleichung

€
b—a

maX{d(f,[Zi,ZiJ’_l])‘Z’ZO,...,TL_1} <
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gilt. Es sei also € > 0.
Wir miissen also eine Zerlegung vom Intervall [a, b] finden, welche so “fein” ist,
dass die maximale Differenz d(f, [z;, zi11]) auf jedem Teilintervall [z;, z;, 1] hochstens

— betrigt. Anders ausgedriickt, die z;’s miissen so eng beieinander liegen, dass

b—a
die Funktionswerte dazwischen sich nur noch um hochstens e unterscheiden kon-
nen. Eine solche Zerlegung finden wir, wenn wir uns der gleichméfligen Stetigkeit

entsinnen.

Da f stetig ist und auf dem kompakten Intervall [a, b] definiert ist, folgt aus
Satz(9.2.1| dass f gleichméBig stetig ist. Zur Erinnerung, das heif3t

_ /
n>0 6>0 z,z’ € [a,b] ’f(x) f(x )| < R

mit |z — 2’| < §

Anders ausgedriickt, es gilt

v o3 v d c,d] | <.
7’]>0 >0 Intervalle fj[ ’ ] T’
le,d] C [a, b]
mit Lange < &

Wir setzen nun n = < und wir wéhlen ein ¢ > 0 mit der obigen Eigenschaft. Die
Idee ist nun eine Zerlegung zu wéhlen, so dass das Intervall von jedem Teilintervall
[2k, zk+1] hochstens 0 betrégt.

Wir wéhlen ein n € N, so dass b_T“ < d. Wir betrachten dann die Zerlegung
Zi=a+1- b_T“ wobei ¢ = 0,...,n. Es folgt aus der obigen Ungleichung, dass wie
gewiinscht d(f, [z, 2zi11]) < =2 fiir alle i. O

n

Der folgende Satz ist auch sehr wichtig und sein Beweis ist fiir Sie eine Ubung:

Satz 9.2.3
Jede monotone, beschrinkte Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar.

Wir kehren jetzt wieder zuriick zum Studium von integrierbaren Funktionen.

Lemma 9.2.4

Es sei h: [a,b] — R eine integrierbare Funktion und es sei ¢: I — R eine
lipschitzstetige Funktion, so dass h([a,b]) C I, wobei I ein kompaktes Intervall ist.
Dann ist die Funktion ¢ o h: [a,b] — R ebenfalls integrierbar.

Proof. Es sei ¢ lipschitzstetig mit Konstante L. Wir wollen auch hier wieder mit

dem Kriterium fiir Integrierbarkeit arbeiten. Wir miissen dazu die Differenzen
O(Z,poh)—U(Z,¢ o h) abschitzen.
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Es sei nun Z = {z,...,2,} eine beliebige Zerlegung von [a,b]. Nach der
Ungleichung (9.2.1) folgt, dass

n—1

O(Z.6oh) ~U(Z,6oh) = & (21 = 2) sup{ [8(h(x)) = 6(h(w))||2," € [z, 0]

7=

< L |h(x) = h(z")]|
da ¢ Lipschitz — stetig

LS (zin1 = ) sup { Jh(z) — h(z')|
< L. <0(z, h) - U(Z, h)).

IN

r, 2 € [z, Zi-i—l]}

Wir zeigen nun mithilfe des Kriteriums, dass ¢ o f integrierbar ist. Sei also € > 0.
Nachdem f integrierbar ist, existiert eine Zerlegung Z von [a, b], so dass

0(Z,h)—U(Z,h) < <.

Es folgt aus der obigen Ungleichung, dass wie gewiinscht
O(Z,poh)-U(Z,goh) < L-; = e
O

Es ist einfach zu zeigen, dass die Funktion ¢(z) = |x| lipschitzstetig ist, mit
Konstante 1 (Ubung). Wir erhalten also folgendes Korollar zu

Korollar 9.2.5
Wenn f: [a,b] — R eine integrierbare Funktion ist, dann ist auch |f| integrier-
bar.

Wir konnen jetzt beweisen, dass das Produkt von zwei integrierbaren Funktio-
nen wiederum integrierbar ist.

Satz 9.2.6
Es seien f,g: [a,b] — R zwei integrierbare Funktionen. Dann ist die Produkt-
funktion f - g ebenfalls integrierbar.

Proof. Wir zeigen zuerst, dass das Quadrat einer integrierbaren Funktion h: [a, b] —
R wiederum integrierbar ist. Nachdem jede integrierbare Funktion per Definition
beschrankt ist, existiert ein C' € R, so dass |h(x)| < C fir alle . Mit der Hilfe von
Ubung 2. kann es leicht bewiesen werden, dass die Funktion

¢: [-C,C] — R

CL‘*—)ZL‘Q

lipschitzstetig ist. Es folgt also aus Lemma [9.2.4} dass h* = ¢ o h integrierbar ist.
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Es seien f, g: [a,b] — R zwei integrierbare Funktionen. Die Aussage des Satzes
folgt nun aus Satz[9.1.4] der obigen Aussage, und der Beobachtung, dass

frg = 5[ +e?- -]

Lemma 9.2.7
Wenn f: [a,b] — R integrierbar ist, dann gilt

[ 1@ <[5

Beweis: Aus der Tatsache, dass

—lf@) < flz) < [flo)  firallez € a0,

und aus Lemma folgt, dass

b b

~Hf@lde < [ i@ < [1f@)lds.

Es folgt also wie gewiinscht, dass | [ f(z)dz| < [°|f(x)|dz. O

Satz 9.2.8
(Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es ein & € [a,b], so

dass
1

f6) = = [ @)z

Was ist die geometrische Bedeutung dieses Satzes? Schauen Sie sich die nichsten
Abbildungen an: Es gibt ein £ € [a,b], sodass der Flacheninhalt des Rechteckes
mit Seiten (b — a) und f(§) genau des Flacheninhaltes unter dem Graph von f ist
(Abbildung ; also gibt es ein & € [a,b], sodass der rote Flacheninhalt genau
der blaue Flacheninhalt ist (Abbildung @ .

Beweis: Da f stetig ist und [a, b] kompakt ist, impliziert Korollar [5.5.2) dass f ein
Maximum M und ein Minimum m annimmt. Deshalb fiir alle z € [a, b] haben wir,
dass

m < f(x) <M.

Da m (bzw. M) konstant sind, haben wir, dass [*m dz = m(b — a) (bzw.
[P M dx = M(b — a)). Dann folgt aus Lemma|9.1.7} dass

m(b—a)—/abmdxg/abf(x)dxg/abde—M(b—a)
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Figure 9.2.2

Figure 9.2.3
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und deshalb ist

m <

bia./abf(yc)dx < M.

Da f alle Werte zwischen m und M annimt (Korollar [5.5.4), konnen wir schlieBen,
dass ein & € [a, b] existiert, sodass

fO =t [ fwr.

9.3 Der Hauptsatz der Integral- und
Differentialrechnung

In diesem Kapitel sei I durchgehend ein Intervall. Es sei f: I — R eine
Funktion, wobei I ein offenes Intervall ist.

Definition 9.3.1
Eine Stammfunktion von f ist eine differenzierbare Funktion F': I — R, so
dass F'(z) = f(x) fir alle Punkte = von I.

Wir kénnen nun einen der wichtigsten Satze der Analysis I formulieren.

Satz 9.3.1
(Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Es sei f: I — R eine stetige Funktion und es sei xg € I. Dann ist

Fla) = [ :f(t)dt,

eine Stammfunktion von f.
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Beweis: Es sei z € I ein beliebiger Punkt. Dann gilt

F’(w) — }ng(l) F(ac+h})LfF(a:)
) 1 z+h T
= lim h( J f(t)dt—!(}f(t)dt)
z+h
= lim £ | f(t)dt nach Korollar[9.1.9
—
\L,_/
= f(&p) fiirein &y, € [z, x + ],
nach dem Mittelwertsatz
der Integralrechnung
= lim f(&)
= f(lirn fh) weil f stetig
h—0
= f(z), denn aus &, € [z, x + h| folgt Illir% & = 1.
—

]

Wir haben dann bewiesen, dass jede stetige Funktion eine Stammfunktion
besitzt. Wir werden bald sehen, dass es nicht immer der Fall ist fiir Funktionen, die

nicht stetig sind (siche Satz und Beispiel [9.3.1)).

Bemerkung 9.3.1

Wir bemerken, dass wir in der Definition der Stammfunktion von f in Satz m
eine Wahl getroffen haben, und zwar haben wir zy gewéhlt. Folglich hangt F' von
T ab. Was passiert, wenn wir einen anderen Punkt wahlen? Es sei y9 € I und

G(z) == f(z)dx .
Yo
Dann konnen wir Korollar benutzen, um zu schliefen, dass

x x0 x Zo
G(x)= [ f(x)dz = flx)dx + [ f(zx)dz = f(x)dx + F(x).
Yo Yo Zo Yo
Wir bemerken, dass [, f(z)dz unabhingig von z ist und deshalb konstant. Also
haben wir bemerkt, dass die Differenze zwischen zwei Stammfunktionen einer steti-

gen Funktion immer konstant ist. Das néchste Lemma erklart, dass dies immer der
Fall ist. ¢

Lemma 9.3.2
Wenn F und G Stammfunktionen von f: I — R sind, dann ist die Funktion F — G
eine konstante Funktion.

Beweis: Es gilt (F —G)' = F'—G' = f— f =0. Es folgt nun aus Korollar 5.,
dass I' — (G eine konstante Funktion ist. O
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Warum ist dann Bemerkung nicht genug, um zu beweisen, dass G — F
konstant ist? Mit dieser Ubung wollen wir bemerken, dass die Ableitung einer
differenzierbaren Funktion nicht immer stetig ist (und deshalb kénnen wir
nicht immer annhemen, dass f = F” stetig ist: Voraussetzung, die in Lemmam
nicht benotigt ist).

Ubung 9.3.1
Es sei
0 wenn z = 0

F(x) :=

(=) {xQSin (%) wenn x # 0.

Beweisen Sie, dass F' differenzierbar in R ist und dass die Ableitung F” nicht stetig
in xg = 0 ist. A

Mit dieser Ubung haben Sie ein Beispiel einer differenzierbaren Funktion, deren
Ableitung nicht stetig in einem Punkt ist. Mit ein wenig Aufwand (der Werkzeuge
erfordert, die wir im Moment nicht haben) kann man differenzierbare Funktionen
F: I — R konstruieren, deren Ableitung jedoch auf einer “sehr grofien” Teilmenge
von [ nicht stetig ist.

Dann stellen wir uns die folgende Frage: Wenn f eine Stammfunktion zulésst,
d.h. wenn f die Ableitung einer differenzierbaren Funktion F'ist, welche notwendi-
gen Eigenschaften muss [ erfiilllen? Wir antworten teilweise diese Frage in folgen-
der:

Satz 9.3.3
(Mittelwertsatz der Ableitungen) Es sei F': (a,b) — R eine differenzierbare

Funktion und x1,x5 € (a,b). Dann nimmt F' alle Werte zwischen F'(x1) und
F'(x5) an.

Beweis: Nehmen wir an, dass F'(z1) < F'(z3) (der Fall F'(z1) > F'(z2) kann ganz
analog betrachtet werden) und es sei A, sodass F'(z1) < A < F'(x2). Wir miissen
beweisen, dass ein ¢ € (z1,x3) existiert, sodass F'(c) = \. Es sei g: (a,0) - R
die Funktion g(z) := F(x) — Ax. Dann ist ¢'(x1) = F'(z1) — A < 0 und ¢'(z2) =
F'(z3) — A > 0. Da das Vorzeichen der Ableitung von ¢ nicht konstant ist, nach
Korollar kénnen wir schlieBen, dass ¢ nicht monoton ist (also, weder monoton
steigend noch monoton fallend). Wir bemerken dazu, dass g stetig ist (warum?)
und dass die Definitionsmenge ein Intervall ist. Nach Propositionerhalten wir,
dass, da g nicht (streng) monoton in [z, x| ist, muss ¢ nicht injektiv sein. Deshalb
gibt es Punkte yy,ys € [x1, x2] sodass g(y1) = g(y2). Nehmen wir an, dass y; < y».
Dann erfullt die Funktion g: [y1,y2] — R die Hypothesen des Satzes von Rolle. Also
kénnen wir einen ¢ € (y1,y2) C (a,b) finden, sodass ¢'(c) = 0, aber ¢'(c) ist genau
F'(c) = A O
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Beispiel 9.3.1
Mit Satz kénnen wir einfach beweisen, dass die sogenannte Heaviside- Funktion

Hz) 0 wennzx <0
) =
1 wennz >0

keine Stammfunktion besitzt (da sie nicht alle Werte zwischen 0 und 1 annimmt). &

Wenn F' eine Stammfunktion von f ist, dann schreiben wir im Folgenden

/f(m)dx = F.

Diese Schreibweise ist zwar etwas problematisch, weil F' nur bis auf eine Konstante
eindeutig bestimmt ist. Aber uns ist dies im weiteren Verlauf der Vorlesung egal.
Wir nennen [ f(x)dr manchmal auch das unbestimmte Integral von f.

Satz 9.3.4
Es sei f: I — R eine stetige Funktion und F eine Stammfunktion. Dann gilt
fir alle a,b € I, dass

Der Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung besagt, dass G ebenfalls eine
Stammfunktion von f ist. Nach LemmaMeXistiert ein C € R, so dass F(x) =
G(z) +C fiir alle z € I. Per Definition ist G(b) = [° f(z)dz und G(a) = 0. Es folgt,
dass
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Aus den schon bestimmten Ableitungen erhalten wir jetzt folgende Tabelle:

Funktion Ableitung Funktion  Stammfunktion
e’ e’ e’ e’
sin(z) cos(x) cos(x) sin(x)

cos(x) — sin(x) sin(x) —cos(x)
tan(z) 70055(06) 7%5%(1) tan(z)
arctan(z) o7 a7 arctan(z)
arcsin(z) 11_562 11_902 arcsin(zx)
arccos(x) :ﬂ 11%2 — arccos(x)
— a+1
x® ar® ! ¥ a# —1 — T
In(z),z >0 1 1 In (|x|>
In(—x),x <0, 1

Aus Satz erhalten wir zudem sofort folgendes Lemma.

Lemma 9.3.5
Es seien f,g: I — R stetige Funktionen und A € R. Dann gilt

[ fx)+g(x)dz = [ f(x)dz+ [g(x)dx, sowie
S f(x)dx A f(z)de.

9.3.1 Partielle Integration

Wie wir schon im vorherigen Kapitel gesehen haben, konnen wir aus unseren
Ergebnisse iiber Ableitungen neue Aussagen iiber Stammfunktionen gewinnen. In
diesem Kapitel werden wir neue Integrationsregeln aus den Ableitungsregeln gewin-
nen.

In diesem Kapitel sei I weiterhin ein Intervall.

Satz 9.3.6
(Partielle Integration)

Es seien u,v: I — R zwei stetig diﬁerenzierbareﬂFunktionen, also u,v €
CH(I;R). Dann gilt

%Zur Erinnerung, eine Funktion f: I — R heift stetig differenzierbar, wenn f differenzierbar
ist, und wenn f’ stetig ist.
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Beweis: Aus der Produktregel der Ableitung folgt, dass

(u(z)v(z)) = ' (z)o(z) +u(z)v'(z),
also
u(@)v'(z) = (u(x)o(z)) —u'(x)v(z).
Aus Lemmaund der Definition einer Stammfunktion folgt nun, dass
Ju(x)v (z)de = u(z)v(x)— [u(z)v(x)dz.

Bemerkung 9.3.2
An welcher Stelle haben wir die Voraussetzung verwendet, dass v und v stetig dif-
ferenzierbar sind? O

Die Formel aus dem vorherigen Satz kann man auch etwas knapper wie folgt

formulieren:
/uv’daz = wu — /u’vd:p.

Mithilfe der partiellen Integration kann man also ein Integral durch ein anderes,
hoffentlich deutlich leichteres, Integral ersetzen. Die partielle Integration bietet sich
normalerweise dann an, wenn sich durch das Ableiten der Funktion u der Integrand
u'v vereinfacht. Dies ist beispielsweise oft der Fall, wenn v = 2™ oder wenn u = In(x).

Beispiel 9.3.2

1. Wir betrachten f(x) = x - cos(z). Dann gilt

/ r -cos(z)dr = «x -sin(x)—/ 1 -sin(z)dx = xsin(z) + cos(z).

2. Manchmal muss man ein Integral erst geschickt als Produkt umschreiben, um
partielle Integration erfolgreich anwenden zu kénnen. Beispielsweise ist

haVad S—~—

u v ' v

/ln(x)d:c:/ln(x)- 1 dz = In(z)- =z —/ 1.z de =In(z) z—ux
— —— —~
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9.3.2 Substitution

Das folgende Lemma folgt sofort aus der Kettenregel fiir Ableitungen.

Lemma 9.3.7
Es sei f: I — R eine stetige Funktion und es sei F' eine Stammfunktion von f. Fir
alle c,d € R gilt

/c-f(cx—i—d)d:t = F(cx +d).

Beweis: Der Beweis ist fiir Sie eine einfache Ubung. O]

Beispielsweise gilt
/2 cos(2z + 3)dx = sin(2x + 3).

Der folgende Satz ist nun eine Verallgemeinerung vom vorherigen Lemma.

Satz 9.3.8
Es sei u: [a,b] — I eine stetig differenzierbare Funktion und es sei f: I — R
eine stetige Funktion. Dann gilt

[ 1@y e = [ fyd

(a)

Beweis: Es sei F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt nach der Kettenregel fiir
Ableitungen, dass

d '
o h @) = fluz))-u'(z).

Anders ausgedriickt, F'(u(z)) ist eine Stammfunktion von f(u(x)) - u/(z). Es folgt

also aus Satz[9.3.4] dass

[ f(u(e)) - wl@)de = [P)]™ = Pb) - Fu)
u=u(b)
- Q[L‘(l;(u)}u—u(a)
= [ f(u)du.
u(a)

]

Wenn wir nur unbestimmte Integrale betrachten, dann besagt die Substitu-
tionsregel, dass

[ fu@) @iz = [ fwdu
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Beispiel 9.3.3

Wir wollen nun eine Stammfunktion von sin(z? + 3) - z finden. Die Idee ist, die
Substitution u = 2? + 3 durchzufithren. Damit wir diese Substitution durchfithren
koénnen, miissen wir allerdings sin(z? + 3) - z in die Form von

flu(@))-u'(z) = f(a®+3) 2z

bringen. Wir fithren diese Idee jetzt aus

[sin(z? +3)-xdz = § [sin(z® +3)- 2z, dr
=:u(x) =u/(x)
= [sin(u)du Substitution v = x? + 3
—1 cos(u)
= —1cos(z?+3) Riicksubstitution u = x? + 3.
)
Wir beschlieen das Kapitel iiber die Substitution mit folgendem Lemma.
Lemma 9.3.9
Es ist
1 1
/ V1—22dx = o
—1
Beweis: Wir bestimmen erst einmal eine Stammfunktion von v/1 — 2. Es ist
JVI=a2de = [(1—2%)mde
1
= 1 — sin(arcsin(z))?) - ———=dx
(1 = sin(arcsin(z))?) - =
=wu(x) \T/f()—’
= [1—sin(u)*du Substitution u(z) = arcsin(x)

= [cos?(u)du = (x).

Wir wollen jetzt eine Stammfunktion fiir cos?(u) finden, indem wir cos?(u) um-
schreiben. Wir wissen, dass

1 = sin®*(u) + cos?(u), und
cos(2u) = cos?(u) — sin?(u).

Durch Auflésen nach cos?(u) erhalten wir also, dass

cos?(u) = 3(1+ cos(2u)).
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Wir kénnen jetzt mit dem Integral oben weiterrechnen, und erhalten mithilfe von

Lemma , dass
(¥) = 2 1+4cos(2u)du = Fu+ }sin(2u).
Durch Einsetzen erhalten wir jetzt, dass

=1 . s
1 1 u=arcsin(1) 1 1 u==

/ V1—22dx = |-u+ —sin(2u) = |Zu+ - sin(2u) o _ T
2 4 u=arcsin(—1) 2 4 u=—2=x 2

r=—1 2

]

9.4 Uneigentliche Integrale

Definition 9.4.1
Es sei f: [a,b) — R eine Funktion, wobei a € R und b € R U {0}, so dass fiir
jedes a < d < b das Integral [ f(x)dz existiert. Wir definieren dann

d

[ s@yiz = vy [ sy,

und nennen es das uneigentliche Integral auf [a,b). Ganz analog definiert
man das uneigentliche Integral auf einem halb-offenen Intervall (a, b].

Es gibt also drei Moglichkeiten: entweder konvergiert das uneigentliche Integral
gegen eine reelle Zahl, oder es divergiert bestimmt gegen +oo, oder es existiert
nicht.

Beispiel 9.4.1
Es ist

00 d d
/ e Pdr = lim [ e ¥dx = lim [—e‘x} = lim(—e“+1) = 1.
Jo

0 d—o0

L]

3 Alternativ kann man eine Stammfunktion fiir cos?(x) auch geschickt mithilfe von partieller
Integration bestimmen. Genauer gesagt, es ist

J cos?(z)dx = [ cos(x) - cos(x)dx

cos(z) - sin(x) — [(—sin(z)) - sin(z)dz
cos(z) - sin(x) + [(1 — cos?(x))dx
cos(z)sin(z) + z — [ cos*(z)dz.

Wir 16sen jetzt nach [ cos?(z)dz auf, und erhalten, dass

[cos?(z)dz = i(cos(z)sin(z)+ z).
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Lemma 9.4.1
Fiir s > 1 gilt

Beweis: Es sei s > 1. Dann ist

0o d d
1 —s+1 d—s-‘rl 1 1
—dr = lim [ 7%z = lim ! = lim + = )
T8 d—o0 d=oo | —s+ 1], dwoo \ —s+1 s—1 s—1

[ 0

Definition 9.4.2

Es sei f: (a,b) — R eine Funktion, wobei a € RU {—oc0} und b € R U {00},
so dass fiir ein ¢ € (a,b) die uneigentlichen Integrale [ f(z)dx und [’ f(x)dx
existieren oder bestimmt gegen +oo divergieren. Dann definieren wir

/abf(x)dm = /ac f(z)dx + /cbf(;g)dgp7

wenn die rechte Seite definiert ist. Wir nennen dann [° f(x)dz das uneigentliche
Integral von f auf (a,b).

Man kann leicht mithilfe von Korollar zeigen, dass die Definition nicht von der
Wahl von ¢ € (a,b) abhangt.
Folgender Satz folgt sofort aus Satz und aus den Definitionen.

Satz 9.4.2
Es sei f: (a,b) — R eine stetige Funktion und F eine Stammfunktion von f.
Dann gilt

b
[ f@)dz = lim F(z) — lim F(2),

wenn die rechte Seite definiert ist.

Beispielsweise ist

o 1 . . T ™
/ ——dzr = lim arctan(z) — lim arctan(z) = — —(—=) = .
Jooo 1+ 22 T—00 T——00 2 2

4An welcher Stelle haben wir verwendet, dass s > 1?
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9.4.1 Reihen und uneigentliche Integrale

Im Folgenden werden wir noch kurz die Konvergenz von Reihen und von un-
eigentlichen Integralen in Verbindung bringen. Genauer gesagt kénnen wir nun
folgenden Satz formulieren (ohne Beweis)

Satz 9.4.3
Es sei f:[1,00) = R eine monoton fallende Funktion. Dann gilt

o
Z n) konvergiert (z)/ f(z)dx konvergiert.

n=1

Beispiel 9.4.2

Es sei s > 1. Wir hatten in Lemma [9.4.1] gezeigt, dass das uneigentliche Integral
o 1 —~dx konvergiert. Es folgt dann aus Satz angewandt auf f(z) = x—ls, dass

fur Jedes s € (1,00) die Reihe

> 1
s
n:ln

konvergiert (siche auch Beispiel [6.1.6]). &

Beispiel 9.4.3
Andererseits gilt, dass

/1 —dx = hm/ —dr = lim [ln(aj)}f = lim (In(d) —In(1)) = oc.

d—o0 d—oo d—oo

Zusammen mit Satz angewandt auf f(x) = % gibt dies einen neuen Beweis
dafiir, dass die harmonische Reihe >° % bestimmt gegen +oo divergiert. s

5Sie finden einen Beweis auf Seite 222 von Forster “Analysis 1”.
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9.5 Zusitzliche Ubungen

Ubung 9.5.1 « Es sei f : [a,b] — R ecine Riemann-integrierbare Funktion.
Zeigen Sie, dass der Grenzwert

. b—a
lim
n— oo n

S (o r )

k=1

existiert und

b—az”:f<a+kb—a)

k=1

/abf(ac)da: = lim

n—00 n
gilt.
o Essei f:]a,b] — R eine Funktion, so dass der Grenzwert

o b—a b—a
Jim TS (k)

k=1 n

existiert. Ist die Funktion f : [a,b] — R Riemann-integrierbar? Begriinden
Sie Thre Antwort.
[ )

Ubung 9.5.2
Zeigen Sie, dass die Funktion

f:10,2] = R

0 falls z €0,1],
T —
1 falls z € (1,2]

Riemann-integrierbar ist. Berechnen Sie das Integral

/02 f(z)dx .



