Prof. Dr. Silvia Sabatini Wintersemester 2015/2016

Klausur Elementare Differentialgeometrie 9CP
04.04.16, 11:30 — 14:30

Es sind keine Hilfsmittel (Skript, Taschenrechner...) erlaubt. Tduschungsversuche, auch zugunsten
anderer, filhren zum Ausschlufl von der Klausur. Taschen, Jacken und Mobiltelephone etc. sind
im Horsaal vorne zu deponieren. Wird das Mobiltelephon o.4. nicht abgegeben, so gilt dies als
Tauschungsversuch.

Begriinden Sie stets Thre Antworten. Antworten ohne Begriindung liefern keine Punkte.

Die Aufgaben sind auf den entsprechenden Bléttern (einschlielich Riickseite) zu bearbeiten.
Falls Sie die am Ende angehefteten Leerseiten benutzen, machen Sie bitte einen Verweis bei der
jeweiligen Aufgabe. Die Notizzettel konnen nicht mit abgegeben werden. Verwenden Sie aus-
schlieBlich schwarze oder blaue Tinte/Kugelschreiber.

Die Klausur umfafit 4 Aufgaben.

Name : Matrikelnummer :

Studiengang :

Unterschrift

Den unteren Teil dieses Blattes nicht beschriften !
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3

Gesamt :




Aufgabe 1. (446 Punkte)

Seien a > 0 und 3 : R — R? die parametrisierte Kurve

2a cos(t) + acos(2t)

B(t) = < 2asin(t) — asin(2t) ) '

a) Fir welche ¢ € R ist die Kurve regular ?
b) Berechnen Sie die Bogenlinge der Kurve 3 von $(0) bis 5(3).



Losung 1.

a) Wir berechnen
iy — sin(t) — sin(2t)
Alt) = 2a ( cos(t) — cos(2t) ) ’
und

181)] = 4a? (sin®(¢) + 2sin(¢) sin(2¢) + sin®(2t) + cos®(t) — 2 cos(t) cos(2t) + cos”(2t))

_ 8a2 (1 N (eit _ efit)(em't _ 672@'1‘,) B (eit + efit)(e%t + e2z’t)>
—4 1

3it | ,—3it
= 8a* (1 — %) = 8a* (1 — cos(3t)).

Die Kurve f8 is regulér falls 1 — cos(3t) # 0 und das ist falls ¢ # 22* fiir k € Z.
b) Wir berechnen

- /03||B(t)||dt - \/éa/;’ /T — cos(3t)dt

1 — cos(u)

f“/ 1/2sm

4a
:3( 2 cos(u/2)) |0—§.




Aufgabe 2. (545 Punkte)

Sei o : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve mit nirgends versch-
windender Krimmung. Erinneren Sie sich an die Frenet-Gleichungen fiir das begleitende

Dreibein der Kurve « :

Sei F': I x R — R3 definiert durch

F(s,¢) = a(s) + r( cos(p) n(s) + sin(p) b(s)), wobei r > 0.
a) Zeigen Sie, falls 0 < r < ﬁ, dass D) F' Rang 2 hat.
b) Falls wir die Definitionsmenge der Funktion F' geeignet einschrinken, ist das Bild

von F' eine Flache S. Zeigen Sie, dass

N(s,¢) = —(cos(p) n(s) + sin(p) b(s))

ein Einheitsnormalenfeld auf S definiert.



Losung 2.

a) Wir berechnen

%_Z(S’ ) = v(s) + r(cos(p)n(s) + 7(s) sin(go)é(s))

— (1 — re(s) cos(9)) v(s) — r7(s) sin(i2) n(s) + r(s) cos(i2) b(s).
Hier haben wir die Frenet-Gleichungen benutzt. Und

g_i(s, ¢) = —rsinn(s) + rcos(p) b(s).

Wir sehen, das in der basis {v(s), n(s), b(s)} die Abbildung D, F geschrieben
werden kann als,

1 —rk(s) cos(p) 0
D) F' = —r7(s)sin(p)  —rsin(yp)
r7(s) cos(p) rcos(p)

Wir sehen das die matrix rang zwei hat falls die komponent des ersten Vektors nicht

null is (da die zweite Vektor nimmer gleich Null ist und erste komponent null). Aber

das ist so falls r < ——

k(s)"
b) Wir berechnen

o §—§<s,¢> — —rsin(p)(L — ra(s) cos(p)) u(s) X n(s) — rr(s) cos(e) sin(i) b(s) x n(s)

+ 1 cos(i2) (1 = w(s) cos(i2)) u(s) x b(s) — r*7(s) cos(p) sin(i) n(s) x b(s)
— —r(1 — ri(s) cos(¢)) (cos(i2) n(s) + sin(p) b(s)).

Hier haben wir benutzt dass v(s) x n(s) = b(s) und v(s) x b(s) = —n(s). Norma-
lisieren wir dieses Vektorfeld denn kriegen wir V.



Aufgabe 3. (6+4+5 Punkte)

Eine nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve a: I — R3 ist eine Helix, falls die
Tangenten &(s) an die Kurve einen konstanten Winkel mit einem festen Einheitsvektor
einschliefen, d.h. es gibt V € R3, sodass (&(s), V) = cos(f) # 0 fiir einen festen 6.
a) Sei «v eine Helix mit nicht verschwindender Kriimmung und Torsion, und sei {v, n, b}
das begleitende Dreibein. Zeigen Sie, dass fgjg = tan(0).

(Hinweis : Berechnen Sie (n, V), und benutzten Sie die Frenet-Gleichungen.)

b) Sei ¢ : R — R eine glatte Funktion und a,b > 0 und ¢ = v/a? + b2. Zeigen Sie, dass
die Kurve a : (0,00) — R? definiert durch

eine Helix ist.

¢) Nehmen Sie an, dass ¢ so gewahlt ist, dass die Kriimmung und Torsion von « nicht

verschwinden. Zeigen Sie, dass jgz; =2




Losung 3.

a) Wir haben dass (&(s), V) = cos(f) is konstant. Denn

d
£<a(5)’ V) 0,
sodass
(n(s),V) = 0.
Wir sehen das V' = cos(0)uv(s)+sin(0)b(S), d.h. (b(s), V) = sin(d). Und differentieren
wir weiter

0= <ﬂ(8>’ V)> = _H(8)<2(8)7 V) + T(S><Z_7<S)7 V>

:EE; = tan(6).

0 % sin(¢(s)) 0
<d%a(8)’ ( : )><( £ cos((s) ) , ( g )>be

b

Cc

Wir sehen das

c¢) Da 6 = arccos(2), und ¢* = a* 4+ b* haben wir dass sinf = ¢, sodass

SalBS

—+
Q
=
<>
I
I
SIS
I



Aufgabe 4. (343444243 Punkte)

Seien U C R? eine offene Menge, und F' : U — R3 definiert durch

3
u—“g+uv2

Flu,v) = | v—% 4w’

UQ—UQ

Nehmen Sie an, dass U so gewahlt ist, dass I’ eine Flache S parametrisiert.
a) Berechnen Sie die erste Fundamentalform.

b) Zeigen Sie, dass
—2u
2v
1 —u?—0?

1
14 ur40?

ein Einheitsnormalenfeld auf S ist. Das Einheitsnormalenfeld N orientiert die Flache

S.

c¢) Berechnen Sie die Weingartenabbildung der orientierten Flache beziiglich der Basis
OF OF

%(U, 'U), %(U, U)}

d) Berechnen Sie die Gauss- und mittlere Kriilmmung der Fliche in F(u,v).

e) Berechnen Sie I'l,,.



Losung 4.

a) Wir berechnen

1 — w2+ 2 2uv
F or
a—(u, v) = 2vu : —(u,v) = | 1 -0 +u?
Ju 5 ov _9
u v
Sodass
oF oF (2202 2 2y _ 2, oo _ OF oF
<au (u,v), ou (U,U)) - (]' u v ) +4u (1+U ) - (]_+U tv ) - <8'U (U,U), v <u7 U)>

und (%5 (u,v), 2 (u, v)) = 0. Wir sehen

’ Qv
( (1 +u? +v?)? 0 )

+u“+v
0 (1 2 2)2
b)
—2u
oF OF
—(u,v) X —(u,v) = (1 +u®+v?) 2v
8u 81} 1 U2 . 'U2
Es folgt, dass
N SEw) x B (u) 1 o
= = v
ein Einheitsnormalenfeld ist.
¢) Wir berechnen
ON 2 1 —u’+o° 2 9F
-0 - = 9 - = 7
2uv
ON 2 2 oF
- - = 1 2 .2 - - =
ov (u, ) (1 4 u? + v?)? —H_LQU Y (14 u?+v2)2 dv (u, )
Sodass
R 0
Wp — —dN — ( (1+’U,O+U ) Ly )
(14+u2+v2)2
d) Wir haben K = det W und H = %SpurW, sodass
—4
K=—— H=0.
(1+u?+0v2)4
e) Da g;; diagonal ist haben wir I'}, = 16" (—0,uu) = ﬁ



