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Definition 8.1.3

Es sei I ein offenes Intervall und f: I — R eine Funktion, die differenzierbar
in I ist. Nehmen wir an, dass f': I — R wieder differenzierbar in I ist. Dann
heiit f zweimal differenzierbar und die Funktion

f'*1-R fz):=(f)(z)

wird zweite Ableitung genannt.
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Definition 8.2.1
Es sei I C R eine nichtleere Teilmenge von R, f: I — R eine Funktion und
Ty € i:

o 1 ist ein globales Maximum von f in I, falls f(zo) > f(z) fir alle
zel;

o ¢ ist ein globales Minimum von f in I, falls f(z,) < f(z) fir alle
zel;

» 1 ist ein lokales Maximum von f, falls eine Umgebung Uj(z¢) existiert,
sodass f(zy) > f(z) fiir alle z € Us(zq) N I;

» 1 ist ein lokales Minimum von f, falls eine Umgebung Us(z) existiert,
sodass f(zy) < f(z) fiir alle z € Us(zq) N I;

Lokale bzw. globale Maxima oder Minima werden lokale bzw. globale Ex-
trema genannt.
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Satz 8.2.1
(Satz von Fermat) Es sei f: I — R eine Funktion und nehmen wir an, dass

o ein Fxtremum ist. Wenn
(i) zo ein innerer Punkt von I ist und
(ii) f'(xq) existiert,

dann muss f'(z¢) = 0 sein.
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Lemma 8.2.2
Es sei h: I — R eine Funktion und zy ein Hdaufungspunkt von I C R. Dann
existiert lim,_,,, h(z) genau dann, wenn lim,_, h(z) und lim_ 2 h(z) ezistieren
und sie gleich sind. In diesem Fall gilt

lim h(z) = lim h(z) = lim h(z).
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Satz 8.2.3
Es sei h,g: I — R zwei Funktionen und zy ein Hdaufungspunkt von I.

e Nehmen wir an, dass die Grenzwerte lim,_,,, h(z) und lim,_,,, g(z) ez-
istieren. Falls ein § > 0 existiert, so dass

h(z) < g(z) fir alle z € (xg—9d,z9+48), dann ist lim h(z) < lim g(z).

T—T0 T—T0

e Nehmen wir an, dass die Grenzwerte lim,_, - h(z) undlim,_, .- g(z) (bzw.
lim,_,,+ h(z) und lim,_, .+ g(z)) existieren.
Falls ein § > 0 existiert, so dass

h(z) < g(z) fir alle z € (xg — d,20) dann ist lim h(z) < lim g(z)

I—)IO I—)IO

(bzw. falls ein 6 > 0 existiert, sodass

h(z) < g(z) fir alle z € (xo,z0+ 6) dann ist 1im+ h(z) < 1im+ g(z).)
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Satz 8.2.1

(Satz von Fermat) Es sei f: I — R eine Funktion und nehmen wir an, dass
o ein Extremum ist. Wenn

(i) zo ein innerer Punkt von I ist und
(ii) f'(xo) existiert,

dann muss f'(zy) = 0 sein.
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Definition 8.2.2

Es sei f: I — R eine Funktion und zy € I ein innerer Punkt von I. Nehmen
wir an, dass f differenzierbar in z, ist, und dass f’(zo) = 0. Dann wird z, ein
kritischer oder stationdrer Punkt von f genannt.
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Satz 8.2.4
(Satz von Rolle)
Es sei f: [a,b] = R eine Funktion, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) f:[a,b] = R ist stetig;
(it) f ist differenzierbar in (a,b);
(i) f(a) = f(b).
Dann gibt es ein c € (a,b), sodass f'(c) = 0.
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Satz 8.2.5
(Satz von Cauchy - Der Mittelwertsatz I) Es seien f: [a,b] — R zwei
Funktionen, die die folgenden Bedingungen erfillen:

(i) f und g sind stetig in [a, b];
(ii) f und g sind differenzierbar in (a,b).

Dann ezistiert ein ¢ € (a,b), sodass

F®) — F(@)]g(0) = [9(®) — 9(@)f'(0). & (8.25)
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Muformudierng (Sohr von Concly )

Es seien f/g{a, b] — R zwei Funktionen, die die folgenden Bedingungen erfiillen:
(i) f und g sind stetig in [a, b];
(ii) f und g sind differenzierbar in (a, b);
(iii) ¢'(z) # 0 fiir alle z € (a, b).
Dann existiert ein ¢ € (a, b), sodass

£6) = (@) _ £1(c)
90 —g@) ~ ¢(0)

(8.2.6)

Satz 8.2.6
(Satz von Lagrange - Mittelwertsatz II)
Es sei f: [a,b] — R eine Funktion, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) f:[a,b] = R ist stetig;
(ii) f ist differenzierbar in (a,b).

Dann gibt es ein ¢ € (a,b), sodass

> ff (c) = ( (8.2.7)
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