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Korollar 8.2.7FEs sei f: (a,b) — R eine Funktion, die differenzierbar in (a,b)

18t.
=
f'(x) >0 fir alle x € (a,b ?} f monoton wachsend;

f'(x) <0 fir alle x € (a,b) <= [ monoton fallend;

f'(x) <0 fiir alle x € (a,b

(z) (a,b)
(z) (a,b)

f(x) >0 fir alle z € (a,b) = [ streng monoton wachsend;
(z) (a,b) == f streng monoton fallend;
(z) (a,b)

f'(x) =0 fiir alle x € (a,b) < f konstant in (a,b) ist.
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Proposition 8.2.8
Es sei f: (a,b) — R differenzierbar und z, € (a,b) mit f'(zo) = 0. Wenn eine
Umgebung U = (zo — 6,z + 8) von z, ezistiert, so dass f'(z) > 0 (bzw. f'(z) <0)

fiir alle z € (zg — d,z9) und f'(z) <0 (bzw. f'(z) > 0) fiir alle x € (zo,zo + 9),

dann ist xo ein lokales Mazimum (bzw. ein lokales Minimum).
b
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Definition 8.3.1
Es seien f und g zwei Funktionen, f,g: I — R, mit x; Haufungspunkt fiir 7.
Es sei g(z) # 0 in I\ {zo}. Dann sagen wir, dass

i) _

f(z) =o(g(z)) firz -+ zy, wenn lim ——=0.
T—IT( g(x)

Ahnlich, falls existiert N > 0, sodass g(z) # 0 fiir alle z > N (bzw. g(z) # 0
fir alle z < N), dann

=o(g(z)) fir z 00, wenn im@=
f(.’E)— (g( )) f —FiE ) ILioog(:z;) 0.

Das Symbol “0” ist ein sogenanntes Landau-Symbol, und lautet “klein o”.
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Lemma 8.3.1

Es sei I ein offenes Intervall und f: I — R eine Funktion, die in xo € I differen-

zierbar ist. Dann gibt es genau ein Polynom ersten Grades T\(z) = ag + a)(z — xp),
sodass

f(z) = Ti(z) = o(z — zy) fiirz — xo (8.3.1)
und zwar (8.3.1) gilt genau dann, wenn ag = f(xo) und a, = f'(zo).
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Definition 8.3.2
Es sei I ein offenes Intervall, f: I —+ R und z, € I. Nehmen wir an, dass f
n-mal differenzierbar in z; ist, fiir ein n € N. Das n-te Taylorpolynom von f
bei zy ist definiert durch

%,

Ta(z)=)_ T — xo)".

h=0

Wenn zy = 0 wird 7),(z) auch n-te Mac Laurin-Polynom genannt.

Definition 8.3.3

Es seien I ein offenes Intervall, f,g: I — R zwei Funktionen und z, € I ein
Punkt, in dem f*)(z) und g(*)(z,) existieren, fiir alle 0 < k < n. Dann haben
f und g eine Beriihrung n-ter Ordnung in z;, falls

f(k)(a:o) — g(")(:co) firalle 0 <k <n.

Proposition 8.3.2

Es sei I ein offenes Intervall, zo € I und f: I — R eine Funktion, die n-Mal
differenzierbar in xq ist. Dann ist T, (z) das einzige Polynom, sodass f und T, eine
Beriihrung n-ter Ordnung in z, haben.
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Satz 8.3.4

(Satz von Taylor)

Es sei I ein offenes Intervall und f: I — R eine Funktion, die n-Mal differen-
zierbar in I ist. Es sei xg € I. Dann

R,(z) = f(z) — Tn(z) = o((x — zo)") fiir x — =z (Peano-Restglied)
(8.3.6)

Lemma 8.3.5
Es sei f: [zo,2] = R eine stetige Funktion, die in (zg,z) differenzierbar ist. Es sei
n € Nog. Dann gibt es fir jedes x € (zg,2) ein € = £(x), sodass

flx) = flzo) _  f(§)

(T — zo)" n(€ —zo)" !
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Satz 8.3.6
Es sei f: (a,b) — R eine Funktion, die (n + 1)-Mal differenzierbar ist und
xo € (a,b). Dann fir alle z € (a,b), gibt es ein ¢ zwischen zy und x, sodass

A ©

R.(z) = mT 1) (x —z0)""™" (Lagrange-Restglied) (8.3.11)
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