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Satz 9.1.2

FEine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R ist genau dann integrierbar, wenn es
eine Folge von Zerlegungen (Z,)nen von [a,b] gibt, so dass

J;I{EOU(Z,,, f) = ,}LIEOO(me)

Zudem, wenn es eine solche Folge von Zerlegungen gibt, dann gilt

[f@)ds = JimOZ, )

Korollar 9.1.3
(Riemannsches Integrabilitatskriterium)
Es sei f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Die Funktion f ist genau

dann integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerleqgung Z von [a,b] gibt, so
dass

O(Z,f)-U(Z,f) < e
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Satz 9.1.4

Es seien f,g: [a,b] — R integrierbare Funktionen und A € R. Dann sind auch
die Funktionen f + g und X - f integrierbar und es gilt

afbf(x) + g(z)dx = ff(z)dr +fg(r)da:

fA-f@)e = A} fla)de
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Lemma 9.1.5
Fiir jede Zerlequng Z von |a,b| gilt, dass

UZ,f)+U(Z,g9) < UZ f+9)
sowie

O(Z,f+g) < O(Zf)+0(Z,g).
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Korollar 9.1.6

Es sei f: [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion und es sei g: [a,b] —
R eine Funktion, welche sich von f nur in endlich vielen Punkten unterscheidet.
Dann st g ebenfalls Riemann-integrierbar und es gilt

/a ’ g(a)dz = / " fa)da
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Lemma 9.1.7
(Monotonieeigenschaft des Integrals) Es scien f,g: |a,b] — R zwei Riemann-
integrierbare Funktionen, so dass f(z) < g(z) fir alle z € [a,b]. Dann ist

/abf(x)dz = /ab g(z)dz
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Lemma 9.1.8
Esseia<b<cund f: [a,c] - R eine beschrinkte Funktion. Dann gilt

/: f(z)dz = / z)dz + /
wenn die beiden Integrale auf der rechten Seite existieren.
Bows 4
b
Setr 942 @+ f\ﬂmob > 3 (Vo) 2R o
EO«xb:(
Liow U (Yo, £) = O &% 4) j@ooou

N>R NoQ

’ ;§+CA7QLX3>J(%> 2{4—@ Vou CE C,j
me 0 (2 4)- Qs O (2 §> f\usgl,x

N DA V\"éfrda

Bk %} &%n:

> \{ U% Zu—Q@W\Jw [, Cj

o U (a2, ) 2 (o U £)
28( 0 ) = (# J%%T/Q




Zx boweipat
Lo M, G0 D8 4o (Vv ) =

e
o)

é@JM)M LL@M
1 j Lo d = f]\ -
f\?ﬁx)bhkjf/oc)olﬂ( = Loy U £) +
*3:“:;0& ) = Vo2, D) <
< o (07 A) = #X%(\eﬁ £

e T2 D = f e ds ﬁ‘f&w@

N—>4+c0

L—T




Wir {)Mlhw ybﬁ(x)dx %ku& AT WCQOQ/‘)
o

ozb [g\\\f’]
o Fallla EB,Q@Q&X BZNa (@<\o>/
Q

/
%n‘wm Wi

() J/@i’lu)o\m e ffig(:x) AN +§kr b>aq,

Korollar 9.1.9

Es sei I ein Intervall und es sei f: I — R eine beschrinkte Funktion. Fir
beliebige a,b,c € I gilt, dass

—

[ 1@z = [ f@dz+ [ fa)d

wenn alle drei Integrale existieren.
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Definition 9.2.1
Eine Funktion f: D — R ist gleichmaflig stetig in D, wenn

Ve >0, 30 =d(e) > 0 sodass Vzo € D, Vz € Us(zo)ND, gilt |f(z)—f(zo)| < €.
(9.2.2)

Ubung 9.2.2 1. Beweisen Sie, dass jede lipschitzstetige Funktion (siehe Beispiel
5.2.1| (iv)) gleichmaBig stetig ist, wobei f: D — R lipschitzstetig ist (mit
Konstanten L), falls fiir alle z,, 2z, € D gilt

|f(z1) = f(z2)| < L|zy — x|

2. Es sei D ein offenes Intervall und f: D — R eine differenzierbare Funktion.
Beweisen Sie, dass falls

|f'(z)] <k €Rsp firallez € D,

dann ist f lipschitzstetig und deshalb (durch 1. dieser Ubung) gleichmiBig
stetig.

3. Es sei f € C'(0,+00) mit lim, ,o f’(z) = € R und lim, ,,, f'(z) = € R.
Zeigen Sie, dass f lipschitzstetig in (0, +00) ist, und deshalb gleichméSBig stetig.
&




Satz 9.2.1

(Satz von Heine-Cantor) Es sei f: [a,b] — R eine Funktion. Wenn f stetig
ist, dann ist f auch gleichmdfig stetig.
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Satz 9.2.2
Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar.
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