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Topologie: Ubungsblatt 4

Diese Ubungen miissen bis spétestens 16 Uhr Donnerstag 12.5.2016 in den Briefkasten im
studentischen Arbeitsraum des MI (3. Stock) abgegeben werden. Schreiben Sie Thren
Namen, Thre Matrikelnummer und Thre Ubungsgruppe auf Thre Abgabe und tackern Sie
alles zusammen.

Aufgabe 1. (5 Punkte)

Betrachten Sie R mit Euklidischer Topologie £ und ~ der Aquivalenzrelation gegeben
durch
T~y <E=ucv—yel.

Beweisen Sie, dass (R/ ~, &;) kompakt ist.
(Sie diirfen natiirlich nicht benutzten, dass (R/ ~, &;) homoémorph zu (S, Eg) ist!)

Aufgabe 2. (149 Punkte)

Betrachten Sie X = [0,1] x [0,1] ¢ R? mit der Aquivalenzrelation ~ auf X gegeben
durch

P~Q: < P=Q oder

P = (z,a) und Q = (z,b), x € [0,1] und {a,b} ={0,1} oder
P = (a,y) und Q = (b,y), y € [0,1] und {a,b} = {0,1} oder
P =1(0,0) und Q = (1,1) oder

P =1(0,1) und Q = (1,0)

Wir betrachten den Quotientenraum (X/ ~, &), wobei &, die Quotiententopologie ist,
induziert von der (Teilraum) euklidischen £ Topologie auf X.

Es sei T := S' x S' = {(@1,29,23,24) € R* | 22 + 2% = 23 + 22 = 1} C R* mit
Teilraumtopologie £ induziert von der Euklidischen Topologie auf R* und

~ 2

T = {(y1,y2,y3) € R | (x/y%—i—yg — 2) +y3 = 1} C R® mit Teilraumtopologie &5
induziert von der Euklidischen Topologie auf R3.



a) Skizzieren Sie die Teilmenge T.

b) Beweisen Sie, dass die topologischen Réume (X/ ~, &), (T, Er) und (T, &) homGomorph
sind.

(Hinweis : Betrachten Sie die Abbildung f: R* — R3 definiert als
f(x1, @9, 23, 04) = (21 + 2)23, (21 + 2) 24, T2).

Was ist das Bild von T'7)

Aufgabe 3. (5410 Punkte)

Sei (X, T) ein topologischer Raum. Wir definieren die Diagonale Axyy von X in X x X
durch
AXXX = {(.I',$) Cc X x X}

a) Zeigen Sie, dass (X, T) Hausdorffsch ist, genau dann wenn Ay y abgeschlossen in
X x X ist.

Sei (X,7) Hausdorffsch und ~ eine Aquavilenzrelation auf X. Nehmen Sie an, dass die
Abbildung
T (X, T) = (X/ ~,Tr)

offen ist, wobei T, die Quotiententopologie ist. Sei M. C X x X definiert durch
M. ={(z,y) € X x X[z ~y}.

Eine Aquivalenzrelation ist dasselbe wie eine Menge M., mit den Eigenschaften : Ay x C
M. und (z,y) € M. = (y,z) € M. und (x,y),(y,2) € M. = (z,2) € M..

b) Zeigen Sie, dass (X/ ~, T,) Hausdorffsch ist, genau dann wenn M. abgeschlossen ist.

Aufgabe 4. (248 Punkte)

Sei ~ die Aquivalenzrelation auf R definiert durch
r~y <= xr—yeQ

a) Ist R/ ~ Hausdorffsch ?
b) Beschreiben Sie die Topologie auf R/ ~ explizit.



Aufgabe 5. (1+4+5 Punkte)

Sei ~ die Aquivalenzrelation auf R definiert durch
T~y =S T=y oder x,y €7

Betrachten Sie den topologischen Raum (R/ ~, &), wobei £ die euklidische Topologie auf
R ist. Definieren Sie

1\? 1
H::UKn mit Kn:{(x,y)eRﬂ(x—ﬁ) —l—yQIE}

neN

Wir geben H die induzierte Teilraum Topologie T falls Unterraum von (R?, £).
a) Skizzieren Sie den Raum H.
b) Ist (R/ ~, &;) kompakt ? Hausdorff ?
c) Ist (R/ ~, &) hombomorph zu (H,T)?



