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Aufgabe 1.1 (0 Punkte). Bringen Sie die Gleichungssysteme

3]71 — 533'2 — 21’3 =0 6.1'1 — 51’2 = 14
a) ry + 922 — x3 = 0, b) 2v1 + x93 — 3x3 = 0 |
201 + 4dx9 — Tx3 = 0 4dr; + 219 — 63 = 1
1 . 4.2?2 + 2333 — 10 —2I‘1 + 4272 + 61‘3 = 1
c) {3 _ n _ s d) ) - x3 = 1.
1 2 T3 = -1 + 239 + Hz3 = 1

in Zeilenstufenform. Welche der Systeme a)-d) haben Losungen? Berechen Sie die
Menge der Losungen.

Aufgabe 1.2 (0 Punkte). Seit € R und betrachten Sie das lineare Gleichungssystem

6(L’1 — 21‘2 =1
35(71 + (2—t)£(]2 = 6

Berechnen Sie alle t € R wofiir das System Losungen hat, und geben Sie die Losungen
an.

Aufgabe 1.3 (0 Punkte). Sei

1121 + a19T9 + -+ - + a1y =0
a21%1 + Q999 + -+ - + a9y, =0
U121 + Qa2 + -+ App®n =0

ein homogenes lineares Gleichungssystem mit Menge der Losungen Y. Zeigen Sie,
dass firr alle x = (z1,...,2,),y = (y1,...,%,) € ¥o und s,t € R gilt, dass sz +ty €
3.

Aufgabe 1.4 (0 Punkte). Sei

a11x1 + a1 + - -+ + a1pTy = bl
21X + A99T9 + - + A9 Ty, = b2
Am1T1 + A2l + - + Ty = bm

ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit Menge der Losungen >. Nehmen Sie
an, dass a;;,b; € Z fir jede 1 <7 <mund 1 < j < n. Gilt dass ¥ C Z"? Zeigen Sie
dass, oder geben Sie eine Gegenbeispiel von m,n € N und a;;,b; € Z sodass ¥ ¢ Z".
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Aufgabe 1.5 (20 Punkte). Welche der Gleichungssysteme

3r17 — drey 4+ x3 =1 ry — 4dxy — 63 = 0
a) ry — Try + 2x3 = 0 b) 2r1 + bry — w3 = 0
3x1 + 1llwey — 423 = 5 5c7 — 2x9 + x3 = 0
T - 5{23'2 + 41’3 + x4 =7
0) 20c¢ + 9 — 3x3 — x4 = 1
3.1'1 — 41’2 + X3 — 5£C4 =0
T + X9 + X3 + x4 = 1

haben Losungen? Benutzen Sie den Gauf-Jordan-Algorithmus um die Menge der
Losungen zu berechnen.

Aufgabe 1.6 (10 Punkte). Sei

r + vy + z =1
r 4+ 2y — z = 2
ein Gleichungsystem.

a) Betrachten Sie z = ¢t € R als Parameter und benutzen Sie den Gaufl-Jordan-
Algorthmus um das System zu l6sen.

b) Betrachten Sie x = s € R als Parameter und benutzen Sie den Gauf-Jordan-
Algorithmus um das System zu 16sen.

c) Zeigen Sie das die Menge der Losungen in a) und b) dieselbe sind.

Aufmerkung: der Gauf-Jordan-Algorithmus ¢ibt keine eindeutige Zeilenstufenform.
Diese aufgabe macht das explizit.

Aufgabe 1.7 (10 Punkte). Beantworten Sie die Fragen in “Fragen und Vertiefung
1.3.2”7 auf Seite 10 der Notitzen des Kurses.
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Aufgabe 2.1 (10 Punkte). Seien A und C' die Matrizen

5 1 -2 -3 —4
A=|2 -3 , C=| 3 2 2 |.
T 11 5 0 3

Finden Sie die (3 x 3)-Matrix B, sodass gilt

=N O

2A+ 3B =2C.

Aufgabe 2.2 (10 Punkte). Seien A, B und C' die Matrizen

2 1
5 1 0 -1 2
A—<2 _32>, B((1)07) und C_<O _1>.

Zeigen Sie explizit, dass (AB)C = A(BC).

Aufgabe 2.3 (5+5 Punkte). Seien A € M,,,(R), B,C € M, ,(R) und k € R.
Zeigen Sie, dass gilt

a) A(B+C) = AB + AC;
b) A(kB) = k(AB) = (kA)B;

Aufgabe 2.4 (5+5 Punkte). Fiir eine Matrix A € M, (R) schreiben wir A* =

AA.. A
—_—
k—Mal
. 11 -
a) Sei A= 01 ) Berechnen Sie A”.

cos(t) —sin(t)

b) Seit € Rund B = ( sin(t)  cos(t)

). Zeigen Sie, dass B* = < cos(kt)  — sin(kt) )

sin(kt)  cos(kt)

—2

Aufgabe 2.5 (10 Punkte). Sei A = ( 0

? ) Berechnen Sie A~!, d.h. die ein-

deutige Matrix A~! € My(R), sodass gilt A™'A = AA™" = < (1) (1) )

Aufgabe 2.6 (10 Punkte). Seien A, B € M,,,(R) und C € M, ,(R). Zeigen Sie,
dass
(A =cTAT  und  (A+ B)' = AT + BT,
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Aufgabe 2.7 (2444143 Punkte).

a) Sei A € M,(R). Zeigen Sie, dass A + AT eine symmetrische Matrix ist und
dass A — AT eine antisymmetrische Matrix ist.

b) Sei A € M,(R). Zeigen Sie, dass es eine eindeutige symmetrische Matrix B €
M, (R) und eine eindeutige antisymmetrische Matrix C' € M, (R) gibt, sodass
gilt

A=B+C.

c) Seien A, B € M, (R) antisymmetrische Matrizen. Zeigen Sie, dass A + B anti-
symmetrisch ist.

d) Seien A, B € M,(R) antisymmetrische Matrizen. Ist AB antisymmetrisch?
Symmetrisch?

Aufgabe 2.8 (5+5 Punkte).

a) Es sei A € M,(R) eine invertierbare Matrix. Zeigen Sie, dass AT invertierbar
ist, und dass

(AT)—I — (A—l)T )
b) Betrachten Sie die Menge der orthogonalen Martizen, definiert als
O(n) :={A € M,(R)| AAT = ATA =1,}.

Zeigen Sie, dass alle orthogonale Matrizen invertierbar sind, und dass fiir alle
A, B € O(n), A~' und AB orthogonal sind.

a b

Aufgabe 2.9 (10 Punkte). Sei A := ( . d ) € O(2). Zeigen Sie, dass

A+ =c+d* =1, ac+bd =0 und ad — bc = £1
gilt.

Aufgabe 2.10 (5+5 Punkte). Sei n € N mit n > 1. Sei A € M, (R) eine Matrix
mit koeffizienten a; ;.

a) Nehmen Sie an, dass zwei Zeilen von A dieselbe sind. Also, es 1 <h #k <n
gibt, sodass ay; = ay; fiir alle j = 1,...,n. Zeigen Sie, dass A nicht invertierbar
ist.

b) Nehmen Sie an, dass zwei Spalten von A dieselbe sind. Also,es 1 < h#k <n
gibt, sodass a;, = aj fiir alle j = 1,...,n. Zeigen Sie, dass A nicht invertierbar
ist.
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Aufgabe 2.11 (10 Punkte). Seien A € R, m € Nund 1 < i # j < m. Die Typ-3
Elementarmatrix Ej7(A) ist definiert als die quadratische m x m-Matrix, deren Zeilen
gegeben sind durch 6y, ...,8,-1,0; + A6, 0i11,...0;,...,0,. Sehen Sie auch Absatz
2.2.3 der Notitzen. Zeigen Sie, dass

Aufgabe 2.12 (946 Punkte). Seien A, B, C die Matrizen

-2 1 b ? 150 (1) ?
A:( ) _3>, B= —03 61 g) wmd C=| | . o
-3 -10 -1 6

a) Zeigen Sie, dass A, B und C' invertierbar sind und berechnen Sie die Inversen.

b) Schreiben Sie A, B und C' als Produkte von Elementarmatrizen.
Aufgabe 2.13 (10 Punkte). Beweisen Sie Proposition 2.2.4 (Seite 35) der Notizen.

Aufgabe 2.14 (5 Punkte). Sei A eine quadratische Matrix in der eine ganze Zeile
oder eine ganze Spalte gleich null ist. Zeigen Sie, dass A nicht invertierbar ist.

Aufgabe 2.15 (5+5+5+5 Punkte). Es sei £4 die Abbildung (2.2.4), die wir in
Abschnitt 2.2.2 der Notizen definiert haben, wobei A, B € M, (R).

a) Nehmen wir an, dass es A und B gibt, sodass
,CAO,CB:,CBO,CA (2.0.1)

Beweisen Sie, dass (2.0.1)) genau dann gilt, wenn A und B kommutieren, d.h.
A-B=DB-A. Also

LooLlp=LpoLy <= A-B=B-A.

Bemerkung 2.0.1
Dieselbe Behauptung gilt fiir R4 (definiert in (2.2.5) Sektion 2.2.2 der Noti-
zen), ndmlich

RaoRp=RpoRy <— A-B=B-A

Benutzen Sie Aufgabe a) bei den folgenden drei Aufgaben

b) Fir welche 1 <i,j5,k,l <nmiti<j, k<l i<kund k < j <[ gilt, dass
EijEy = EnE?
c) Fur welche 1 <4,j,k, Il <nmiti# 7, k# 1 und i <k gilt, dass
Eij(MNEu(u) = En(u)Ey(A) - firalle A peR?
d) Fir welche 1 <4, j < n gilt, dass
E;(NE;(p) = Ej(n)E;(N) fir alle A€ R\ {0}7?
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Aufgabe 3.1 (5 Punkte). Zeigen Sie Lemma 3.2.1 der Notizen.
Aufgabe 3.2 (34+343+3+3 Punkte). Sei (R, +,-) ein Ring.

a)

d)

)

Sei R[x] die Menge der Polynome in R und betrachten Sie die Addition + und
Multiplikation - auf R[z] wie in Beispiel 3.1.3. Zeigen Sie, dass (R[z],+,-) ein
Ring ist.

Wir definieren ein anderes Produkt x auf R[z| durch

(ar)keno * (bk)keny = (ak - b)) ken, -

Ist (R[z],+,*) ein Ring? Wenn ja, geben Sie die neutralen Elemente 0 und 1
an.

Sei I eine nichtleere Menge. Sei A = A(I, R) die Menge aller Abbildungen
I = R.
Definieren Sie

+: AxA — A i Ax A — A

und

als (f+9)(z) :== f(z)+g(x) und (f-g)(x) := f(x)-g(z) fir alle x € I. Zeigen
Sie, dass (A, +, ) ein Ring ist. Geben Sie das additive neutrale Element 0 € A
und das multiplikative neutrale Element 1 € A an. Was ist —f7

Sei P = (R[x],+,-) (definiert in a)) mit R = (Q,+,-) oder R = (R, +,-).
Berechnen Sie P* (die Einheiten von P). Ist P ein Schiefkérper?

Sei @ = (A(I, R),+, ) (definiert in ¢)), wobei R ein Korper ist. Berechnen Sie
Q* (die Einheiten von Q). Ist @ ein Schiefkorper?

Aufgabe 3.3 (5 Punkte). Sei (H,-) eine Gruppe und seien a,b € H. Zeigen Sie,
dass es eindeutige x,y € H gibt sodass

x-a=">0 und a-y=>o.

Aufgabe 3.4 (10 Punkte). Sei (G, -) eine Gruppe, wobei G hochstens 4 Elemente
hat. Zeigen Sie, dass G eine abelsche Gruppe ist.

Aufgabe 3.5 (4+4 Punkte). Sei G = {a,b,c,d, e, f}. Betrachten Sie die folgende
Tabelle:

d_f
d f

QR
o oS
O

L QO N2 O
S Qa0 Q2 oo
)
IS



XI

Diese Tabelle gibt einen Teil der Multiplikation - : G x G — G an (die nicht
notwendig kommutativ ist!). Zum Beispiel, sehen wir an der Tabelle, dass a - ¢ = d
und ¢ - f = a. Gegeben ist, dass (G, -) eine Gruppe ist.

a) Berechnen Sie die Produkte ¢-a, b-b und d- f. Erklaren Sie Thre Berechnung!
b) Fiillen Sie die Tabelle vollstandig aus.

Aufgabe 3.6 (7 Punkte). Sei A € M,,,(R) eine Matrix. Betrachten Sie den Kern
der Matrix A, definiert als

ker(A) = {v € M, ,(R) | Av" = 0}.

Definieren Sie eine Addition + : ker A x ker A — ker A und eine Skalarmultiplikation
- R x ker A — ker A sodass (ker 4,4+, ) ein Vektorraum iiber R ist. Zeigen Sie
tatsdchlich, dass (ker A, +,-) ein Vektorraum tber R ist.

Aufgabe 3.7 (4+4+4 Punkte). Welche Vektoren sind linear (un)abhingig? Begrun-
den Sie Thre Antwort

a)
(1,1,2), (3,3,2), (1,2,1)  im Vektorraum  R?

b)
(1,2,3,1), (3,-1,-1,-3), (1,-5,—7,—5)  im Vektorraum  R*.
c¢) Die Polynome p, g, r, s im Vektorraum R[z] gegeben durch

p(z) = 1+a*—22°, q(z) =2, r(z) = 3—%?62—1—3:5, s(z) = To*—22°.

Aufgabe 3.8 (12 Punkte). Sei R[z], die Menge der Polynome in R, deren Grad
hochstens n € N ist. Geben Sie eine Basis von R[z], an. Zeigen Sie, dass es eine
Basis ist.

Aufgabe 3.9 (4+4+4+4 Punkte). Sei V ein K-Vektorraum. Zeigen Sie die folgende
Behauptungen, ohne Proposition 3.2.6 zu benutzen.

a) Der Null-Vektor 0 € V ist der einzige Vektor, der linear abhéngig ist.

b) Seien vq,...,v, € V linear unabhédngige Vektoren. Dann ist v; # 0 fir alle

1<t <n.
c¢) Seien vy,...,v, € V und
{wy, ..., wi} C spang{vy,...,v,}.
Dann ist

Span]K{wlv B ,U)k} - SpanK{Ulv s 7Un}‘
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d) Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:
i) vq,...,v, sind linear abhangige Vektoren, mit n > 2.

ii) Es existiert j € {1,...,n}, sodass v; € spang{vi,...,vj_1,0j41,...,Un}.

Aufgabe 3.10 (10 Punkte). Sei A € M;4(R) gegeben durch

-1 1 2 0
A= -3 3 6 0 [|.
2 =2 -4 0

In Aufgabe 3.6 haben Sie gezeigt, dass ker(A) ein Untervektorraum von M 4(R) ist.
Geben Sie eine Basis von ker(A) an.

Aufgabe 3.11 (7 Punkte). Betrachten Sie den Satz 3.2.13 der Notizen. In der
Vorlesung ist dieser Satz bewiesen im Fall U NV # {0} (m > 1). Geben Sie einen
Beweis des Satzes 3.2.13 im Fall UNn'V = {0} (m = 0).

Aufgabe 3.12 (10 Punkte). Seien U, W C V Untervektorraume eines K-Vektorraums
V.

a) Geben Sie alle moglichen Bedingungen an U und W an, sodass U U W ein
Untervektorraum von V ist.

b) Zeigen Sie, dass U+ W der kleinste Untervektorraum von V' ist, der die Menge
U UW enthélt. D.h. zeigen Sie, dass fiir jeden Untervektorraum X C V mit
UUW C X gilt, dass U + W C X.

Aufgabe 3.13 (7 Punkte). Betrachten Sie die Mengen

A= {(@0.0) € B 2 £1),  E={(ry2) € Bz =022 4y = 1} U{(0,0,0)}
B={(t2t,t)eR}|0<t <1}, F={(n,y,2) eR|z—y+2=2},
C=R*\{(0,0,2)}, G={(z,y,2) eER*[z -y +2=0}.

D ={(t,1,t) € R3},

Welche der Menge von A nach G sind Untervektorraume von R3*? Geben Sie fiir alle
diese Untervektoraume jeweils eine Basis an. Erkldren Sie Thre Antwort.

Aufgabe 3.14 (6 Punkte). Sei V' ein R-Vektorraum von Dimension 3. Sei i, j, k
eine Basis von V. Seien

U = spang{i+j,i —j} und W =spang{j + k,j — k}.
Zeigen Sie, dass V = U + W und dass die Summe nicht direkt ist.

Aufgabe 3.15 (446 Punkte).
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a) Sei n € N. Untersuchen Sie, ob GL,(R) C M,(R) ein Untervektorraum ist.

b) Sei A = (a;j)1<ij<n € M,(R). Die Spur von A ist definiert durch
Spur(A) = Z Qi = A11 + - .. F Q-
i=1

Sei k£ € R. Betrachten Sie
S(k) ={A € M,(R) |Spur(A) = kj},

die Menge der Matrizen mit Spur k. Geben Sie alle k € R an, sodass S(k) eine
Untervektorraum von M, (R) ist. Geben Sie fiir alle & € R, fiir die S(k) ein
Untervektorraum ist, eine Basis von S(k) an.

Aufgabe 3.16 (5+5 Punkte). Die Menge RN = {{a,}nen, | an € R} der Folgen
in R ist ein Vektorraum mit punktweiser Addition und punktweiser skalarer Multi-
plikation (vergleichen Sie mit A(7, V') in Beispiel 3.2.1 der Notizen, Seite 52, wobei
I = Ny und V' = R). Betrachten Sie die Teilmenge der “Fibonacci-Folgen”

Fib = {{a;}ien, € RY | apyo = ap + anys fur alle n € No}.
Ein Beispiel von einem Element in Fib ist die klassische Fibonacci-Folge
1,1,2,3,5,8,13,25, ...
a) Zeigen Sie, dass Fib ein Untervektorraum von RN ist.

b) Zeigen Sie, dass dimg(Fib) = 2 und geben Sie eine Basis an.
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Aufgabe 4.1 (10 Punkte). Betrachten Sie die Matrix A € M,, ,,(K) gegeben durch

1

1
A= 0 0 - 1 % % *
00 00 0
00 ---000 ---0

Zeigen Sie, dass der Rang der Matrix gleich der Anzahl nicht null Zeilen ist.

Aufgabe 4.2 (10 Punkte). Sei V ein K-Vektorraum, und seien vy, ..., v, € V. Sei
r € N mit

dimg spang{vy,...,v,} =1
Zeigen Sie, dass 7 < m und dass es r linear unabhangige Vektoren v;,,...,v; €
{v1, ..., 0} gibt mit
spang{v,, ..., v;, } = spang{vy, ..., v, }.

Aufgabe 4.3 (5+5 Punkte). Seien A, B die Matrizen mit R-Koeffizienten

110 2 -4 -3 7 1 2 1

A=1101 -5 -1 3 7 |, B=| -2 -3 1
011 6 -2 8 11 6 10 O

Berechnen Sie den Rang dieser Matrizen.
Hinweis: Konnen Sie den Gauf-Jordan Algoritmus benutzen um den Rang zu be-
rechnen?

Aufgabe 4.4 (8464442 Punkte). Sei A € M,, ,(K) gegeben durch

@11 di2 ... Qip
A Q21  A22 ... QA2p
1 Gm2 - Qp
Sei b= (by ... by) € M ,,(K). Betrachten Sie das Gleichungssystem
Az” =", (4.0.1)
wobei x = (x1 ... x,) € My, (K). Sei A|b € M,, ,+1(K) die augmentierte Matrix
ayy Q2 ... @i, by
a1 Q2 ... G2, by

Alb =

Ami Gm2 - Gmn  Om
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a) Zeigen Sie, dass (4.0.1)) Losungen hat, genau dann wenn fiir den Rang
r(Alp) =r(A),
gilt.

b) Zeigen Sie, dass ker A := {x € K"| AzT = 0} ein n — r(A) dimensionaler
Untervektorraum ist.

¢) Nehmen Sie an, dass r(AJ|b) = r(A). Da a) gilt, gibt es eine Losung =z € K"
der Gleichung (4.0.1]). Zeigen Sie, dass die Menge der Losungen ¥ von (4.0.1))
gegeben ist durch

r+kerA:={x+yecK"|yc kerA}.

d) Folgern Sie, dass die Gleichung (4.0.1]) co™ ") Lésungen hat, genau dann
wenn 7(A[b) = r(A).
Sehen Sie Seite 7 der Notizen fiir die Definition der oo™ "4 Lisungen.

Aufgabe 4.5 (10 Punkte). Berechnen Sie die Determinanten der Matrizen

Lo s 0 3 0 0 3500
20 9 0 0 240 0

A:iég’ B= 8 11 2 -2 |’ C=1090 21
7 51 3 005 3

Aufgabe 4.6 (5 Punkte). Betrachten Sie die Menge der orthogonalen Matrizen,

definiert als
O(n) :={A e M,(R) | AAT = AT A = I.}.

Zeigen Sie, dass fir jedes A € O(n) gilt, dass det A = £1. Beschreiben Sie Beispiele
von B,C € O(3) mit det B =1 und det C' = —1.

Aufgabe 4.7 (10 Punkte). Sei A € M, (K) eine Matrix mit Eintragen a;;, fur
1 < i,j < n. Weiterhin heifit die Matrix A eine obere Dreiecksmatrix, wenn alle
Eintrage von A unterhalb der Hauptdiagonalen Null sind, d.h. a;; = 0 fiir 7 > j. Ein
Beispiel einer obere Dreiecksmatrix ist

15 -2 =3
02 2 1
00 —4 7
00 0 -1

Zeigen Sie, dass fiir eine obere Dreiecksmatrix A gilt, dass

det A = a11a922 . .. App -
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Aufgabe 4.8 (5+10 Punkte).

a) Seien A, B € M, (K) Matrizen der Gestalt

1
01
0 * = ]
0 * % --- x% o
A= ] und B=|0 0 --- 1 %
: : 00 - 0
0 * =* *
00 --- 00 % --- %

wobei x € K beliebige Eintriage sind. Zeigen Sie, dass die Matrizen A und B
Determinante gleich 0 haben.

b) Sei C € M,(K). In der Vorlesung wurde gezeigt, dass det C' # 0 impliziert,
dass C' invertierbar ist. Benutzen Sie Bemerkung 2.2.5 der Notizen und die
Dekomposition einer Matrix in Elementarmatrizen um einen anderen Beweis
dieser Aussage zu geben.

Aufgabe 4.9 (10 Punkte). Seien A;,...A; € M,(K) und A = A1 A, ... A;. Zeigen
Sie, dass A invertierbar ist, genau dann wenn A;, fir jedes 1 <4 <[ invertierbar ist.
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Aufgabe 5.1 (10 Punkte). Sei V ein K-Vektorraum mit Basis {v1,...,v,} und
F:V — W eine lineare Abbildung in einen K-Vektorraum W. Zeigen Sie

Im(F) = Spang{F(v1), ..., F(v,)}.

Aufgabe 5.2 (5 Punkte). Zwei K-Vektorrdume V und W heiflen isomorph, wenn
es einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt. Wir schreiben dann V' ~ W. Zeigen
Sie, dass dies eine Aquivalenzrelation definiert, d.h. zeigen Sie die

a) Reflexivitat: V ~ V;
b) Symmetrie: Aus V ~ W folgt W ~ V;
c) Transitivitat: Aus V ~ W und W ~ U folgt V ~ U.

Geben Sie dazu lineare Abbildungen zwischen den Vektorrdumen an und zeigen Sie,
dass diese Abbildungen Isomorphismen sind.

Aufgabe 5.3 (7+13 Punkte). Definieren Sie fiir x4, ..., z, € K eine (n x n)-Matrix
A durch

1 1 1

X X2 Tn

x3 s xy
xfl ngl J;Z‘l

Zeigen Sie, dass die Determinante den Wert

det(A) = J] (z;—x)

1<i<j<n
hat. Fiihren Sie dazu die folgenden zwei Schritte aus:

a) Anderen Sie A durch Zeilen und Spaltenoperationen zu einer Matrix der fol-
gende Form

1 0 0 0

0 Ty — T I3 — I Tn, — X1

0 (xo—m) 9 (x3 —x1) w3 -+ (Tp — 1) Tp
0 (g —x1)ah? (23— 1)y ? (), — xp) 22

b) Schlieflen Sie den Beweis dann durch Induktion ab.

Aufgabe 5.4 (5 Punkte). Sei V' ein eindimensionaler K-Vektorraum. Zeigen Sie,
dass F' € Endg (V) = Homg(V, V) ist genau dann, wenn es ein A € K gibt, so dass
F = \dy ist.
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Aufgabe 5.5 (5+5 Punkte). Sei F': V' — W eine lineare Abbildung zwischen Vek-
torraumen V und W.

a) Zeigen Sie: Wenn der Kern von F trivial ist, bilden linear unabhéngige Vekto-
ren vy, ..., v, € V unter F wieder auf linear unabhéngige Vektoren F'(vy), ...,
F(vy,) € W ab.

b) Gilt dies auch wenn der Kern nicht-trivial ist? Beweisen Sie dies oder geben
Sie ein Gegenbeispiel an.

Aufgabe 5.6 (5+5 Punkte). Seien X,Y,Z Mengen und F': X - Y, G:Y —» Z
Abbildungen.

a) Betrachten Sie die folgende Aussagen
i) G o F ist injektiv
ii) F ist injektiv
iii) G ist injektiv
iv) G‘F(X) : F(z) — Z ist injektiv.

Geben Sie alle Implikationen zwischen Kombinationen der Aussagen i)-iv) an.
Erklaren Sie Ihre Antwort.

b) Formulieren Sie dieselbe Aufgabe wie oben iiber Surjektivitiat der Verkniipfun-
gen der Abbildungen und lésen Sie diese Aufgabe.

Aufgabe 5.7 (5 Punkte). Seien v; = (—1,1,1),v5 = (1,1,0),v3 = (0,2,1) € R3.
Zeigen Sie, dass es keine lineare Abbildung F : R® — R? gibt mit

F(v) = (1,0,0), F(vy) =(0,1,0) und F(vs) = (0,0,1).
Aufgabe 5.8 (8+7 Punkte).
a) Sei F': R? — R? die lineare Abbildung
F(x1,19) = (x1 + 22, 1 — 322, 21).
Seien

ve = (0,—1)} und
1), ws = (1,-2,0), w3 = (0,0,1)}.

Zeigen Sie, dass v und w Basen von R? und R? sind. Berechnen Sie die Matrix

Ay v(F).
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b) Sei G : R® — R? die lineare Abbildung

1
G(al, as, ag) = (a1 + 3&3, 5@1 -+ 2(12 + CL3).
Seien

x ={x;=(1,1,1),29 = (1,—-2,0), 23 = (0,0,—1)}, und
y={y=(-1L1),y=(0,-1)}.

Zeigen Sie, dass x und y Basen von R? und R? sind. Berechnen Sie die Matrix

Ay «(G).
Aufgabe 5.9 (5 Punkte). Seien

v={v; =(1,0,2),v3 = (—-1,1,0),v3 = (1,0,—1)} und
w = {w; = (0,0,1),wy = (1,1,1),w3 = (0,1,1)},

Basen von R3. Berechnen Sie die Basiswechselmatrix von v nach w.

Aufgabe 5.10 (5 Punkte). Sei F': R®* — R? die lineare Abbildung
F(z,y,2) = (x 4 3y,2x + 6y + 5z, 3x + 9y + 2).
Berechnen Sie Ker(F') und Im(F).

Aufgabe 5.11 (248 Punkte). Im Abschnitt 2.2.2 der Notizen haben wir bereits
eine Verbindung zwischen (linearen) Abbildungen und Matrizen gesehen. Es sei V' =
M, (R) mit der kanonischen Basis
A ={vy =Ap,v = Aoty 0 = Aty Ung1 = D12, Vo = Aoy,
<y Ugp = An?a Voan+1 = A13a <oy Up2 = Ann}a

eingefiihrt in Beispiel 3.2.6. Mit A € M,(R) sei L4: M,(R) — M,(R) die Lineare
Abbildung definiert durch L4(M) = AM.

a) Zeigen Sie, dass L, linear ist.
b) Berechnen Sie die Matrix Aa a(L4).

Aufgabe 5.12 (3+343+3+3 Punkte). Sei n € N und betrachten Sie die Menge
R[], der Polynome, deren Grad héchtens n ist. Sei D : R[z],, — R[z],, die Abbildung
definiert durch

dr
a) Zeigen Sie, dass D eine lineare Abbildung ist.
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b) Berechnen Sie Ay (D) wobei v = {v; = 1,vy = z,v3 = 2%,... 0,41 = 2"}
eine Basis von Rz, ist.

c¢) Finden Sie Basen von Ker(D) und Im(D).
d) Kontrolieren Sie die Formel in Satz 5.1.5 der Notizen fur D.

e) Berechnen Sie det D.

Aufgabe 5.13 (545 Punkte). Seien V und W R-Vektorraume. Seien v = {vy, va, v3, v4}
und w = {wy, we} Basen von V und W. Sei F': V' — W die lineare Abbildung mit

1 3 —2 1
AW’V(F):<2 0 1 5)‘

Fir = ajv; + agvs + azvs + a4vy schreiben wir x = v(ay, as, as, ays). D.h. z ist der
Vektor mit Koordinaten (ay, ..., a4) beziiglich der Basis v. Seien

1
-, 1,5
277)}

e={e1 =v(1,1,1,2),e5 = v(2,—1,3,0), 3 = v(v/2,1,0,1), e4 = v(1, —
f={fi=w(2,-3), a=w(-13)}

a) Zeigen Sie, dass e und f Basen von V und W sind.

b) Berechnen Sie Ago(F).

Aufgabe 5.14 (5+5 Punkte). Betrachten Sie die Menge M(C) der komplexe 2 x 2
Matrizen.

a) Zeigen Sie, dass

ol (3 )= (3 )= (8 D) eem (3 1)
o I L) B Gy P

Basen von M;(C) sind.

b) Berechnen Sie die Basiswechselmatrix von e nach p und die Basiswechselmatrix
von p nach e.

Aufgabe 5.15 (4+4+2 Punkte). Sei F': R* — R?* die lineare Abbildung

F(xq, 9,23, 73) = (v1 —x2+3x4, 1+ 220+ T3 — T4, —T1 +To— T4, T1 — 209 — T3+ T4).
a) Berechnen Sie Ker(F).
b) Berechnen Sie Im(F').
c¢) Berechnen Sie det(F).
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Aufgabe 6.1 (2+3 Punkte).

a) Haben ahnliche Matrizen denselben Rang? Beweisen Sie dies, oder geben Sie
ein Gegenbeispiel an.

b) Sind Matrizen mit gleicher Determinante &hnlich? Beweisen Sie dies, oder
geben Sie ein Gegenbeispiel an.

Aufgabe 6.2 (5 Punkte). Sei A € M, (K). Zeigen Sie, dass Ps(x) ein Polynom von
Grad n ist. Zeigen Sie, dass der Koeffizient von z™ gleich (—1)" ist.

Aufgabe 6.3 (4+3+3 Punkte). Sei A € M,(K).

a) Driicken Sie das charakeristische Polynom durch die Determinante und die
Spur (definiert in Aufgabe 3.15) von A aus.

b) Seien C' € M, ,»(R) und D € M,,,(R). Zeigen Sie, dass Spur(C'D) = Spur(DC)
ist.

¢) Lemma 6.1.5 der Notizen sagt uns, dass die Koeffizienten von P4(z) und Pg(x)
dieselbe sind, falls A und B ahnlich sind.

Priifen Sie explizit diese Tatsache nach, falls A € M, (K).
Aufgabe 6.4 (748 Punkte).
a) Sei

R= ( Y é)eMg(C).

Berechnen Sie die Eigenwerte und Basen der assozierten Eigenrdume von R.

b) Sei
3 2 4
A= 20 2 | e My

4 2 3

Berechnen Sie die Eigenwerte und Basen der assozierten Eigenraume von A.
Hinweis: A = 8 st eine Figenwerte.

Aufgabe 6.5 (10 Punkte). Seien A € M, (R) und B € GL,(R). Nehmen Sie an,
dass AB = BA ist. Sei v ein Eigenvektor von A. Zeigen Sie, dass Bv ein Eigenvektor
von A ist. Geben Sie eine Matrix C' € M, (R) an, sodass AC' = C'A und Cv kein
Eigenvektor von A ist.

Aufgabe 6.6 (5+5 Punkte). Sei p(z) = ap + a1 + agz® + ... + ap,a™ € K[z]. Fiir
A € M,(K) und k € Ny definieren wir A° = I,, und A* = AA--- A falls k > 0.

k—Mal
Also, gegeben p € K[z], konnen wir die Matrix p(A) definieren als

p(A) = apl, + a1 A+ asA* + ... +a, A"
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a) Sei A € 0(A), das Spektrum von A. Zeigen Sie, dass p(\) € o(p(A)) ist.

b) Sei A € M,(K). Priifen Sie nach, dass pa(A) = 0 ist.
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