Prof. Dr. Silvia Sabatini Sommersemester 2016

Klausur Topologie 6LP
27.07.16, 15:30 — 18:30

Es sind keine Hilfsmittel (Skript, Taschenrechner...) erlaubt. TAuschungsversuche, auch zugunsten
anderer, fithren zum Ausschlufl von der Klausur. Taschen, Jacken und Mobiltelephone etc. sind
im Horsaal vorne zu deponieren. Wird das Mobiltelephon o.4. nicht abgegeben, so gilt dies als
Tauschungsversuch.

Begriinden Sie stets Thre Antworten. Antworten ohne Begriindung liefern keine Punkte.

Die Aufgaben sind auf den entsprechenden Bléttern (einschlieBlich Riickseite) zu bearbeiten.
Falls Sie die am Ende angehefteten Leerseiten benutzen, machen Sie bitte einen Verweis bei der
jeweiligen Aufgabe. Die Notizzettel kénnen nicht mit abgegeben werden. Verwenden Sie aus-
schlieBlich schwarze oder blaue Tinte/Kugelschreiber.

Die Klausur umfafit 5 Aufgaben.

Name:
Matrikelnummer:
Studiengang:

Klausurnummer: 1

Unterschrift

Den unteren Teil dieses Blattes nicht beschriften!

Aufgabe | Punkte Aufgabe | Punkte
1 4
2 5
3

Gesamt:




Aufgabe 1. (149 Punkte)
Sei X # () eine Menge, und P(X) die Potenzmenge von X, d.h. die Menge der Teilmengen
von X. Sei C: P(X) — P(X) eine Abbildung mit den folgenden Eigenschaften:
i) C(0) =0,
ii) ACC(A) fir alle A € P(X),
iii) C(AUB) =C(A) UC(B) fir alle A, B € P(X).

a) Zeigen Sie, dass fiir A, B € P(X) mit A C B gilt, dass C(4) C C(B).

b) Zeigen Sie, dass
S ={AcP(X)|A=C(A)}

die Axiome der Menge der abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf X erfiilt.



Losung 1.

a) C(A) CC(A)uC(B) =C(AUB) =C(B).

b) Durch i) gilt § € S. Auch wissen wir dass X C C(X) C X sodass C(X) =
und X € S. Sei {U;}ic; € S mit I endlich. Dann gilt dass C(|J,(U;)) = U, C(
durch Induktion von iii). Aber C(U;) = U;, sodass C(IJ;(U;)) = U, U, und J, U; € S.
Sei jetzt {U;}ier € S mit I beliebig. Durch ii) wissen wir, dass (), U; € C(N, Us)-
Natiirlich gilt auch (), U; C U, fiir jede j € I. Mit Teilaufgabe a) wissen wir dann,
dass C();Ui) C C(U;) = Uj fiir jede j. Es folgt, dass C();U;) € (), U; und damit,
dass C(", U;) =N, U

X,
Ui



Aufgabe 2. (10 Punkte)

Sei (Q,7) C (R, Tgua) die Menge der rationalen Zahlen mit induzierter Teilmengento-
pologie. Berechnen Sie die Fundamentalgruppe m1(Q, 0).



Losung 2.

Wir zeigen dass jede Abbildung f: I — Q konstant ist. Nehmen Sie an dass es Punkte
x,y € I gibt mit f(z) < f(y). Dan gibt es ein irationales Zahl z mit f(z) < z <
f(y). Die Menge (—o00,2) N Q und (z,00) N Q sind offen und abgeschlossen in Q, weil
((00,2) NQ) U ((2,00) NQ) = Q. Die Funktion f ist stetig, sodass f~'((—o0,z) N Q) und
J7H((z,00)NQ) nicht lehr, offen und disjunkt sind in I. Aber I ist zusammenhéngend, was
ein Wiederspruch ist. Wir konkludieren, dass f konstant ist. Es folgt einfach, dass 7(Q, 0)
die triviale Gruppe ist, da er nur ein schleife ist mit Basispunkt 0.



Aufgabe 3. (10 Punkte)

Sei X ein topologischer Raum und seien A, B C X abgeschlossene Teilmengen, sodass we-
der A C B noch B C A. Zeigen Sie, dass C := (A\ B) U (B \ A) nicht zusammenhéngend
ist.



Losung 3.

A ist abgeschlossen in X sodass AN C = A\ B abgeschlossen ist in C. X \ B ist of-
fen in X sodass X \ BNC = A\ B offen ist in C. So A\ B ist offen und geschlossen in C,
und gleichweis ist B\ A offen und geschlossen in C. Bemerken Sie, dass A\ B und B\ A nicht
lehr sind, und (A\ B) N (B \ A) = (. Wir konkludieren, dass C' nicht zusammenhéngend

1st.



Aufgabe 4. (10 Punkte)

Sei die Spare S™ := {z € R""'||z|| = 1} mit Teilraumentopologie von R"!. Zeigen
Sie, dass m(S™) die triviale Gruppe ist fiir alle n > 3. Hier diirfen Sie benutzen, dass
71(S?) trivial ist.



Losung 4.

Die Sphére S™ = {(zq,...2,) € R"™ |23 + ...22 = 1} ist die Vereinigung der offenen
Menge

1 1
U=5"N{(zo,...2,) €ER"™ |2y < 5}, V =5"n{(zo,...7,) € R" | g > —5}
U,V sind zusammensiebahr zu (—1,0,...,0) und (1,0,...,0), und U NV ist homotopie

Aquivalent zu S™ N {(zo, ..., z,) € R*™ |2y = 0} = $"!. Mit Induction nehmen wir an
dass ist S"! einfach zusammenhéngend ist , sodass Seifert van Kampen gibt dass

7T1(Sn) = 7T1(U U V) = 7T1(U) * 7T1(V),

und 7 (S™) ist einfach zusammenhéngend fiir alle n > 2.



Aufgabe 5. (545 Punkte)

a) Sei X ein Hausdorffraum. Sei F' C X eine endliche Teilmenge. Zeigen Sie, dass F
eine abgeschlossene Menge ist.

b) Geben Sie ein Beispiel eines Raums X und F' C X eine endliche Teilmenge, sodass
F" nicht abgeschlossen ist.



Losung 5.

a) Seiy € X\ F. Fiir jede z € F gibt es offene Menge U,, V, mit y € U,, z € V, sodass
U, NV, = 0. Da F endlich ist, haben wir dass ﬂxeF U, offen ist. Bemerken Sie das
FN(yerpUs =0 und y € (,cp Uz Die Menge F ist abgeschlossen.

b) Sei X eine Menge mit mehr als zwei Punkte. Geben Sie X die triviale Topologie.
Dan ist {z} = X # {x}, sodass F' = {x} nicht abgeschlossen ist.
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Klausur Topologie 9LP
27.07.16, 15:30 — 18:30

Es sind keine Hilfsmittel (Skript, Taschenrechner...) erlaubt. TAuschungsversuche, auch zugunsten
anderer, fithren zum Ausschlufl von der Klausur. Taschen, Jacken und Mobiltelephone etc. sind
im Horsaal vorne zu deponieren. Wird das Mobiltelephon o.4. nicht abgegeben, so gilt dies als
Tauschungsversuch.

Begriinden Sie stets Thre Antworten. Antworten ohne Begriindung liefern keine Punkte.

Die Aufgaben sind auf den entsprechenden Bléttern (einschlieBlich Riickseite) zu bearbeiten.
Falls Sie die am Ende angehefteten Leerseiten benutzen, machen Sie bitte einen Verweis bei der
jeweiligen Aufgabe. Die Notizzettel kénnen nicht mit abgegeben werden. Verwenden Sie aus-
schlieBlich schwarze oder blaue Tinte/Kugelschreiber.

Die Klausur umfafit 5 Aufgaben.

Name:
Matrikelnummer:
Studiengang:

Klausurnummer: 2

Unterschrift

Den unteren Teil dieses Blattes nicht beschriften!

Aufgabe | Punkte Aufgabe | Punkte
1 4
2 5
3

Gesamt:




Aufgabe 1. (149 Punkte)
Sei X # () eine Menge, und P(X) die Potenzmenge von X, d.h. die Menge der Teilmengen
von X. Sei C: P(X) — P(X) eine Abbildung mit den folgenden Eigenschaften:
i) C(0) =0,
ii) ACC(A) fir alle A € P(X),
iii) C(AUB) =C(A) UC(B) fir alle A, B € P(X).

a) Zeigen Sie, dass fir A, B € P(X) mit A C B gilt, dass C(A) C C(B).

b) Zeigen Sie, dass
S={AcP(X)|A=C(A)}

die Axiome der Menge der abgeschlossenen Mengen einer Topologie auf X erfiilt.



Losung 1.

a) C(A) CC(A)uC(B) =C(AUB) =C(B).

b) Durch i) gilt § € S. Auch wissen wir dass X C C(X) C X sodass C(X) =
und X € S. Sei {U;}ic; € S mit I endlich. Dann gilt dass C(|J,(U;)) = U, C(
durch Induktion von iii). Aber C(U;) = U;, sodass C(IJ;(U;)) = U, U, und J, U; € S.
Sei jetzt {U;}ier € S mit I beliebig. Durch ii) wissen wir, dass (), U; € C(N, Us)-
Natiirlich gilt auch (), U; C U, fiir jede j € I. Mit Teilaufgabe a) wissen wir dann,
dass C();Ui) C C(U;) = Uj fiir jede j. Es folgt, dass C();U;) € (), U; und damit,
dass C(", U;) =N, U

X,
Ui



Aufgabe 2. (10 Punkte)

Sei (Q,7) C (R, Tgua) die Menge der rationalen Zahlen mit induzierter Teilmengento-
pologie. Berechnen Sie die Fundamentalgruppe m1(Q, 0).



Losung 2.

Wir zeigen dass jede Abbildung f: I — Q konstant ist. Nehmen Sie an dass es Punkte
x,y € I gibt mit f(z) < f(y). Dan gibt es ein irationales Zahl z mit f(z) < z <
f(y). Die Menge (—o00,2) N Q und (z,00) N Q sind offen und abgeschlossen in Q, weil
((00,2) NQ) U ((2,00) NQ) = Q. Die Funktion f ist stetig, sodass f~'((—o0,z) N Q) und
J7H((z,00)NQ) nicht lehr, offen und disjunkt sind in I. Aber I ist zusammenhéngend, was
ein Wiederspruch ist. Wir konkludieren, dass f konstant ist. Es folgt einfach, dass 7(Q, 0)
die triviale Gruppe ist, da er nur ein schleife ist mit Basispunkt 0.



Der Raum Y.

Aufgabe 3. (4+6 Punkte)
Sei X := {(x,y,2) € R¥|z = 0,22 + y*> = 1}. Betrachten Sie R?® mit der Euklidischen
Topologie.

a) Berechnen Sie die Fundamentalgruppe (R \ X).

Sei D := {z € C||z]> < 1} mit Teilmengentopologie von der Euklidischen Topologie auf C
und definieren Sie die Aquivalenzrelation ~ durch

27i k

Zow: =z =w, oder |zl = |lw|]| =1 und z=e€""w fir ke {l1,2}.

Sei Y := D/ ~. Der Raum Y ist das 3-gon unter Identifikation des Wortes a®. Siehe Skizze.
b) Berechnen Sie die Fundamentalgruppe m(Y").

Es ist in dieser Aufgabe nicht notwendig Formeln fir Homotopiedquivalenzen anzugeben.
Es ist genug dies an einer Skizze gut zu Erkldren.



Losung 3.

Seien X und Y Raume und z € X und y € Y Basispunkte. Wenn x und y Umgebungen
haben sodass  und y Deformationsretrakten sind von diesen Umgebungen lass Seifert-van
Kampen sehen, dass m (X VY) = 7 (X) xm (V).

a) In der Vorlesung ist gezeigt, dass R® \ X; Homotopiedquivalent ist zu S? v S'. Mit
der Bemerkung oben sehen wir, dass m(S? v S!) & 7,(S5?) * 7, (S) 2 Z.

b) Sei U = {[z] € Y||2|* < 3}, und V =Y \ {[0]}. Dann gilt dass U zusammensiehbahr
ist, und V' Homotopiedquivalent ist zu S*. Der durchschnitt UNV = U\ {[0]} ist auch
Homotopieiquivalent zu S*. Sei a: [0,1] — V die Schleife gegeben durch a(t) = ¢35,
und sei v: [0,1] — U NV die Schleife y(t) = 3e*™. Dann ist [4] ein generator von
m(UNV) = Z und [a] ein generator von m1(V) = Z. Wir haben dass i.([7]) = [a]?
und Seifert van Kampen gibt m (V) = ([a]|[a]®) = Z/3Z.



Aufgabe 4. (10 Punkte)
Sei M :=[0,1] x [0,1]/ ~ wobei die Aquivalenzrelation gegeben ist diirch
(z,y) ~ (@ ¢) = (x =2y =y), oder (z=0,2"=1y=1-y),
oder (zx=1,2"=0,y=1-1).
Der Raum M ist das abgeschlossene Mobiusband. Sei
OM ={[(z,y)] e M|y=0 oder y=1}

der Rand des Mdobiusbandes. Zeigen Sie, dass es keine Retraktion r: M — M gibt.



Losung 4.

Wir vergessen die Basispunkte hier. Der Mdbiusband ist homotop zu S!, und der Rand
des Mobiusbands ist Homéomoprh zu S*'. Wir haben dass 71 (M) 2 Z frei generiert durch
die Schleife v: I — M mit y(¢) = [t, 1]. Der Rand des Mcbiusbands ist eine Schleife o die
homotop ist zu der Sleife ¢ — [2¢ (mod 1), 1], und dass ist 2[7] in m (M). Nehmen Sie an,
dass es eine Retrakt r: M — OM gibt. Sei i: OM — M die Inklusion. Dan haben wir
ri = id sodass 7.i, = id. Es gibt kein Homomorphismus ¢: Z — Z mit ¢(2) = 1, sodass
ein Retrakt wie oben nicht existiert.



Aufgabe 5. (3+7 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass kein nicht-trivialer Gruppenhomomorphismus ¢: Z/27Z — 7 exis-
tiert.

Y

Sei X ein wegzusammenhéngender und lokal wegzusammenhéngender Raum mit 71 (X) =
7)27.

b) Zeigen Sie, dass jede Abbildung f: X — S zusammenziehbar ist.

Hinweis: Benutzen Sie die Uberlagerung p: R — S*.



Losung 5.

Bemerken Sie, dass es kein element a € Z \ {0} gibt mit, a + @ = 0. Ein homomor-
phismus Z/2Z — Z hat 0 = f(0) = f(1+1), sodass 2f(1) = 0 und f(1) = 0. Es folgt, dass
f«(m1(X)) die triviale Untegruppe ist von m(S') = Z, und dass f.(m (X)) C p.(m(R)).
Mit ein Lemma aus der Vorlesung gibt es eine Lift f : X — R, mit f = pf. Sei ft eine
Homotopie von f zu eine konstant Abbildung f;. Das existiert da R zusammenziebar ist.
Aber dann ist f, = pf, eine Homotopie von f zu eine konstante Abbildung pf;.



